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1 Wstep.

Niniejszy dokument opisuje prace nad studenckim projektem majacym na celu prébe forma-
lizacji twierdzen logiki matematycznej dotyczacych samej logiki.

Prace nad formalizacja rachunku zdan opieraly sie gtéwnie o ksiazke Rutkiewicza [1], prace
nad formalizacja logiki pierwszego byly dodatkowo wspierane przez ksiazke Grzegorczyka [2].

Tworzac skrypty kierowatem sie idea, aby dowodzi¢ duzo drobnych lematéw i korzy-
sta¢ w duzej mierze z automatyzacji przy dowodzeniu nastepnych oraz wigkszych twierdzen.
W ten sposéb uzyskalem tatwiejszy w modyfikacjach kod, co byto bardzo pomocne gdy decy-
dowatem sie na modyfikacje fundamentalnych definicji, oraz umozliwiato tworzenie zwieztych
dowodow wigkszosci lematéw i twierdzen.

Niestety niektére fragmenty dowodéw zostaly przyjete z gory (admit), réwniez najbardziej
doniosta cze$é projektu - twierdzenie o istnieniu modelu (o pelnosci) dla logiki pierwszego
rzedu - nie obeszla sie bez tej taktyki.

Catlosc jest zawarta w paczce metalogic, ktéra wewnetrznie jest podzielona na trzy mniej-
sze paczki Pc, Fol, Util oznaczajace odpowiednio cze$¢ dotyczacg rachunku zdan, logiki
pierwszego rzedu oraz mala biblioteczke z pomocniczymi lematami, dotyczacymi gléwnie
zbioréw, niezwiazanymi tematycznie z projektem.

2 Przyjety system dowodzenia.

Prace nad formalizacja zaczatem od rachunku zdan. Uzywany przeze mnie system jest wziety
z ksiazki [1], czyli sa to ponizsze aksjomaty i reguly wnioskowania, a sam jezyk zawiera tylko
implikacje oraz negacje!. Dla logiki pierwszego rzedu sa dolozone jeszcze oba kwantyfikatory
oraz symbol T.
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! Autor nie podal #rédta aksjomatéw z jakich korzysta, ale w ksiazce Grzegorczyka oraz innych zrédtach
wspomina si¢ o systemie Lukasiewicza, ktéry réwniez jest nad ubogim jezykiem i ma bardzo podobne aksjomaty.
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Autor ksiazki nie zalaczyl wyzej wymienionych aksjomatéw na sztywno do systemu wnio-
skowania. Poslugiwal sie zbiorem Ag zawierajacym wszystkie formuly o takich schematach,
a twierdzenia formutowal w nastepujacy sposéb: ,Jezeli Ag C T to w T zachodzi twierdze-
nie o...”. Pozwolilem sobie na nieistotng modyfikacje i dotaczylem zbiér Ag na sztywno do
systemu, bo utatwitlo mi to prace.

Do pracy nad logika pierwszego rzedu ostatecznie uzyltem tego samego systemu oraz dotg-
czytem do niego aksjomaty i reguly wnioskowania dotyczace kwantyfikatoréw z ksiazki Grze-
gorczyka (system LT). Bylo to dobrym kompromisem pomiedzy tatwym przeniesieniem wy-
konanych juz prac (opierajacych sie o stare aksjomaty i ubogi jezyk) oraz korzystaniem z innej
ksiazki (z innymi aksjomatach). Ta synteza byla wykonalna bo jedyna istotna réznica mie-
dzy systemami z tych dwéch ksiazek jest taka, ze Pan Grzegorczyk postuguje sie bogatszym
jezykiem i wickszym zbiorem aksjomatéw. Nowe aksjomaty i reguly wygladaja nastepujaco:
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Reguta SB wymaga, aby term ¢ byl podstawialny w ¢ w miejsce zmiennej x. Reguly R1
i R2 wymagaja, aby zmienna x nie wystepowata w formule .

We wspomnianej ksigzce mozna znalezé réwniez definicje systemu bez regut wnioskowania
dotyczacych kwantyfikatoréw (system L - rozdzial Redukcja regul kwantyfikatorowych do ak-
sjomatéw). Prace poczatkowo rozpoczatem z tym systemem, ale doszedlem do wniosku ze nie
rozumiem wszystkich szczegdtéw technicznych i sie z niego wycofatem.

Dowody w uzywanym systemie dowodzenia sa bardzo nieintuicyjne, sa po prostu ciagiem
syntaktycznych operacji, ktore bardziej przedstawiaja spryt autora w stosowaniu dostepnych
operacji na formutach, niz jakas intuicje stojaca za dowodzonym twierdzeniem. Z drugiej
strony mala liczba regul wnioskowania powoduje uproszczenie dowodéw meta twierdzen.

Poniewaz ksiazka Grzegorczyka opierala sie o podobny system to moglem przepisywaé
z niej dowody wewnatrz systemu, ktérych brakowato mi w ksigzce Rutkowskiego. Ciekawym
zagadnieniem jest to, ze postugiwanie si¢ ubogim jezykiem, co mialo upraszcza¢ dowody,
sprawito mi duzo problemu przy dowodzie twierdzenia o dedukcji.

2.1 Definicje.

Jezyk jakim sie postugiwalem przez wiekszosé czasu nie zawieral symbolu T, dotozylem go
pod koniec moich prac poniewaz byl mi potrzebny sposéb aby latwo konstruowaé zdanie
w dowolnym jezyku.

Jezyk (a wlasciwie jego sygnatura) zostal zdefiniowany jako rekord opisujacy typ repre-
zentujacy symbole funkcyjne; funkcje zwracajace ich arnosé; sposéb rozstrzygania rownosci
na symbolach; funkcje zwracajaca symbol na podstawie numeru oraz dowdd, ze kazdy symbol
ma swéj numer (oraz takie same pola dotyczace symboli relacyjnych).

Pola dotyczace numeracji maja zapewnic¢ przeliczalnosé zbioru wszystkich formut w danym
jezyku. Niestety ale funkcje numerujace formutly nie zostaly wykonane - ich istnienie zostalo



zatozone. Powodem niedokonczenia tej czesci projektu jest duza czeéé pracy, ktéra planowatem
wykonaé¢ na koniec, zwigzana z dowodzeniem twierdzen opierajacych sie o arytmetyke. Sam
pomyst na numeracje formul jest natomiast tatwy do wykonania na papierze opierajac sie
o funkcje pary Cantora.
Record FolLang := folLang
{
folFuncs : Set;
folFuncEqDec: ¥ f1 f2 : folFuncs, {f1 = f2} + {f1 # f2};
folFuncAr: folFuncs — nat;
folRels : Set;
folRelAr: folRels — nat;
folRelEqDec: ¥ r1 12: folRels, {r1 = r2} + {r1 # r2};
folSomeConst: { c : folFuncs | folFuncAr ¢ =0 };
folFuncNum: nat — folFuncs;
folFuncCnt: ¥ f, 3 n, folFuncNum n = f;
folRelNum: nat — folRels;
folRelCnt: ¥ r, 3 n, folRelNum n = r
}.
Definicja termoéw oraz formul nad danym jezykiem L jest nastepujaca:
Inductive follerm : Set :=
| folVar : string — folTerm
| folApp : V f:folFuncs L, folTermlList (folFuncAr L f) — folTerm

with folTermlList : nat — Set :=
| folTnil : folTermList O
| folTcons : ¥ n, folTerm — folTermList n — folTermList (S n)

Inductive folProp :=

| folTrue : folProp

| folAtom : ¥ r:folRels L, folTermList (folRelAr L r) — folProp
| follmpl : folProp — folProp — folProp

| folNeg : folProp — folProp

| folForall : string — folProp — folProp

| folEzists : string — folProp — folProp

Dowdéd formuty w dostepnych Zrédiach byl zdefiniowany jako skonczony cigg formut, gdzie
ostatni element ciaggu to dowodzona formuta oraz kazdy element jest aksjomatem albo wyni-
ka z elementow poprzednich za pomoca regulty wnioskowania. Postugiwanie sie taka definicja
dowodu byto niewygodne i nie mogtem daleko si¢ posunaé w pracach. Dopiero po zmianie
definicji na drzewo, takie jak systemie naturalnej dedukcji, pojawity sie wieksze postepy w pro-
jekcie. Problem z poprzednimi definicjami dotyczyt indukcji strukturalnej, mianowicie robiac
indukcje po dowodzie otrzymywatem nieprzydatne zalozenia indukcyjne.

Inductive folDeriv L (T:FolPropSet L) : folProp L — Type :=
| folDerivAX1:V a b, folDeriv T (FolAz1 a b)
| folDerivAX2:V a b ¢, folDeriv T (FolAz2 a b c)
| folDerivAX3: ¥ a b, folDeriv T (FolAz3 a b)



| folDerivAX/:V a, folDeriv T (FolAzj a)

| folDerivAX5:V a, folDeriv T (FolAz5 a)

| folDerivL1: ¥ z a, folDeriv T (FolGzL1 z a)

| folDerivL2: ¥ z a, folDeriv T (FolGzL2 z a)

| folDerivSubst: ¥ = t a, FolSubstCorr L z t a — folDeriv T a — folDeriv T (a [z ~> t])
| folDerivT: folDeriv T (folTrue L)

| folDerivAX:V p, In T p — folDeriv T p
| folDerivMP: ¥ p q, folDeriv T (¢ — p) — folDeriv T q — folDeriv T p
| folDerivR1:¥ x p q, folProp_-noF'V L q © — folDeriv T (p — q) — folDeriv T (([[E x]]
p) — q)
Modele réwniez zostaly sformalizowane jako rekordy:
Record FolStruct := folStruct {
folStrUniv : Type;
folStrNonEmpty: inhabited folStrUniv;
folStrFunc : ¥ (f : folFuncs L), nAry (folFuncAr L f) folStrUniv;
folStrRel : ¥ (r : folRels L), nAryP (folRelAr L r) folStrUniv

}

Jego pola zawieraja typ reprezentujacy uniwersum, dowdd ze typ jest zamieszkany oraz
funkcje interpretujace symbole funkcyjne i relacyjne. Funkcje nAry i nAryP obliczaja odpo-
wiednio typ funkcji, najproéciej je opisa¢ ponizszymi rownaniami:

nArynU = nAryBnUU
nAryPnU = nAryBn PropU
nAryBn BU = U—---—U—B

3 Najciekawsze fragmenty.

3.1 Dowodzenie twierdzen wewnatrz systemu.

Do budowania dowodéw wewnatrz rozwazanego systemu zostaly skonstruowane specjalne
taktyki, dodatkowo dzigki notacji dla taktyk sa one widoczne jako jedna taktyka, pobierajaca
polecenie jako swdj argument, dla ich uzytkownika.

Taktyki mozna opisaé¢ nastepujaca sktadnia:

fol_pose d a AX p [env T]

fol_pose d a MP p [env T] from D2 D1
fol_pose d a SB p [env T] from D
fol_pose d a Rl p [env T] from D
fol_pose d a R2 p [env T] from D
fol_pose d a TH p [env T] [eauto]
fol_pose d a REN [env T] from D

fol_pose QED

Taktyki nie operuja na celu, lecz dodaja zbudowane drzewa do $rodowiska - stad tez
pose w nazwie. Pierwszy argument dla kazdej taktyki to identyfikator jaki ma by¢ nadany
skonstruowanemu drzewu; drugi to identyfikator formuly w korzeniu tego drzewa.



Trzeci argument identyfikuje konkretna taktyke, z punktu widzenia uzytkownika to na-
zwa reguly wnioskowania jaka ma by¢ uzyta. Czwarty argument to formuta jaka ma by¢ w
korzeniu drzewa. Opcjonalny argument env T to podanie teorii w jakiej konstruujemy dowdd,
musi by¢ podany wtedy gdy taktyki nie moga sie same jego domysle¢ na podstawie celu.

Taktyki AX, MP, SB, R1, R2 oznaczaja odpowiednio: podanie formuty bedacej aksjomatem;
uzycie reguly wnioskowania, gdzie D2 to identyfikator drzewa zawierajacego dowdd implikacji,
a D1 to identyfikator drzewa zawierajacego dowdd przestanki; uzycie regulty podstawiania oraz
dwie reguly wprowadzajace kwantyfikator, gdzie D oznacza jedyng przestanke tych regut.

Taktyka REN stuzy do przemianowania istniejacego juz drzewa. Taktyka TH stuzy do wyko-
rzystania jakiego$ juz twierdzenia znajdujacego sie w bazie podpowiedzi, wewnetrznie wyko-
rzystuje auto , lub eauto w przypadku podania opcjonalnego parametru. Mozna ta taktyke
traktowaé jako wykorzystanie reguty wtornej.

Taktyka QED jest opakowaniem na auto i zostala dodana w celach estetycznych, aby roz-
wigzywaé cel do ktorego byto potrzeba byto skonstruowaé¢ drzewo w rozwazanym systemie.

Przyktadowy dowdd obrazujacy uzycie taktyk. Warto zwrocié uwage, ze choé reprezentuje
teraz dowdd jako drzewo to dzieki notacja udalo sie zachowaé oryginalny styl dowodu jako
cigg formul. Dzieki czemu wiekszo$é¢ dowoddow wewnatrz dowodzonych twierdzen zgadza sie
co do wiersza z zrédtem.

Theorem folDeriv_impl_perm:¥ L T (p q r:folProp L),
folDeriv T (p —> q —> 1)

— folDeriv T (¢ —> p —> ).
Proof.
intros L T p q r dI.
fol_pose d2 a2 AX ((p—>q—>71)—>(p—>q)—> (p—>r1)).
fol_pose d3 a3 MP ( (p —> q) —> (p —> 1) ) from d2 d1.
fol_pose dj a4 TH (((p —>q)—>p-—>71r)—>((q-—>p-—>q) —>q—>p—>71).
fol_pose d5 a5 MP ((¢ —> (p —> q)) —> q —> p —> r) from d4 d3.
fol_pose d6 a6 AX (¢ —> p —> q).
fol_pose d7 a7 MP (q —> p —> r) from d5 d6.
fol_pose QED.
Qed.

3.2 Twierdzenie o zwartosci.

Twierdzenie 1 (O zwartosci). Zbior formul jest niesprzeczny wtedy i tylko gdy kazdy jego
skoriczony podzbidr jest niesprzeczny.

Twierdzenie wykorzystuje w sobie, na pozér nietrywialne, pojecie podzbioru skonczonego.
Obawialem sie, ze takie twierdzenia wykorzystujace bezposrednio pojecia z teorii mnogosci
bedg bardzo trudne w formalizacji. W przypadku tego twierdzenia okazalo sie przeciwnie, to
pierwsze wieksze twierdzenie jakie udato mi sie sformalizowaé¢, nawet gdy nie postugiwalem
si¢ dobra definicja dowodu.

W calym projekcie postugiwalem sie typem Ensemble jako odpowiednikiem pojecia zbioru
z teorii mnogosci, bardzo dobrze go oddaje moim zdaniem. Pojecie zbioru skonczonego dla tego
typu jest zdefiniowane juz w bibliotece standardowej przez predykat Finite.

Ponizej zalaczam skrypt pokazujacy jak dzieki uzywaniu wielu drobnych lematéw i auto-
matyzacji udato mi sie utworzy¢ zwiezty skrypt dla tego twierdzenia.



Theorem FolCompactness: ¥V L (T:FolPropSet L),
FolConsistent T « (¥ S, Included S T — Finite S — FolConsistent S).
Proof.
intros.
split.
intros; eauto using FolConsistent_subset.

intros.
intro IncT.

destruct IncT as [p incProof].
destruct incProof as [Tp Tnp].

destruct FolProof-need_finite_azxs2 with L T p (Ip) as [C HC]; auto.
fol_extracthyps.

assert (Follnconsistent C') as incC.

3 p; split; auto with metalogic_db.

destruct H with C'; auto.

Qed.

3.3 Twierdzenie o dedukcji.

Prace nad twierdzeniem o dedukcji byly z poczatku gléwnym motorem moich prac nad pro-
jektem. Dzieki trudnosciami w dowodzie tego twierdzenia dla rachunku zdan podjatem, wspo-
mniana juz, decyzje o reprezentacji drzewnej oraz skonstruowatem wspomniane taktyki do two-
rzenia dowodow wewnatrz systemu.

Przy rachunku zdan zauwazytem duze korzysci z korzystania ubogiego jezyka i malej liczby
regul wnioskowania. Sam dowdd opiera si¢ o indukcje strukturalng na drzewie dowodu, co
dla uzywanego systemu oznaczato mata liczbe przypadkéw do rozwazenia, a dzieki ubogiemu
jezykowi konstruowanie dowodéw wewnatrz systemu na potrzeby twierdzenia byto proste.

Sytuacja byta o wiele bardziej skomplikowana dla logiki pierwszego rzedu. Nie dos¢ ze
pojawily sie nowe reguly wnioskowania, co zwiekszalo rozmiar dowodu, to dodatkowo skon-
struowanie dowodow wewnatrz systemu wymagalo uzycia wiekszej ilosci twierdzen wewnatrz
systemu, jak np praw De Morgana dla kwantyfikatoréw.

Odczulem tutaj negatywny wplyw prostoty systemu jakim sie postuguje, poniewaz nie
bylem w stanie skonstruowaé tych dowodéw samodzielnie. Dowody wigkszosci twierdzen zna-
lazty sie w ksigzce Grzegorczyka, jednak mimo tego udogodnienia odczutem kolejny negatywny
skutek, tym razem wynikajacy bezposrednio z ubogiego jezyka.

Przypatrzmy sie ponizszym regutom, reguty importacji i eksportacji sa w systemie jakim
postuguje sie Pan Grzegorczyk.

Zalézmy teraz, ze ; oraz o sa zdaniami oraz, ze skonstruowaliSmy dowdd twierdzenia
p1 — g — ¢. Problem jaki napotkatem to konstrukcja dowodu twierdzenia @1 — @2 — Va ¢.



Reguta wnioskowania R2 pozwala skonstruowaé jedynie dowdd p1 — Vz (w2 — ¢), dalej
trzeba by skorzystac z kolejnych twierdzen ktorych dowody wewnatrz system znatem jedynie
przy wykorzystaniu wtasnie dowodzonego twierdzenia. W ksiazce Grzegorczyka ten problem
jest rozwiazany wykorzystujac prawa importacji i eksportacji:

T @1— 92— ¢
T o1 ANps — ¢
TF o1 ANpg = Vz o
T F o1 — 92—V o

import
R2

export

Zakodowanie koniunkcji wewnatrz ubogiego jezyka i dowiedzenie tych regut nie okazalto sie
trywialne do wykonania, wrecz przeciwnie. Domniemawszy, ze system ktérym sie postuguje
ma zwiazek z systemem Lukasiewicza udalo mi si¢ znalezé dokument [3] zawierajacy dowody,
ktére mogltem przepisa¢ do mojego projektu.

Mimo pojawienia sie wielu gotowych twierdzen nadal nie bylem w stanie dowie$¢ po-
trzebnych praw. Dowdd udato mi si¢ skonstruowaé dopiero gdy, zakodowatem koniunkcje za
pomoca zakodowanej alternatywy, tzn nie pAp = (¢ — @), lecz p AP = =(—pV ), co dato
ostatecznie —(——p — —¢). Sam dowdd udato mi sie skonstruowaé w sposéb przypadkowy.

Trudno$é w dowodzeniu banalnych twierdzen wewnatrz tak prymitywnego systemu spra-
wia, ze jestem ciekawy czy korzysci z tego plynace sa rzeczywiscie optacalne.

3.4 Rozszerzanie do teorii zupelnej.

Twierdzenie 2. Jezeli T jest niesprzecznym zbiorem formul to istnieje jego nadbzior, ktory
jest niesprzeczny i zupeiny.

»,Papierowy” dowdd tego twierdzenia opiera si¢ o nastepujaca konstrukcje: Niech ¢, ozna-
cza formute, ktérej numerem jest n.

Ty = T

T . {Tn :Th Fopn
n+1 —
T, U{~pn} Tol on

™ = |JTn
neN

Wystarczy pokazaé, ze kazda teoria T, jest niesprzeczna, oraz, ze dla kazdej formuty
istnieje Ty, taka ze dowodliwa jest formula albo jej negacja. Wykorzystujac te twierdzenia
oraz fakt, ze dowdéd wymaga tylko skonczonej liczby aksjomatéw, dowodzi sie niesprzecznosci
i zupetnosci nieskonczonej sumy tych teorii.

Teorio mnogosciowy charakter tego dowodu sprawil mi troche trudnosci na poczatku.
Chociaz dowéd mozna uznaé za konstruktywny, bo zostal podany przepis jak otrzymacé poza-
dany nadzbiér, to z punktu widzenia formalizacji w systemie Coq wymaga on uzycia prawa
wyltacznego srodka. Problem z nieskoniczong suma jest praktycznie rozwiazany przez definicje
Ensemble?. Definicja sumy rodziny zbioréw w teorii mnogoéci jest nastepujaca:

ze|JR©3IRReRATER

2 Ensemble U: U -> Prop.



Co mozna zinterpretowac jako Aby pokazac, Ze dany element nalezy do sumy, musze wska-
za¢ zbior z rodziny do ktérego on naleZy. Podobnie interpretuje typ Ensemble, ze term o takim
typie reprezentuje jakis zbior na zasadzie, ze jest funkcja, ktora mi méwi co musze udowodnié¢
aby pokazac ze jej argument nalezy do reprezentowanego zbioru.

Wykorzystujac te laickie intuicje mozna prosto przepisa¢ do systemu Coq teoriomnogo-
Sciowg definicje sumy rodziny zbioréw:

Definition BigUnionR (R : Ensemble (Ensemble A)) : Ensemble A :=
funp=da,In_RaANIn_ap.

Nieskoniczona suma zbioréw nie byta jedynym zadaniem przy formalizacji tego dowodu,
kolejnym i trudniejszym byt sposéb konstruowania tych teorii. Moja pierwsza préba polegata
na skonstruowaniu funkcji, ktéra dla danego T' oraz n skonstruuje po prostu zbiér T,, dodajac
skonczona liczbe - n - formut do niego. Potrzeba uzycia prawa wytacznego srodka nie pozwolila
mi skonstruowaé takiej funkcji, gdyz typy o typie Prop nie sa obliczeniowe i nie moglem robié
eliminacji na termie classic.

Problem udalo mi si¢ rozwiazaé¢ konstruujac indukcyjnie predykat P(T, X,n), méwiacy
ze X jest n-tym zbiorem z konstrukcji dla Ty = T. Ponizej jego definicja w systemie Coq
dla rachunku zdan. Wersja dla logiki pierwszego rzedu rézni si¢ jedynie tym, ze rozwazane sa
tylko formuty zamkniete oraz jest parametryzowana sygnatura jezyka.

Inductive EztConstr T : PcPropSet — nat — Prop :=
| pcConstro :
ExtConstr T T 0
| pcConstrSnNP : ¥ T’ n, let p := pcPropNum n in
ExtConstr T T’ n — (T't/ p) — ExtConstr T (T"U{!p}) (S n)
| pcConstrSnP : ¥ T’ n, let p := pcPropNum n in
ExtConstr T T’ n — (T'+ p) — ExtConstr T T’ (S n)

Dowdéd jest wykonany w catosci, jedynie funkcje numerujace wszystkie formuly w da-
nym jezyku sa zalozone. Dla logiki pierwszego rzedu formula numerujaca wszystkie zdania,
w oparciu o zalozong funkcje dla wszystkich formut, jest zrobiona.

3.5 Twierdzenia o istnieniu modelu oraz o pelnosci.

Za najbardziej doniosty czeéé¢ projektu uwazam niedokonézone twierdzenie o istnieniu modelu
(Twierdzenie Henkina). Poniewaz nazwy moga by¢ niejednoznaczne przytocze twierdzenia.

Twierdzenie 3 (Twierdzenie o istnieniu modelu). Teoria T ma model wtedy i tylko wtedy
gdy jest niesprzeczna.

Twierdzenie 4 (Twierdzenie o pelnosci). Zdanie ¢ jest dowodliwe w teorii T wtedy i tylko
wtedy, gdy jest spetnione w kazdym modelu tej teorii.

Dowéd, ze twierdzenie o pelnosci wynika z twierdzenia o istnieniu modelu jest skoniczony.
Wykazalem tez implikacje w druga strone.

Dowéd twierdzenia o istnieniu modelu nie jest kompletny. W ,papierowym” dowodzie
twierdzenia dazy sie do skonstruowania modelu dla teorii, model buduje sie ze stalych (za-
mknietych) terméw. W tym celu nalezy rozszerzy¢ teorie do teorii opisowo konstruktywnej
oraz zupelnej. Opisowa konstruktywnosé oznacza, ze kazdy element jakiego istnienie mozemy
wywnioskowaé ,ma swoja nazwe”, w postaci jakiegos statego termu.



Rozszerzanie wykonuje sie w nastepujacy sposob: Niech ¢, (x,) oznacza formule z tylko
jedna zmienng wolng x,,. Nastepnie indukcyjnie tworzy sie nieskonczony ciag formut ®,,:

¢, = ELTnSDn(xn) - (pn(c)

Gdzie ¢ to jedna ze stalych dodanych do jezyka, taka ze nie wystepuje we wczeéniej utwo-
rzonych formulach ® oraz formule ¢,. Formuly & stana si¢ potem aksjomatami rozszerzo-
nej teorii, zapewniajacymi ze nowo dodane stale sa przydzielonymi ,prywatnymi nazwami”
do obiektéw jakich istnienie mozemy wywnioskowac.

Aksjomaty i rozszerzona teorie (nad rozszerzonym jezykiem) tworzymy za pomoca znanej
juz konstrukcji teoriomnogoéciowej.

Ty, = T
To1 = T,U{®,}
™ = |JTn

neN

Nastepnie rozszerzamy T* do teorii zupelnej 7.
Nastepnie tworzony jest model, ktérego uniwersum to termy stale rozszerzonego jezyka.
Symbole funkcyjne oraz relacyjne sg interpretowane w nastepujacy sposéb:

7"'133%) = f(xb"'vxn)
)

R
2

2A
1
3

R wtw T For(zy, -, 2n)

To znaczy, interpretacja symbolu funkcyjnego f jest funkcja zwracajaca term reprezentu-
jacy aplikacje danego symbolu funkcyjnego do terméw reprezentujacych jej argumenty. Nato-
miast relacja r jest spelniona dla takich argumentéow wtedy i tylko wtedy gdy w rozszerzonej
teorii jest dowodliwa odpowiednia formutg atomowa.

Poprawno$é¢ konstrukcji weryfikuje twierdzenie

Twierdzenie 5. Dla kazdego zdania ¢ zachodzi:
AEp wtw T @

Wracajac do tematu projektu, nie udato mi si¢ sformalizowaé etapu rozszerzania teorii do
teorii opisowo konstruktywnej. Z samym twierdzeniem pracowalem zaczynajac od konca, tzn
zakladatem potrzebne pod-twierdzenia i pokazywalem twierdzenie, nastepnie powtarzatem te
metode na pod twierdzeniach.

Udalo mi sie sformalizowa¢ nadawanie pozadanej interpretacji symbolom relacyjnym i funk-
cyjnym oraz konstrukcje uniwersum. Dow6d poprawnoéci konstrukeji rowniez udato mi sie
skoniczyé¢ poza przypadkiem bazowym i przypadkiem formuly rozpoczetej kwantyfikatorem
uniwersalnym.

Przypadek bazowy okazal si¢ zbyt trudny technicznie, sprowadza si¢ witasciwie do wyka-
zania ze nadalem interpretacje symbolom taka jaka nadatem, ale wymaga to przejscia przez
0g0lna funkcje interpretujaca aplikacje.

Przypadek kwantyfikatora ogélnego pominatem ze wzgledéw czasowych, ale jego zatozenie
nie moze prowadzi¢ do sprzecznoéci gdyz skonstruowatem dowdd dla kwantyfikatora egzysten-
cjalnego i negacji.



7 ciekawych probleméw zwiazanych z formalizacja tego twierdzenia jeszcze jest rdznica
miedzy sygnaturami jezyka wejSciowego i jezyka rozszerzonego w trakcie dowodu, mianowicie
na koncu otrzymujemy model nad rozszerzonym jezykiem, a twierdzenie postuluje istnienie
modelu dla wejsciowego jezyka. Jest to czesé dowodu zwykle pomijana, ze wzgledu na intu-
icyjna oczywisto$¢, w znanych mi wariantach papierowych.

Twierdzenie o modelu dla pod-jezyka jest wykonane w calodci poza przypadkiem bazo-
wym, gdzie trudne okazaly sie technikalia zwigzane z typami zaleznymi.

4 Fragmenty zalozone z géry oraz ograniczenia.

W kilkunastu miejscach pojawia si¢ taktyka admit, znacznej wigkszosci twierdzen gdzie sie
pojawila jestem pewien ze préba ich udowodnienia nie wykrylaby jakiej$ usterki w mojej
formalizacji, tzn jestem pewien ze zalozenie tych twierdzen nie prowadzi do sprzecznosci. W
wiekszodci ta taktyka dotyczy fragmentéw dowddéw, w ktorych nie poradzitem sobie z ty-
pami zaleznymi. Jedynym miejscem, w ktérym spodziewam sie probleméw to pierwsza czesé
twierdzenia o istnieniu modelu. Z twierdzenia o rozszerzaniu do teorii zupelnej jestem pewien
ze sama konstrukcja teoriomnogosciowa z etapu rozszerzania jest wykonalna. Obawiam sie
natomiast, ze rézne wymagane operacje na jezyku czy twierdzenia jego dotyczace moglyby
wymagac ulepszenia niektérych definicji w moim projekcie, a nawet moglyby wykry¢ jakies
niedopatrzenie.

Trudno mi ocenié¢, czy nie popelnilem nigdzie btedu i ktéry nie zostal wykryty dzigki
taktyce admit, w szczegdlnosci, ze projekt rozrost sie do ponad oémiu tysiecy wierszy kodu.

Twierdzenie o istnieniu modelu, i co za tym idzie twierdzenie o pelnosci, sa ograniczone
do jezykéw o przeliczalnym zbiorze wszystkich formut. To ograniczenie nie pozwalito mi na
prace nad dolnym twierdzeniem Lowenheima-Skolema, na ktérym mi bardzo zalezato bo zo-
stawia duze pole do nadinterpretacji. Sam dowdd ,papierowy” tego twierdzenia jest bardzo
prosty i opiera sie druga wersje twierdzenia o zwartosci, gdzie wlasciwos¢ bycia niesprzecz-
nym jest zastapiona wlasciwoscia bycia spelnialnym. Te wersje twierdzenia mozna dowiesé
za pomoca starego twierdzenia o zwartosci oraz twierdzenia o istnieniu modelu.

Twierdzenie 6 (O zwartosci (wersja modelowa)). Zbior formul jest spelnialny wtedy i tylko
wtedy gdy kazdy jego skornczony podzbior jest spetnialny.

Twierdzenie 7 (Lowenheim-Skolem - luzne sformulowanie). Jezeli teoria T ma model mocy
nieskonczonej to rowniez ma model kazdej mocy nieskonczoney.

W dowodzie powyzszego twierdzenia nalezy dodaé zbiér nowych stalych do jezyka, o takiej
mocy jakiej chcemy osiggnaé¢ model. Definicja sygnatury jezyka w moim projekcie wymaga
aby liczba symboli byta przeliczalna.

Nie umiem zaplanowacé prac nad zniesieniem przytoczonego ograniczenia, nie potrafie tego
zrobi¢ roéwniez dla wersji papierowych.

W projekcie planowalem réwniez wykonaé prace nad twierdzeniem Herbranda, ale nie
starczylo juz na to czasu. Prawdopodobnie rowniez napotkalbym wiele trudnosci w dowodzie
tego twierdzenia, gdyz zdaje sie, ze jest technicznie bardziej skomplikowane od twierdzenia
o istnieniu modelu.
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