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0.1. Vieta-Jumping (Vieto Sokinéjimas) TURINYS

0.1 Vieta-Jumping (Vieto Sokinéjimas)

Vieta-Jumping, tai gana lengvai atskiriamo tipo, bet dazniausiai sudétingy skaiciy teori-
jos uzdaviniy sprendimo technika, taip vadinama dél to, jog sprendime yra naudojamos
Vieto kvadratinio trinario Sakny formulés bei Ferma iSvystytas begalinio nusileidimo
metodas. Ji labiausiai pritaikoma, kada zZinome, kad duoti sveikieji skaiéiai tenkina
kokj nors sarysj (dazniausiai tam tikra daluma) ir reikia jrodyti kokia nors savybe tarp
siu sveikujy skai¢iy (pavyzdziui, kad tam tikras ju santykis yra naturalaus skai¢iaus
kvadratas ar panasiai).

1 Pavyzdys. (IMO 1988 Nr.6) a ir b yra tokie teigiami sveikieji skaiciai, kad ab +

1|a? + b%. [rodykite, kad “;bibf yra svetkojo skaiciaus kvadratas.

Toliau isskirsime pora skirtingy Sios technikos atsaky ir pateiksime jas iliustruojan-
¢ius pavyzdzius.

0.1.1 Standartinis Vieta-Jumping

Standartinis Vieta-Jumping, tai jrodymas priestara susidedantis is trijy zingsniy:

1. Tariame, kad egzistuoja sprendinys duotajam sarysiui toks, kad negalioja musy
norima jrodyti savybeé.

2. Visoms tokiuy ,bloguju” sprendiniy poroms (a,b) priskiriama tam tikra funkcija
(dazniausiai y = a + b) ir naudojantis naturaliyjuy ar sveikyju skaic¢iy savybémis
leidziame sau tarti, kad tarp visu Siu poru egzistuoja pora (A,B), tokia, kad
Y = A+ B yra maziausia. Tada palieckame B fiksuotg ir perstate gauname
kvadratine lygtj a atzvilgiu. Zinodami, kad viena i3 jos Sakny yra A naudodami
Vieto formulémis randame antra Saknj x.

3. Irodome, kad (z,B) irgi yra tinkamas sprendinys ir su $ia antraja Saknimi z,
x+ B < A+ B, taip gaudami priestara (sakéme, kad (A, B) yra pora su minimalia
suma A + B)

Grjztame prie musy pirmojo pavyzdzio ir iliuostruojame visus tris zingsnius: Spren-
dimas.

1. Tegu Lfbibf = k. Tarkime, kad egzistuoja vienas ar daugiau sprendiniy (a,b),

tenkinanciy $j sarysj, tokiy, kad k néra sveikojo skaic¢iaus kvadratas.

2. Tegu (A, B) buna toji (ar viena i$ tu) sprendiniy pory, tenkinanciy sarysj siam
fiksuotam k, tokia, kad siai porai a + b yra minimali. Neprarasdami bendrumo
galime tarti, kad A > B. Fiksuodami B ir perstatatydami, gauname kvadratine
lygti a atzvilgiu, kurios viena i$ Sakny yra A:

a®> — (kB)a+ (B> —k) =0
Naudojantis Vieto sakny formulém antroji Saknis = yra lygi:

B? -k

r=kB—- A= "
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I§ pirmos lygties matome, kad z sveikasis. Jei = 0, i$ antros lygties k = B2, o
mes jau taréme priesingai. Galiausiai x negali buti neigiamas, nes tada:

1+Bx<0— —kBr>k—a2>—kBr+B>—k>2>+k+ B> —k

ir turime:
2> —kBx+B?>—k>0

Taigi = yra teigiamas sveikasis ir turime, kad pora (x, B) yra tinkamas musy
sarysiui sprendinys. Pabaigai:

B? —k

A>B o=
— X A

<A—r+B<A+B

Taigi (A,B) néra minimalus sprendinys, kaip mes taréme anksciau, priestara. Koks
elegantiskas ir elementarus sprendimas, atkreipus démesj i tai, jog tai IMO uzda-
vinys ,,zudikas”, numeris 6!

A

0.1.2 Pastoviai besileidziantis Vieta-Jumping

Sis metodas yra naudojamas, kada norime jrodyti, kad tam tikra konstanta k yra susijusi
su duotuoju sarysiu tarp a ir b ir kitaip nei standartinis Vieta-Jumping tai néra jrodymas
priestara, nors jo esmé ta pati, tik formuluoté kitokia. Jis susideda is 4 daliy:

1.

2.

Patikrinamas atvejis, kai a ir b yra lygus, kad galétuméme tarti, kad a > b.

Uzfiksuojame b ir k ir pertvarkome turima sarysj j kvadratine lygtj, kurios viena
is sakny yra a. Naudodamiesi Vieto formulémis ziurime, kokia galéty buti antroji
Saknis.

Parodome, kad visoms poroms (a,b) didesnéms uz tam tikra ,bazing" pora ar
poras galioja 0 < z < b < a . Vadinasi pradine sprendinio pora (a,b) galime
pakeisti j (b, x) ir kartoti procesa i§ naujo.

. Kartojant procesa ir mazéjant skai¢iams ankséiau ar véliau turime priartéti iki

,baziniy” atvejy. Kadangi atliekant §j ,nusileidimo” procesa konstanta k buvo
fiksuota, uztenka norima jrodyti teiginj jrodyti tik Siems ,,baziniams” atvejams
ir tada galésime teigti, kad norimas teiginys galioja visoms galimoms sprendiniy
poroms (a,b).

2 Pavyzdys. Tegu a ir b yra tokie teigiami sveikieji, kad abla® + b* + 1. [rodykite, kad
3ab=a’+b*>+1.

Sprendimas.

1.

Jei a = b, tada a?|2a% + 1, vadinasi a|1, taigia =b=1ir 3«11 =12+12+1, ka
ir noréjome parodyti. Viskas simetriska, neprarasdami bendrumo, galime tarti,

kad a > b.
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2. Tarkime % = k. Perstate gauname x2 — (kb)z + (b + 1) = 0, kuri yra tenki-
nama Saknies a. Tada naudojantis Vijeto formulémis antrajai Sakniai « gauname:

b +1
r=kb—a= +

a

3. IS pirmos lygties matome, kad antroji Saknis = yra sveikas skaicius, o iS antrosios
2
turime, kad jis teigiamas. Kadangi a > b, x = % < b, jeib>1.

4. Taigi galime ,mazinti” iki bazinio atvejo, kai b = 1. Tada turime ala® + 2 taigi
a =1 arba a = 2. a = 1 netinka, o antruoju atveju turime k = g = 3. Kadangi k
buvo fiksuotas viso proceso metu, jrodéme, kad k = 3 bet kokiu atveju.

A

Alternatyvus sprendimas: Tarkime @2 +b2+1 _ k. Fiksuokime k ir nagrinékime visas
galimas Sio sarysio sprendiniy poras. Tegu pora (A, B) buna toji pora (ar viena is ju),
kuriai suma a + b maziausia. Irodysime, kad A = B. Tarkime priesingai, t.y., kad
A > B. Fiksave b kaip B, gauname kvadratine lygti a atzvilgiu:

a?> — (kB)a+ (B*4+1) =0
Viena i$ jos Sakny yra A, taigi iS Vijeto formuliy antroji Ssaknis z yra:

_ B*+1

z=kB - A 1

Taigi x yra teigiamas sveikasis, be to, iS A > B > 1 gauname, kad:

_ B*+1

2 <A

T

Vadinasi pora (z, B) taip pat yra tinkama pora-sprendinys, bet z+B < A+ B, priestara.
Kadangi viskas simetriska, dét ty paciy priezasCiy A £ B, taigi A = B. Galiausiai

turimeA2|2A2—|—l—>A:B:1—>k:%:3_

0.1.3 Uzdaviniai

1. a ir b yra tokie teigiami sveikieji skaiciai, kad ab — 1|a? + b%. Irodykite, kad
a2+b2 o 5
ab—1

Sprendimas. Tarkime ‘fbtbf = k. Fiksuokime k, tarkime, kad k # 5 ir nagrinékime

visas galimas §io sarysio sprendiniy poras. Tegu pora (A, B) buna toji pora (ar
viena i$ ju), kuriai suma a+b yra maziausia. Neprarandant bendrumo A > B. Jei

2 2 2 : . . v .
A = B, tada ﬁgﬁ = AZQ{I =24 AQZ_I, kas néra sveikasis skaic¢ius. Jei A = B+1,

2 2 2 .« .
ﬁgﬁ = QgQi%,B_J{l :2+ﬁ,talgl B2+B-1=3arbal = B=1—k=5,

priestara. Taigi A > B+2. Perstatome turimg sarysj i kvadratine lygtj a atzvilgiu
fiksave b kaip B:

a? — (kB)a+ BTk =0
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Naudojantis Vijeto formulémis, antroji Saknis x yra lygi:

_ B’ +k
A

z=kB - A

ir dél to yra teigiama ir sveikoji. Vadinasi pora (x, B) taip pat yra sprendinys
pradiniam sarysiui. Kadangi taréme, kad pora (A, B) yra minimalioji, turime
tureti: @ = BHE > A B2 4 ASB 5 A2 AB? 4 A2 > BA® — A2 24 >
BA? — B3 = B(A%? — B?) > B(A? — (A —2)?) > 4A — 4. Vadinasi A < 2, o tai
yra priestara, nes A > B + 2. Vadinasi k = 5. A

. (IMO 2007, Nr.5) a ir b yra teigiami sveikieji skaiciai ir 4ab — 1|(4a® — 1)%. Tro-

dykite, kad a = b.

Sprendimas. 4ab—1|(4a%—1)? — 4ab—1|b*(4a®—1)? — (4ab—1)(4a®b—2ab+a?) =
a®? —2ab + b? = (a — b)?. Tegu (fa;ﬁ)f = k ir tarkime, kad egzistuoja skirtingi a
ir b, kuriems galioja Sis sarysis. Fiksuokime k ir i$ visy galimy sprendiniy pory
imkime pora (A, B), kuriai suma a + b yra maziausia. Neprarandant bendrumo
A > B. Pertvarkome turima sarysi i kvadratine lygti a atzvilgiu fiksuodami b

kaip B, kurios viena is Ssakny yra A, o antraja Saknj x randame is Vijeto formuliy:

a®> — (2B +4kB)a + (B*+ k) =0

B +k
A
IS ¢ia gauname, kad x yra teigiamas sveikasis, vadinasi pora (x, B) taip pat yra
sprendinys sarysiui. Vadinasi x > A, # > A, k> A% — B2, Tada:

xr=2B+4kB - A=

(A-B)? 9 52
A A _

4AB — 1 k>A"-B
A— B> (A+ B)4AB - 1).

Paskutiné nelygybé yra tikrai nejmanoma, nes A, B teigiami sveikieji, taigi gavome
priestara. A

. a ir b yra tokie sveikieji teigiami skaiciai, kad abla® 4 b+ 3. Raskite visas galimas

2. p2 o
%bb“’ reikSmes.

Sprendimas. Tarkime, kad % = k. Fiksave k i$ visy galimy Sio sarysio
sprendiniy pory issirenkame pora (A, B), tokia, kad suma a + b buty maziausia.
Fiksuojame b kaip B ir gauname kvadratine lygti a atzvilgiu:

a® — (kB)a+ (B* +3) = 0,
kurios viena i$ Sakny yra A, taigi iS Vijeto formuliy antrajai sakniai x galioja:

B?+3

r=kB—- A= 1
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Aisku, kad x yra teigiamas sveikasis, vadinasi pora (z, B) taip pat yra sprendinys
pradiniam sarysiui. Tarkime A > B > 2. Tada

A2>B?4+3=Ar—~A>z—a2+B>A+B,

piestara. Vadinasi A = B arba B = 1. Jei A = B, turésime (k—2)A2 =3 — A =
1,k=05. Jei B=1, A2+ 4 = kA, vadinasi A4, taigi A = 1,2,4 — k = 5,4,5.
Apibendrinus k = 4 arba 5. AN

. x,y,z yra teigiami sveikieji skaiciai. Irodykite, kad (zy + 1)(yz + 1)(zx + 1)

yra sveikojo skaiCiaus kvadratas tik tada, kai zy + 1,yz + 1,z 4+ 1 visi yra
sveikyju skai¢iy kvadratai (buty pravartu panagrinéti t = =z + y + z + 2zyz +
2\/(zy + 1)(yz + 1)(2x + 1) ir pasiziuréti, kokia kvadratine lygti Sios Saknys ten-
kina).

Sprendimas. Duotosios ¢ reiksSmés yra lygties

22 4P+ 22 412 = 2wy + yz + 2z + at + yt + 2t) — dayzt — 4 = 0(x)
saknys. Pastebékime, kad $i lygtis gali buti perrasyta j
(z+y—z—1t) =4(zy+1)(2t + 1)

(z+z—y—t)? =4(zz+1)(yt + 1)
(x+t—y—2)%=4(yz + 1) (zt + 1).

Tarkime egzistuoja trejetai x, y, z tokie, kad (xy + 1)(yz+1)(zz + 1) yra sveikojo
skaic¢iaus kvadratas, bet kazkuris is xy+1, yz+1, zx+1 néra kvadratas. IS Siy treje-
ty iSrinkime tokj, kad suma xz+y-+2z buty maziausia, neprarasdami bendrumo tari-
kime, kad z < y < z ir paimkime t = x+y+2+22y2—2/(zy + 1)(yz + 1) (zz + 1).
Parodysime, kad 0 < t < z, bet (zy + 1)(yt + 1)(tx + 1) yra sveikojo skaiciaus
kvadratas, nors kazkuris iS zy + 1,yt + 1,tx + 1 néra ir taip gausime priestara,
nes x +y+t < x+y-+ z I8 israisky virsuje turime, kad:

16(zy+1)%(zz+ 1) (yt+1) (yz+1)(xt+1) = (xy+1)*(x+y—2z—t)*(x+t—y—2)>

Taigi (xy + 1)(yt + 1)(tx + 1) yra kvadratas, nes (zy + 1)(yz + 1)(zz + 1) yra
kvadratas, o desiné lygybeés pusé taip pat kvadratas. Taip pat i$ triju lygties (%)
iSraisky virsuje turime, kad zt + 1 yra kvadratas tada ir tik tada, kad yz + 1 yra
kvadratas ir zz + 1 yra kvadratas tada ir tik tada, kai yt 4+ 1 yra kvadratas, taigi
kazkuris i$ xy + 1,yt + 1, txz 4+ 1 néra kvadratas. Is pertvarkytos lygties israiskos:

(x+y—2z—1t)?

zt+1=
Ad(zy + 1)

20,

vadinasi t > —1/z. z=1— 2 =y =z =1, bet tada (zy + 1)(yz + 1)(zz + 1)
néra kvadratas - priestara. Taigi z > 1 ir t > 0. Jei t = 0, tada turime:

Yey+ D) =(z+y—2)>24uyz+1)=(—z+y+2)% 4z +1) = (z —y+ 2)%,
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priestara, nes kazkuris i§ xy + 1,yt + 1,tx + 1 néra kvadratas. Taigi ¢ > 0.
Galiausiai paimkime t' = z + y + 2z + 2zyz + 2¢/(zy + 1) (yz + 1)(zz + 1), t
antraja, didesne lygties Saknj. Tada:

tt' = a® + %+ 2% — 20y — 2yz — 220 — 4 < 22

Kadangi t < t/, t < z, taigi (z,y,t) yra tinkamas sary$iui sprendinys kurio suma
mazesné uz jau turéta minimalia - priestara. A

. x,y, 7 yra teigiami sveikieji skai¢iai, kuriems galioja 0 < z2 4+ y? — 2yz < =z.

Irodykite, kad 2% + 4% — zyz yra sveikojo skai¢iaus kvadratas.

Sprendimas. Tarkime egzistuoja tokie x,, z,t > 0 tokie, kad z > t ir 2% + y? —
xyz = t, bet t néra sveikojo skaiciaus kvadratas. Paimkime tokj siy skaiciy ket-
verta, kad suma x + y bty minimali ir neprarasdami bendrumo tarkime, kad
x > y. Sprendziame kvadratine lygti x atzvilgiu ir naudodamiesi Vijeto formuleé-
mis iSreiskiame antra Saknj x':

r_ _ y2 —1
r=yzr—r = .
x
IS pirmos lygties ' yra sveikasis, taip pat
, oyt _y
x = — <.
x x

Lygybiy atveju turime ¢ = 0 - priestara. Belieka jrodyti, kad =’ > 0, tada
turésime, kad pora (2/,y) yra tinkama sprendiniy pora, bet ' +y < z + y -
priestara. Tarkime, kad = > yz. Tada x — yz > 1. Vadinasi:

yz(x —y2) +y: —t>yz+ oyt —t >+ (y— 1)z > 0=x(zx —y2) +y* —t,

Yz =T - prieétara vadinasi yz > z. Tada turime y? =t — z(z — yz) > t (t # y?),
vadinasi z’ = y £~ 0. To ir reikéjo musy norimai priestarai gauti. A

. Nelyginiai sveikieji a ir b tenkina a? — b? + 1|b> — 1. Irodykite, kad a® — b* +1 yra

sveikojo skaicCiaus kvadratas.

Sprendimas. a®> — b*> 4+ 1|b> — 1 — a® — b + 1]|a®. Tarkime, kad = k.

+b

a?— b2+1

Pazymékime u = 42, o v = gb. Tada lygtis tampa:

u? — (4k — 2)uv +v* — k = 0.

Jei k yra kvadratas i$ turimo sarysio a® — b% + 1 taip pat yra kvadratas. Turimai
kvadratinei lygéiai is visy sprendiniy poruy (u,v), paimkime pora (U,V), tokia,
kad suma U + V buty minimali. Fiksuokime V A
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0.2 Kompleksiniai skaiciai

Absoliuciai visose moksleiviy matematikos olimpiadose, kuriose dalyvauja lietuviai, iki
siol néra buve uzdavinio, kurio salygoje buty pasitaiiusi savoka , kompleksinis” ar bet
kuri kita, tiesiogiai susijusi su kompleksiniais skaiciais. Kitaip tariant, bet kuris uzda-
vinys galéjo buti iSsprestas nenaudojant Siy mistiniy skaic¢iy. Nepaisant to, kai kurie
uzdaviniai su kompleksiniais skaiciais galéjo biiti iSsprendziami daug lengviau ir grei¢iau.
Siame skyrelyje ir susipazinsime su visy iki 8iol Zinomy realiyjy skaiciy ,vaiduokliskai-
siais giminaiciais”, kurie, budami iSties nerealus, yra itin galingas ginklas.

Apie kompleksiniy skai¢iy surrealuma: jei, pavyzdziui, v/2 galima jsivaizduoti kaip
vienetinio kvadrato jstizaine, tai kompleksiniy skaic¢iy negalima pamatyti. Siauraja
prasme, ju tiesiog néra. Kitavertus, kompleksiniai skaiciai téra protingas realiyjy skaiciy
iSplétimas, kuris yra ne kas kitas, kaip visy jmanomy kvadratiniy lygc¢iy su realiaisiais
koeficentais sprendiniy visuma. Iliustruokime pavyzdziu: Akivaizdu, kad néra tokio
realaus skaic¢iaus x, kad 2 + 1 = 0. Tadiau, jei jsivaizduosime, kad yra toks skai¢ius i
(nebiitinai realusis ir nebiitinai skai¢ius), kad i2 = —1, tai i ir bus lygties sprendinys.
Panasiai samprotaudami ir naudodami ta patj Zyméjima i, gauname, kad lygties z? —
8x+17 = 0 sprendiniai yra 4+1 ir 4—1¢. Tai - didelé egzotika jauniesiems matematikams,
kuri parodo, kad egzistuoja kazkur visatos pasamonéje jsivaizduojami realiyjy skaiciy
draugai, kurie daro pasaulj grazesnj.

0.2.1 Tiesiog kompleksiniai skaiciai
Algebrineé forma

Jau beveik ir issiaiskinome, kaip gimé kompleksiniai skaic¢iai. Anskéiau mes jsivaizda-
vome, kad kvadratinés Saknies i$ neigiamo skaic¢iaus traukti negalima, taciau pasirode,
kad, jei egzistuoja kazkas, ko kvadratas yra neigiamas skaicius, tai atsiveria nejtikétinos
galimybeés. Kadangi sunku jsivaizduoti kas yra v/—1 arba kas toks z, kad 22 = —1, ma-
tematikai §j skaiéiy pazyméjo ¢ ir pavadino menamuoju vienetu. Kompleksiniai skai¢iai
- tai skaiciai, formos z = a+bi, kur a,b € R. Cia a vadinama skai¢iaus z realiaja dalimi,
Zymime Re(z), o b - menamaja dalimi, Zymime Im(z). Susitarta kompleksiniy skaic¢iy
aibe zyméti C. Forma a + bi yra vadinama algebrine kompleksinio skaic¢iaus forma.

Kyla daug nujy ir naturaliy klausimy. Viena ju: kaip palyginti kompleksinius skai-
¢ius? Atsakymas: negalima. Galime tik pasakyti, ar du kompleksiniai skai¢iai yra lygus.
Taip bus tada ir tik tada, jei ty skaiciy atitinkamai realiosios ir menamosios dalys bus
lygios. Kitas klausimas: ar galima sudéti/sudauginti kompleksinius skai¢ius? Jei taip,
tai kaip? Atsakymas yra dziuginantis: taip, lygiai kaip ir realiuosius skaic¢ius. Tokios
akivaizdzios realiyju skaiciy savybés, apie kurias net nesusimastome (asociatyvumas,
komutatyvumas, distributyvumas) ¢ia taip pat galios ir yra ,paveldétos” is realiyju. AS
tik priminsiu jas, o skaitytojas gali pats jsitinkinti, kad jos tikrai galioja kompleksiniams
skaiciams:

o Asociatyvumas: (a +b) +c=a+ (b+ c) ir (ab)c = a(bc);

o Komutatyvumas: a +b = b+ a ir ab = ba;
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 Distributyvumas: ab+ ac = a(b+ c¢) ir ba + ca = (b + c¢)a.

Padaugine kompleksinj skaic¢iy is -1 ir sudéje su kitu skai¢iumi gauname atimties
veiksma. Kad galétume sékmingai dalinti, reikia susipazinti su dar viena savoka: Skai-
éiaus z = a + bi jungtiniu vadinsime skaic¢iy a — b¢ ir Zymésime z. Labai svarbios
jungtinio savybés: tiek skaicius z 4 Z, tiek zZ bus realieji. Skaicius z yra realusis tada
ir tik tada, jei z = Z. Be to: (a +b) = @+ b ir ab = ab. Dar daugiau: skai¢ius 2% yra
visada neneigiamas, o skai¢ius /2% yra vadinamas skai¢iaus z norma ir Zymimas |z|.

Naudodami kompleksinio skai¢iaus z jungtinj galime nesunkiai surasti tiek Im(z),

tiek Re(z):

z—z z+z

5 Ir Re(z) = 5

Taigi, dalyba: tarkime, turime skaicius z = a+ bt ir y = ¢+ di, tada, nepamirsdami,
kad i2 = —1, gauname:

Im(z) =

22y _ (a+bi)(c—di) ac+bd+ (bc—ad)i ac+bd  bc—ad

y yy (c+di)(c—di) c + d? _02+d2+02+d2iz'

Kaip matome, dalyba yra, nors labai svarbus, taciau gana griozdiskas veiksmas.

Geometriné interpretacija

Dar didesné staigmena yra ta, kad kompleksinius skai¢ius yra beveik patogiau inter-
pretuoti geometrine prasme. Zinoma, bréziniai ¢ia labai praversty, tad raginu pagriebti
popieriaus lapg ir nepatingéti pasibraizyti. Kiekviena kompleksinj skaic¢iy a + bi galime
isivaizduoti kaip skai¢iy pora (a,b). Akivaizdu, kad tai bus vienas su vienu atitiki-
mas. Koordinaciy plokstumoje kiekvienas taskas M(a, b) atitiks lygiai viena skaiciy
pora (a,b). Belieka nusibraizyti koordinaciy plokstuma, kurios horizontali asis - realie-
ji, Zymima Re, o vertikalioji - menamoji asis, zymima Im, arba, visi ai, kur a - realus,
0 i> = —1. Gauname, kad kiekvienas plok§tumos taskas atitinka kompleksinj skaiciy.

Kompleksinj skai¢iy z jsivaizduojame kaip rodykle (vektoriuy) i§ koordinaciy pra-
dzios tagko j atitinkama savo tagka. Siek tiek pagalvojus, nesunku suprasti, kad skai¢iy
(vektoriy-rodykle) galime vienareiksmiskai nusakyti zinodami tos rodyklés ir horizonta-
liosios Re asies sudaroma kampa ¢, kur ¢ € [0, 27), ir rodyklés ilgj n, vadinama norma
(taip, tai yra ta pati jau ankséiau minéta norma. Kodél? Tuoj suzinosime). Kampas ¢
yra vadinamas skai¢iaus z argumentu ir zymime arg z. Svarbu paminéti, kad rodyklei
apsukus pilng rata aplink koordinaciy pradzia, skaicius nepasikeis. Vadinasi, argu-
mentas irgi nepasikeis. Visgi, kazkas pasikeité. Privalu tai aprasyti matematiskai. Tam
sukuriame iSpléstine argumenty aibe Arg z = {arg z+27k, k € Z}. ISpléstiniu argumen-
tu arba daznai tiesiog argumentu vadinsime bet kokj kampa ¢ = arg z + 27k, k € Z, tuo
tarpu, kai arg z atpazjstamas kaip redukuotas argumentas, bet daznai irgi vadinamas
tiesiog argumentu.

Zinodami skai¢iaus z norma r ir argumentg ¢, rasime jo algebrine forma. Tam
reikia rasti, kiek musy kompleksinis skaic¢ius-taskas yra nutoles nuo Re ir Im asiy. Tam
isivaizduojame statyjj trikampj, kurio jzambiné ilgio n - skai¢ius-rodyklé, vienas statinis
ilgio b - atstumas nuo z iki Re (statmuo), o kitas a - atstumas nuo koordinaciy pradzios
tasko iki anskéiau minéto statmens pagrindo. Gera idéja yra nusipiesti tai, kas c¢ia

8
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parasyta. Pasitelkdami trigonometrija, galime suskaic¢iuoti statiniy ilgius: b = rsin ¢ ir
a = rcos ¢. Pastebime, kad taskas z iki Im asSies yra nutoles per a. Tai bus skaic¢iaus z
realioji dalis, tuomet b - menamoji dalis. Taigi: z = rcos ¢+ risin ¢ = r(cos ¢+isin ¢).
Paskutinis reiskinys yra vadinamas skaiciaus z poliarine israiska.

Placiai yra naudojamas pazyméjimas z = r(cos¢ + isin¢) = r - €'®, vadinamas
skaic¢iaus z poliarine forma. Naudojant §j sarysj kaip apibrézima, nesunkiai galima
irodyti jprasty eksponentinés fukcijos savybiy analogijas:

° eia . eiﬁ — e’i(a-i-ﬁ);
N .
hen, (o) = e
° ei(a+/8) + 67;(0‘4"7) = eia (el/B + 67;7)_

Siek tiek susipazinus su kompleksinio kintamojo analize galima suprasti, kad toks pazy-
meéjimas yra ne is pirsto lauztas ir tai is tikryjy atitinka skaiciaus e kélimg kompleksiniu
laipsniu, ta¢iau $ios jdomybeés ¢ia daugiau nebeplétosime. e bus tik pazymeéjimas, ku-
riam galios aukscéiau uzrasytos savybés.

Jei norime is skaiciaus algebrinés formos z = a + bi iSpesti jo norma ir argumenta,
elgiamés ne maziau isradingai. Kaip Zinome, norma yra randama pagal n = 2%z =
Vva? + b2, Skai¢iy-rodykle atitinka skaic¢iy pora (a,b), kur vienas skaicius yra koordi-
naté ant horizontalios asies, o kita - ant vertikaliosios. Norédami rasti rodyklés ilgj,
naudojameés Pitagoro teorema ir gauname, kad ilgis yra lygiai tas pats kaip ir norma.
Kad rastume argumenta, pasitelkiame atvirkstines trigonometrines funkcijas. Isivaiz-
duodami tg patj statyjj trikampj, rasime, kad ¢ = arctan(g), arba ¢ = arcsin(\/ﬁ),
arba ¢ = arccos(\/ﬁ).

Kai jsitikinome, kad kompleksinio skaic¢iaus norma yra atstumas nuo ta skaiciy
atitinkancio tasko iki koordinaciy pradzios, galime pastebéti, kad visi skaiciai, kuriy
normos yra lygios n, sudaro apskritima, kurio centras - koordinaciy pradzia, o spindulys
lygus n.

Kaip geometrine prasme galima sudéti du skai¢ius z ir y? Cia pravers zinios apie
vektorius. Jei skaitytojas dar néra susipazines su vektoriais, raginu ta skubiai padaryti.
Sudédami atidedame bet kurj is skai¢iy kaip rodykle nuo tasko (0, 0), tada kita atideda-
me nuo anos rodyklés smaigalio. Tas taskas, i kurj nueiname per Sias dvi rodykles ir bus
suma. Skaic¢ius —z atitiks rodykle, simetriskg rodyklei z koordinaciy pradzios, tasko
(0,0), atzvilgiu. Skai¢ius Z atitiks rodykle, simetriska z rodyklei Re asies atzvilgiu.

Itin jdomiai elgiasi skaic¢iy normos ir argumentai, juos dauginant. Tarkime, turime
du skaiCius z ir y su ju poliariném iSraiskom (taip bus lengviausia matyti kas vyks-
ta): z = n(cos¢ + ising) ir y = m(cosy + isin~y). Sudauginame ir pasinaudojame
trigonometinémis formulémis:

yz = mn(cosdcosy + icospsiny + isin ¢ cosy — sin ¢ cos7y)
mn(cos(¢ + ) +isin(¢ + 7)).

ISpese is Sios iSraiskos sandaugos yz normg ir argumenta gauname, kad:

lyz| = |y||2| ir Argyz = {argy + arg z + 27k, k € Z}.
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Taigi, normos susidaugino, ko ir buvo galima tikétis, o argumentai (o, stebukle!) susi-
sumavo.
Trikampio nelygybé
Kompleksiniams skai¢iams, analogiskai kaip ir realiesiems, galioja trikampio nelygybé.
Teorema. Jei 21,20 € C, tai
|lz1] = [22]] < |21+ 22| < [21] 4 |22]-

Nelygybe galime nesunkiai jrodyti pazymeéje z1 = a+ bi ir zo = ¢+ di, skai¢iuodami
normas, keldami kvadratu, prastindami ir pan. Raginu skaitytojus ta padaryti patiems.
Cia pateikiame jrodyma, naudojantj kompleksiniy skai¢iy savitumus kaip primityvias
gudrybes.

Teiginys. Jei z € C, tai Re(z) < |z|.
Irodymas. Jei z = a + bi, tai Re(z) = a < Va? < Va? + 0% =|z|. O
Teiginys. Jei z € C, tai |z| = |Z|.

Irodymas. Reikia tik pastebéti, kad, jei z = a + bi, tai Z = a — bi, ir tuomet |z| =

va?+b? = [z|. O
Trikampio nelygybés jrodymas.

21+ 2 = (;1+22)(F+%3) =217+ 1% + Tz + 2%
= |21 + 2Re(z172) + |22/
<zl + 20z + |z
= |al* +2lz1l[z7] + |22l = |21 + 2|21]|22] + |22/
= (lz1] + |22

Kadangi tiek |z1 + 22|, tiek |z1] + |22] yra neneigiami, tai
|21 + 22| < |21] + |22].
Kad jrodytume kitg nelygybe, naudojamés jau jrodytaja:
|z1] = (21 + 22) + (—22)| < |21 + 22| + | — 22| = |21 + 22| + |22
Taigi:
|2’1’ — |22‘ < ’21 + 22‘.

Sukeite z; ir zo vietomis, gaunam:
|z2| — |21] < [21 + 22].
IS teiginiy < y ir —x < y galime daryti iSvada, kad |z| < y. Vadinasi:

[[21] = [22]| < [21 + 22l

10
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Rysys su daugianariais

Zinome, kad kiekviena kvadratiné lygtis turi lygiai dvi (nebiitinai skirtingas) komp-
leksinias Saknis. Analogiskas, intuityvus, labai naudingas, bet gana sunkiai jrodomas
faktas:

Teorema (Fundamentalioji algebros teorema). Kiekvienas n-tojo laipsnio daugiana-
ris f(x) su kompleksiniais koeficientais turi lygiai n kompleksiniy Sakny iskaitant ir
kartotines saknis. Dar daugiau:
f(z) =clx —c1)(x — c2)..(x — ), kurec,ci,ca,...,cn € C.
Pavyzdziai
1 Pavyzdys. ri,r2,73 € C. ir
[ri = |ra| = |rs| =7 >0

irry +ro+1r3 # 0. [rodykite, kad

riro + rors + rirs
1L+ 12+ 713

Sprendimas. Turime ™77 = 1973 = r373 = r2. Tuomet:

2
172 + T2r3 + 1173 _ rira+rers+rirs Tir2 + T2T3 + 7173
r+ 1o+ 13 r1+ro+1rs3 T +Tra+73
2 2 2 2 2 2
T T T T T T
. r1re + 1ror3 + 1173 HE"‘EE—FHE
- : 2 2 2
T T T r- = r-
L T2 F s m Tt
= TQ’
ka ir noréjome pasiekti. A

2 Pavyzdys. Turime ci,co € C ir

|Cl| = ‘CQ‘ =n>0.

Jrodykite, kad —2r< 72 € R ir kad galioja nelygybé

n2+ci+ca’ n?2—cic

2 2 .
c1+co 1 —C2
n“ + cico n< — c1ca r

Sprendimas. Irodinéjama nelygybé yra ekvivalenti

2 2
r(c1 + ¢2) N r(c1 — c2) 51
n2 + cico n2 —cicy

11
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Pakei¢iame ¢; = cos 2z + isin 2z ir ¢ = cos2y + isin2y. Zinodami, kad kompleksin-
sius skaic¢ius dauginant jy normos susidaugina, o argumentai susideda, ir naudodami
trigonometrines tapatybes, gauname:

n(c1 + c2) n?(cos 2z + i sin 2x + cos 2y + i sin 2y)
n? + cieo n?(1 + cos(2x + 2y) + isin(2x + 2y))
2 cos(z + y) cos(x — y) + 2isin(x + y) cos(z — y)
N 2cos?(z +y) + 2isin(z + y) cos(z + y) N
2cos(z 4 y) + 2isin(z + y))

(
(2cos(xz +y) + 2isin(x +y))

Panasiai gausime, kad
n(cy —c2)  sin(y — )
n? B

—cieo  sin(z+y)’
Tuomet:

<n(01 + 02)>2 n (n(cl - 02)>2 _ cos?(z —y) N sin?(x — y)

n2 + cico n2 — cico ~ cos(zty)  sin?(z+y)

> cos’(z —y) +sin’(z—y)=1

A
3 Pavyzdys. Tegu z1, 22 bus tokie kompleksiniai skaiciaz, kur
21| = |22| = 1.
Irodykite nelygybe
|Zl + 1| + |22+ 1| + |2122 + 1| > 2.
Sprendimas.
21+ 1+ |2+ 1+ |z122 + 1] > |21+ 1+ |z122 +1— 22 — 1]
= |2‘1 + 1| + |22H21 — 1| = |21 + 1| + |2‘1 - 1|
> |21+ 1421 -1 =2z =2
A

4 Pavyzdys. Rasime skaiciaus 1 + e poliarine formq.

Sprendimas.
. b . — ¢ o)
1+e? =e2(e'2 +e'2) = cos (g)elf.

Paskutinj pertvarkyma paliekame isSsiaiskinti pac¢iam skaitytojui naudojantis apibrézi-

mais. Tai, kg gavome, néra skaiciaus poliariné forma, nes cos (%) gali buti neigiamas,

12
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todeél néra skaiciaus norma. Skai¢iaus norma yra verté |cos (2> |. Kai kosinusas neigia-

mas, reikia ,kompensuoti” Zzenklo pasikeitimg padidinant argumenta m, nes /™ = —1

Vadinasi, galiausiai gauname:

LN

o

7.

COS(Q)-GZ%, kai — 7 +4nk < ¢ < 7w+ 4nk, k € Z;

cos (2 -el(5+”), kai m + 47k < ¢ < 3w + 47wk, k € Z.
2
Uzdaviniai

Apskaiciuokite 71707 — 71966 4 ;1616 | ;1777
Isspreskite lygtis kompleksiniais skaiciais:
(a) z* — 22 —12=0;
(b) 5a* + 22° + 622 + 22 4+ 1 = 0;
(c) z* +1=0;
(d) o
Irodykite, kad, jei |z1] = |22] = 1 ir 2129 # —1, tai f}rjzj yra realusis skaicius.

Tegu z,y,z € C tenkina x + y + 2z = 0 ir |z| = |y| = |z| = 1. Irodykite, kad

22422497 =0.
Irodykite, kad bet kokiems x, 4y, z € C galioja nelygybé
lz| + |yl + 2| < |z 4+y—z|+ |z —y+ 2|+ | -2 +y+2|
Tegu skai¢iai z1, z2 € C bus lygties 2

igyti o7 + 2%, kai n € N?

Tegu w € C ir
1+ w+w?
l-—w+w?

Irodykite, kad arba w realusis arba |w| = 1.

eR.

Tegu z bus toks kompleksinis skaicius, kad |z| = 1. [rodykite:

nll 4z 4+ 14+ 22|+ |1+ 23| + ... + |1+ 227 + |1+ 22" > 2n.

—x + 1 = 0 Ssaknys. Kokias reiksSmes gali

Tegu a, b, ¢ - skirtingi kompleksiniai skaiciai, kur |a| = |b] = |¢| # 0. Irodykite,

kad, jei lygtys
ar’? +br+c=0irbz’+cxr+a=0

turi bent po saknj, kurios norma 1, tai

la — bl =|b—c|=|c—al

13
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0.2.2 Vieneto Saknys

Kas tas yr

Kompleksinés vieneto saknys - bene dazniausiai opimpiadiniuose uzdaviniuose panau-
dojama koncepcija. Turime lygti 22 = 1. Akivaizdu, kad lygties Saknis yra 1. Taciau,
pagrindiné algebros teorema teigia, kad yra lygiai trys saknys. Kad jas rastume, per-
tvarkome lygtj, gauname: (z — 1)(z? + = + 1) = 0. Belieka spresti lygti 2% + = + 1.
Ji realiyjy sakny neturi, taciau turi dvi kompleksines. Jas randame lygiai taip, kaip
sprestume bet kokia kita kvadratine lygti: ieskome diskriminanto, statome skaiciukus j
formule ir t.t., arba bet kokiu kitu biidu. Visa esmé yra nepamirsti ir pazymeti /—1 = 1.
Taigi, Sios lygties sprendiniai bus 71%“/5, 71%“/5 Kartu su 1, sie trys skaiciai yra 3-iojo
laipsnio kompleksinés vieneto Saknys. Analogiskai, egzistuoja bet kokio, n-ojo laipsnio
saknys, taciau absoliucioje daugumoje atvejy su jomis sunku dirbti algebrinéje formoje,
tad reikia pasukti galva kaip kitaip jas apcéiuopti.

Surasime 7-ojo laipnio $aknis. Rasti visus 7 lygties 7 = 1 sprendinius ,plikom
rankom” gana kéblu. Tenka mastyti kitaip. Reikia rasti skaic¢ius, kuriuos su dauginus
su savim 7 kartus, gautume 1. Prisimename, kaip kinta skaic¢iy normos ir argumentai
juos dauginant. Tarkime, ne realusis lygties sprendinys bus z. Jo norma |z| turi tenkinti
|2|” = 1, taciau |z| - realusis, todél privalo buti |z| = 1.

Panasiai, skaiCiaus z (iSpéstinis) argumentas ¢ turi tenkinti 7¢ = 27k, kur k -
sveikasis skaic¢ius. Kiekvienam k € Z gauname ¢ = @ Norime rasti visus tokius
skirtingus ¢y, kad 0 < ¢, < 2w. Pastebime, kad 0 = ¢g < ¢1 < ¢ < ... < g < 2.
Taigi, visi ¢y, kur k € {0,1,2,3,4,5,6} ir bus ieskomi (redukuoti) argumentai. Radome
lygiai septynias Saknis. Reikia jsitikinti, kad jokie kiti k£ naujy Sakny neduos. Tarkime,
kazkoks k € Z duoda liekana r € {0,1,2,3,4,5,6} dalinant i 7. Tuomet, k = r + 7¢,
kur ¢ € Z. Tuomet: ¢) = m = M = 27”" + 27q = ¢ + 2mq. Akivaizdu, kad Sis
argumentas atitiks kazkurlad anksciau rasta Sakng

Vadinasi, septinto laipsnio vieneto Saknys bus formos cos 27;]“ + ¢sin 277rk kur k =

%k + ¢sin %

{0,1,2,3,4,5,6}. Bendru atveju, n-ojo laipsnio Saknys uzrasomos cos =&
kurkeZirO0<k<n—1.

Geometriskai vieneto Saknis jsivaizduojame kaip taisyklingojo daugiakampio virsu-
nes, kurios isdéstytos ant vienetinio apskritimo, o viena ju sutampa su tasku (1,0).
Sis teiginys gana paprastas suvokti: vis§ Sakmy normos lygios 1, tad jos visos vienodai
nutolosios nuo koordinaéiq pradzios tasko. 1 visada yra sSaknis. Pazymésime Saknis
20, 21y ey Lin—1, kur Z; = cos 27” + zsm@. Skaiciuojame lankg tarp dviejy gretimy

tokiy skaiciy, kuris yra lygus:

2mi—2m(i—1) 27
n on

arg /Z; —arg Z; 1 =

Matome, kad nepriklausomai nuo ¢ pasirinkimo lankas yra lygus % viso apskritimo.
Kadangi sakny yra n, taigi, ir tarpy, vadinasi saknys sudaro taisyklinga daugiakampj.

Beje, jei naturaliyjy skai¢iy p ir ¢ didziausias bendras daliklis lygus d, tai p-ojo ir
g-ojo laipsniy Sakny rinkiniai turés lygiai d bendry Sakny. Atskiras atvejis: jei p|q, tai
visos p laipsnio Saknys bus ir ¢ laipnio Saknys.
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Teiginys. Pazymékime visas n-tojo laipsnio saknis (1, (s, (3, ...,(n. Tada,
G+e+G+..+6G =0

Jrodymas. Zinome, kad skai¢iai yra lygties 2 — 1 = 0 sprendiniai. I§ Vieto teoremos,
visy sprendiniy suma lygi koeficientui prie antro didziausio laipnio, padaugintam is -1.
Siuo atveju, keoficientas prie 2”1 lygus 0, vadinasi visy sakny suma lygi 0. O

Primityviosios Saknys

Dar vienas labai naudingas pastebéjimas: n-ojo laipsnio vieneto Sakny rinkinys turi
vieng, arba kelias saknis, kurios, keliamos laisniais, sugeneruoja visas likusias rinkinio

Ssaknis. Tokios Saknys vadinamos primityviosiomis. Pavyzdziui, Saknis (; = cos 2% +

isin %” yra primityvioji su visais n, nes keliant laipsniu k£ = 1,2, 3,...,n, gauname vis
nauja Saknj ( = C:’f = cos % +isin 2;;—'“ iki galiausiai pereisime visas Saknis ir pabaigoje

gausime 1.

Kaip zinoti, kurios Ssaknys yra primityviosios? Jas susikuriame taip: imame Saknj
(7 ir keliame laipsniais, mazesniais ir tarpusavy pirminiais su n. Isitikiname, kad tokia
Saknis ¢ bus primityvioji: kad pakélus kazkokiu laipsniu, gausime pasirinkta Saknj ™.
Kadangi ¢ ir n yra tarpusavy pirminiai, tai egzistuos tokie a,b € Z, kad aqg +bn = 1,
todel agm + bnm = m, be to, "™ = 1.

(CD)m = G- 1= G = G =

Beliko jsitikinti, kad, kai dbd ¢,m = d > 1, tai kazkuri(os) saknys nebus gaunamos.
Tuomet 5 < n ir (Cf)% = 1. Matome, kad Saknis, keliama laipsniais, duos vieneta
grei¢iau nei bus gauta n skirtingy liekany, vadinasi garantuotai kazkurios Saknys bud
praleistos.

Taigi, minétu metodu gausime lygiai visas primityviasias Saknis ir ju bus lygiai ¢(n),
kur ¢ - jau zinoma Euler’io funkcija.

Pavyzdziai

5 Pavyzdys. Tegu P(z) = z* + 23 + 22 + 2 + 1. Kokig lickang duoda dalinant P(x”)
is P(x)?

Sprendimas. Padalinus, egzistuos du tokie daugiariai R(x) ir Q(z), kad P(z°) =
P(z)Q(x) + R(z). Liekana bus daugianaris R(z), ir jo laipsnis bus mazesnis nei 4.
Daugianario P(z) saknys yra kompleksinés 5-ojo laipsnio saknys is 1: wq, wg, w3, wy
ir P(w}) = P(wd) = P(w3) = Pw]) = P(1) = 5. Istate Sias reikdmes j lygti
P(z°) = P(z)Q(x) + R(w) vietoj =, gauname, kad R(z) igyja reik§me 5 keturis kartus.
Kadangi jo laipsnis negali buti didesnis uz 4, tai R(z) yra konstanta 5. A

6 Pavyzdys. Koks yra didZiausias bendras daugianariy f(z) = 2?2 — 1 ir g(z) =
(x —1)29'2 — 1 daliklis?

Sprendimas. Daugianario f(x) Saknys yra iSsidéste ant vienetinio apskritimo, kurio
centras - 0. Daugianario g(x) Saknys yra ant apskritimo, kurio centras yra 1. Apskri-
timai kertasi taskuose, kurie yra Sestojo laipsnio Saknys i§ 1. Taciau tie taskai néra
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f(x) saknys. Vadinasi, daugianariai f(z) ir g(x) bendry sakny neturi, taigi neturi ir

netrivialaus daugianario, kuris juos abu dalinty. Taigi, didziausias bendras daliklis yra
1. A

Uzdaviniai
1. Tegu € bus primityvioji n-tojo laipsnio Saknis iS 1. 2z bus toks kompleksinis S
skaic¢ius, kad |z — €¥| < 1 su visais k € 1,2, 3, ...,n. Jrodykite, kad z = 0.
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0.3 Kompleksiné geometrija

0.3.1 Teoremos

Taskus kompleksinéje plokstumoje zZymésime mazosiomis raidémis.Pavyzdziui, Euklido
geometrijos taskus, tokius kaip A, P ir X atitiks kompleksniai skaiciai a, p ir x.

Toliau yra pateiktos dazniausiai naudojamos teoremos, su kuriy pagalba geometri-
niai bréziniai bus paverciami j algebrinius pertvarkius.

1 Teorema.

1. Tiesé ab yra lygiagreti tiesei cd tada ir tik tada, kai g—:g = %
2. Tiesé ab yra statmena tiesei cd tada ir tik tada, kai ;—:g = —%.
3. Taskai a, b ir ¢ priklauso vienai tiesei tada ir tik tada, kat g—:g ==

2 Teorema. Visiems Nabc galioja:
. . . . vie . e . - ., a+b+
1. Jei t yra trikampio pusiaukrastiniy susikirtimo taskas, tait = “g=.

2. Jei o yra apibréztinio apskritimo centras, o h yra aukstiniy susikirtimo taskas, tai
h+20=a+b+c.

3. Jei S lygus ANABC plotui, tai S = i‘(ag +bc+ ca —ba — cb — aE)

3 Teorema. Jei a, b, ¢ ir d priklauso vienetiniam apskritimus, tada:

1. % = —ab, analogiskai su kitomis poromis.
2. Jei x priklauso tiesei ab, tai T = ‘”;%r.

. . . o . . b(c+d)—cd(a+b
3. Jei x yra tiesiy ab ir cd susikirtimo taskas, tai x = %

4 Teorema. Jei a, b ir ¢ priklauso vienetiniam apskritimui, tada:

2

1. Egzistuoja u, v, w tokie kad u?, v*, w? lygus a, b, c atitinkamai, o —uv, —vw, —wu

yra —ab, —bc, ~— ca vidurio taskai, kuriems nepriklauso taskai c, a, b atitinkamas.
2. Jei i yra Nabe jbréztinio apskritimo centras, tai i = —(ab+ bc + ca).
5 Teorema. a, b, c ir d priklauso vienam apskritimusi, tada ir tik tada, kai:

a—c.a—d
b—c b—d

e R.

6 Teorema. Vienetinis apskritimas yra trikampio abc jbréztinis apskritimas, kuris jo
krastines ab, be, ca liecia taskuose p, q, r, tada:

2qr _ 2pr _ 2qp

1. Galioja a = 4 0= orr a+p
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2. Jei h yra Aabe aukstiniy susikirtimo taskas, tai

20> + ¢#r* + r’p* + par(p+q +71))

h= (p+q)(qg+7)(r+p)

3. Jei o yra apibréztinio apie Nabc apskritimo centras, tai

2pqr(p+q + )
(p+q)(qg+7)(r+p)

0.3.2 Teoremy jrodymai

Cia yra pateiktos tik pacios svarbiausios teoremos, o likusios pirmojo skyrelio teoremos
nesunkiai jsirodo naudojantis Siomis, pradinémis.

Teoremos 1.1 jrodymas

Tarkime, kad atkarpa AB su realiyjy skaic¢iy asimi Re sudaro kampa /X, tuomet
turime, kad:

el:wr _ a—b
Ia— bl
I8 kompleksiniy skaiciy algebriniy savybiy nesunkiai plaukia, kad:
€2Ax7r _ a— [_)
a—b

Kad tiesé CD buty lygiagreti tiesei AB, ji su realiyjy skaic¢iy asimi RE turi sudaryti
arba kampa ZX arba kampa 7w + ZX. Abiem atvejais, gauname, kad

d
— eQémr.

c —
c—d
Dar vienas budas kaip galima lengviau jsivaizduoti kompleksiniy skaic¢iy formules yra
suprasti, kad kiekvienas kompleksinis skaic¢ius z kompleksinéje plokstumoje yra visiskai

apibréztas dviem parametrais - savo ilgiu nuo koordinaciy centro IzI ir kampu, kurj
sudaro tiesé Oz su realiaja asimi.

Kompleksiniams skai¢iams yra budinga i savybé: dauginant (dalinant) du komplek-
sinius skai¢ius juy ilgiai yra sudauginami (padalijami) kaip realieji skai¢iai, o kampai,
kuriuos kompleksiniai skai¢iai sudaro su realiaja asimi, yra sudedami(atimami).
Kai matome israiska

a—"b

a—b
suprantame, kad jos rezultatas yra kompleksinis skaic¢ius. Jo ilgis yra lygus vienetui,
nes skai¢iy a — b ir a — b ilgiai yra vienodi, o dalijant du kompleksinius skai¢ius jy ilgiai
pasidalija. Taigi, §i kompleksiniy skai¢iy trupmena parodo tik viena kintama dalyka -
kampa, kuriuo yra pasvirusi tiesé ab, taciau nieko nesako nei apie tai, kur tiesé ab yra,
nei kokio ilgio atkarpa ab yra.
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Teoremos 1.2 jrodymas

Si teorema nesunkiai mintinai iSplaukia i§ Teoremos 1.1 - jeigu mes turime tris taskus
a, b ir c tai tiesés ac ir ab turi buti lygiagriacios (o dar tiksliau, sutampancéios, nes abiem
tieséms priklauso taskas a).

Teoremos 1.3 jrodymas

Kaip ir jrodydami teoremag 1.1, tarkime, kad atkarpa AB su realiyjy skaiciy asimi Re
sudaro kampa ZX, tuomet turime, kad:

_a—b

~ Ja—0bI’

eéxﬂ

Tiesé CD yra statmena statmena tiesei AB tada ir tik tada, kada ties¢ CD su Re

asimi sudaro arba kampg x + 5 arba kampg = — 3.

Tuomet
c=d _ -3
Ic—dI
Arba pakélus kvadratu turime:
c— C{ — a4—m)i _ 2wiqb-wi _ 2w @ T lj
c—d —

Teorema 2.3 - trikampio plotui apsirasyti

Uzdaviniuose kartais prireikia surasti, palyginti trikampiy plotus. Formulé, kuria dabar
isirodysime, padés aprasyti pasirinkto trikampio plota:
Trikampio ABC plotas yra lygus

%(aE-l—bEﬂ-c&—b&—cB—aé)

Irodymas:

Tegu trikampio ABC' aukstiné yra BD. Tuomet yra aisku, jog trikampio plotas yra
lygus %BD - AC'. Visgi, kompleksinéje plokstumoje yra kiek painiau, nes mes negalime
taip dauginti atkarpy %(a — ¢)(b — d) kadangi rezultatas bus kompleksinis skaitius,
o plotas turéty priklausyti realiyjy skaic¢iy aibei. Tad reikia nagrinéti ne atkarpas,
kurios yra kompleksiniai skaiciai, o ty atkarpy modulius. Visgi, tokiu atveju reiskiniai
pasidaro itin griozdiski, todél mes panaudosime gudryste, kuri gerokai palengvins musy
sprendima:

Zinome, kad Z/BDC = 5, todeél, padaugine atkarpa BD iS i, pasuksime atkarpg BD
taip, kad ji buty lygiagreti su atkarpa AC. Galiausiai, prisiminkime, kad jei norime
sudauginti dvi lygiagreéias atkarpas, tai paverte viena atkarpa jos jungtine, gausime
atkarpy moduliy sandaugg. Trupmpiau tariant, turime, kad plotas yra lygus:

Sanc = 5(a = (b )i
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Naudodamiesi tuo, kad taskas D priklauso atkarpai AC, bei tuo, kad BD yra
statmena AC, lengvai iSsireiskiame taska D:
- a—c

1 _
d:§(a+b+(b—a)a_5).

Isistate gautaja d israiska j reiskini Sapc = %(a —¢)[(b—d)1] bei atlike nesudétingus
prastinimo veiksmus, gauname, kad

%(aé—i—bé—f—c&—bd—ci)—aé),

0 ta mums ir reikéjo jrodyti.

0.3.3 Kompleksiné geometrija and vienetinio apskritimo

Sis uzdaviniy tipas yra, turbiit, pats paprasciausias. Taip yra dél to, jog gauna-
mos israiskos yra salyginai paprastos, nes mes patogiai iSnaudojame koordinaciy centro
parinkima - visy tasky x ant vienetinio apskritimo jungtiniai yra lygis %

Kokie uzdaviniai priklauso siam skyriui? Ogi tie, kuriuose visi (arba beveik vi-
si) svarbus taskai priklauso apie pradinj trikampj apibréztam apskritimui arba yra to
apskritimo stygy bei liestiniy susikirtimo taskai.

Spresdami kompleksiniy skaiciy metodu mes tarsime, kad visi geometriniai taskai
yra tam tikri kompleksiniai skaiciai koordinaciy plokstumoje su dviem asimis - realigja
ir numanomaja. Toliau, mes surasime pradinius taskus (dazniausiai tai bus pradinis
trikampis Aabe, taciau kartais pradiniais laikysime ir daugiau tasky) ir stengsimeés
kiekvieng nauja salygoje figuruojantj tasks isreiksti per pradinius kompleksinius taskus,
naudodamiesi pirmame skyrelyje pateiktomis formulémis.

Kad pasidaryty aiskiau, keliaukime prie uzdaviniy ir paziurékime, kaip sis metodas
veikia praktikoje.

PS: Sripresniems matematikams yra rekomenduojama skirti ypatinga démesj Svieziems
pasaulinés olimpiados uzdaviniams, kurie yra sprendziami skyreliy pabaigose. Sie uz-
daviniai tik parodo, koks naudingas yra kompleksiniy skaiciy geometrijoje metodas ir
kad siuo metodu galima isspresti didziaja dalj IMO ir kity garsiy olimpiady uzdaviniy.

1 Pavyzdys. Apie trikamp; ABC apibrezto apskritimo skersmuo tegu bus AD, H -
aukstiniy susikirtimo taskas (dar Zinomas kaip ortocentras), o M - krastines BC vidurio
taskas. Musy yra prasoma grodyti, jog taskas M yra atkarpos HD vidurys.

Sprendimas.
Tegu vienetinis apskritimas buna apibréztas apie ABC apskritimas.
Pagal teorema 2.2 mes turime, kad

h=a+b+c.

Kadangi M yra BC vidurio taskas, tai;
b+c

m = .
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Kadangi skersmens vidurio taskas yra koordinaciy pradzios taskas ir jis yra lygus
nuliui, tai taskas d apsiraso taip:
d= —a.
Galiausiai musy laukia visai paprastutis aritmetinis veiksmas - surasti DH vidurio
taska, dar zinoma dJQF—h =(jsistatome)= (_a)+++b+c = %. O, juk tai yra musy jau
surastas taskas M, butent tai, kg mums ir reikéjo jrodyti! A

2 Pavyzdys. USAMO’2010 Sqlyga

Duotas iskilas apibréztinis penkiakampis AXYZB toks, kad AB yra apibréztojo apskri-
timo skersmuo. Pazymékime P, ), R, S statmenimis i§ tasko Y tieséms AX, BX, AZ,
BZ atitinkamai. Kad jveiktuméte s; uZdaving, Jus turite grodyti, kad smailusis kampas
tarp tiesiy PQ ir RS yra dvigubai maZesnis nei kampas ZXOZ.

Sprendimas.

Zinoma, tarsime, kad apie penkiakampj apibréztasis apskritimas yra vienetinis. Tuo-
met a = —b, nes ab yra skersmuo.

Suraskime taskus p, ¢, r, s naudodamiesi tuo, kad visi sie taskai yra statmenys is tasky
ant vienetinio apskritimo ant to apskritimo stygu (teorema 3.2):

1( Lot aaf)
= —(a+x - —
P=3 Yy y

1(+ + m)
= —(a+=z - —
=3 Yy )

1( +x+ M)
r=—(—-a+zx - —
5 y y

1( 4y az)
s=—(—a+z - —).
2 4 Y

Galiausiai lieka apdoroti salyga, ka mums reikia jrodyti. IS tiesy yra ganétinai su-
détinga tvarkyti kompleksiniais skaicéiais kampy lygybes, kai kampai yra ne lygus, o
keleta karty didesni vienas uz kita. Siuo atveju, nesunkus ir labai visus skai¢iavimus
pagrazinantis buidas pasilengvinti prastinima yra Euklidinés geometrijos panaudojimas:
pagal jbréztinius kampus turime, kad / X0OZ = 2/ X AZ, todél, mums lieka jrodyti, jog
/X AZ yra lygus kampui tarp tiesiy PQ ir RS. Sis kampy sulyginimas yra ekvivalentus
kompleksiniuose skaic¢iuose siai lygybei, kuria reikia jrodyti:

r—a z—a p—Tr q—S§

rT—a zZ—a p—-T (-5
Isistacius vietoje p, q, 7, s Zinomas israiskas per a, x, y, 2, gauname, kad lygybeé teisinga,

todél uzdavinys iSspestas. A

3 Pavyzdys. Sqlyga (Simediana)

Duotas apie smailyjj trikamp; ABC apibréztas apskritimas, kurio liestinés is tasky A ir
B susikerta taske X. Jei M yra krastinés AB vidurio taskas, jrodykite, kad /ACX =
/BCM.
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Sprendimas.
Pagal teorema 3.3 turime, kad x = %bb.
Toliau mes issireikSime kampus:
2wACXi Q—C C—X 2ab — ac — be
e = : =— .
a—¢ ¢—T 2bc — ab — b2

oy . . v _ +b .
Analogiskai apibréziame kampa ZBCM, kur m = 43=:
o/BCMi M —c¢ c—b 2ab — ac — be
e = : - =— .
m—¢ é—b 2bc — ab — b?

Taigi, mes gauname, kad e244CX1 = ¢24BCMi 5 ko seka, kad arba ZACX = 7 +
/BMC, kas yra nejmanoma, nes Aabc yra smaiusis trikampis, arba ZACX = ZBCM,
ka mums ir reikéjo jrodyti. A

4 Pavyzdys. IMO 2009

Tegul O yra apie trikamp; ABC apibrézto apskritimo centras. Taskai P ir Q) ati-
tinkamai yra atkarpy CA ir AB vidiniai taskai. Tegul I' yra apskritimas, einantis per
atkarpy BP, CQ ir PQ vidurio taskus K, L ir M, o tiesé PQ yra apskritimo I' liestiné.
Irodykite, kad OP = 0OQ.

Sprendimas.
Tegu apie Aabc apibréztas apskritimas yra vienetinis. Kadangi p ir q priklauso ca
ir ab, atitinkamali, tai

—_ +c—
p=ater,
—  atb—
q= ¢ ab 2,
Mums reikia jrodyti:
- _ _ — b—
(p—0)(p—0) = (q—0)(q—0) & pp = q7 « Letep) = detha),

Liko neisnaudota viena salyga - tiesé pq liec¢ia apskritimg I'. Galima bandyti su-
sirasti apskritimo centra ir jrodyti kad statmuo iS m tiesei pq eina per I' centra, arba
naudotis tuom, kad Zgmk = Zmlk tada ir tik tada, kai tiesé pq yra I liestiné taske m.
Pasizymime w = Zgmk = Zmlk, tada:

m—q _ m—k m—q, 2 —k 2 _ m—km—q
m=al* = Tm=k] 7 mq¥ T mx 7Y T mamea
Analogiskai ir su m, 1, k:
l—m  , _ -k 2 l-ml-k
e e e e e

Sulyginame reiskinius, jsistatome m, k ir 1 reikSmes, tada p ir q jungtinius:
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el

—m -

=
S (q-0)P-q(c—p)(c+7-b—D)=p—q9)(@—-b(c+q—b—p)(c—D) &
& (q— b)(L=aetaepby (e — p) (P90) = (p — q)(52)(EE) (e + g — b—p),

gauty lygybe galima nesunkiai suprastinti ir pertvarkyti j reiskinj, kurj mums reikéjo
jrodyti. A

_km—

—k m—q

3
Y|

=

~i
o

3|

0.3.4 Komplikuotesni uzdaviniai su apskritimais

I8 tiesy, Sio skyriaus uzdaviniai mazai skiriasi nuo praeitojo, nes mes vél turime vie-
ng apskritima, aplink kurj sukasi visas uzdavinio veiksmas. Visgi, formulés, kurias ¢ia
naudosime yra kiek komplikuotesnés. Vienas i$ varianty, kas pasikeicia, gali buti tai,
jog vienetinis apskritimas tampa j pradinj trikampj jbréztu apskritimu, arba mes nau-
dojameés teoremos 4 savybémis ir pradiniais tagkais paimame u?,0? ir w?, kas leidzia
pakankamai graziai surasti vienetinio apskritimo vidurio lankus ir pusiaukampiniy susi-
kirtimo taska. Vélgi, visa Sig abstrakcia litanija geriausiai atspindi uzdaviniy sprendimo
pavyzdziai.

5 Pavyzdys. (Litmo 2005)Apie trikampj ABC apibréztas apskritimas. Taskas M yra
lanko AC (kuriam nepriklauso virsuné B) vidurio taskas, o N yra lanko AB (kuriam
nepriklauso virsuné C) vidurio taskas. Atkarpos MN ir AB kertasi taske K. [brézto j
trikamps ABC apskritimo centras yra O. [rodykite, kad KO yra lygiagreti krastinei AC.

Sprendimas.
Tarsime, kad apie ABC apibréztasis apskritimas yra vienetinis. Siame uzdavinyje mums
reikia gudriai apsirasyti taskus M, N ir O, todél mes taikysime teorems 4:

a= a2,

2
=Y,
c =22

o= —(zy +xz+yz),
m=—xz,

n=—xy.

Kadangi k yra stygy ab ir mn susikirtimo taskas, tai taska k surasime pagal teore-
ma 3.3:
2yz(2? + y?) + 2%y (vy + x2)

22yz — 22y? ’

k=

Galiausiai lieka jrodyti, kad ko yra statmena ac pagal teorema 1.2:

k—o 9 9 z? — 22
= _:iL'Z:—ﬁ,
k—o Te—z
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Taigi, gavome butent tai, ka ir reikéjo jrodyti! A

6 Pavyzdys. I trikampj ABC jbréztas apskritimas su centru I liecia krastines BC,
AC, AB taskuose D, E ir F atitinkamai. Tegu M ir N yra atkarpy AB ir BC vidurio
taskai, o X yra taskas, kur susikerta tiesés NM ir DF. Reikia jroryti, kad (a) tiesés
IC, NM, FD eina per vieng taskq, o didesni adrenalino fanatikai galés pabandyti dar ir
jrodyti, jog galioja lygybé (b) LAXC = 3.

Sprendimas.

Pradésime nuo (a) dalies. Vienetinis apskritimas bus jbréztinis | AABC apskritimas,
todél mes stengsimés visus taskus isreiksti per d, e ir f.

Tarkime, kad X yra taskas, kur kertasi DF ir IC. Tuomet uzduotis praso musy
irodyti, kad X priklauso tiesei N M. Aprasysime duotas salygas:

Trikampio krastinés yra jbrézto trikampio liestinés, todél turime, jog:

_ 2ef
e+ f’
_2df
Tdrf
2ed
e+d

b

CcC =

Svarbiausias ir patogiausias dalykas, kurj mums duoda vienetinio apskritimo parinki-
mas, yra tai, jog galioja lygybeés: d = é,é = %, f= % Siy lygybiy teisingumas plaukia
i$ paties kompleksiniy skaic¢iy jungtiniy apibrézimo bei fakto, kad visy kompleksiniy

skaiciy ant vienetinio apskritimo ilgiai yra lygus 1.

IS to seka, kad

2
=7
- 2
b=
d+ f
2
Ce+d

Naudojameés vektoriy savybémis kompleksiniams skai¢iams ir gauname, jog

a+b c+b
= n = .
2 2
Taskas X priklauso tiesei IC:
c—0 z-0 o & c
= r=--x
c—0 z-0 c
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Taskas X taip pat priklauso tiesei F'D, todél turime, kad:

f-d _x—f f-

S

= . s =" (x—- )+
o @D+
Sulyginame gautas dvejas z israiskas ir gauname, kad
d+e
r=e-
f+e

Lieka parodyti, jog gautas taskas X priklauso atkarpai NM, o tai yra ekvivalentu siai

lygybei:
m-n __x—n

m-n T—n
O tai mes gauname jsistate jau turimas tasky israiskas m, n ir x per taskus d, e ir f.

Keliaujame prie (b) dalies: $i dalis yra sunki tik tuo atveju, jei sprestume uzda-
vinj besinaudodami klasikine Euklidine geometrija. Sprendziant kompleksiniy skaiciy
metodu, (b) dalis pasidaro juokingai paprasta, ypa¢ turint i$ (a) dalies visy reikalingy
tasky nesudétingas israiskas. Tereikia jrodyti, jog galioja lygybé: =2 = —2== | kas
taip pat tiesiogiai plaukia jsistacius turimas israiskas ir siek tiek praprastinus gautas
trupmenas.

Stai ir jveiktas $is uzdavinys! A

7 Pavyzdys. IMO 2010

Tegul I yra trikampio ABC pusiaukampiniy susikirtimo taskas, o I' — apie trikampi
ABC apibréztas apskritimas. Tiesé Al kerta T taske D, kur D # A. Taskas E priklauso
apskritimo T lankui — BDC, o taskas F — atkarpai BC. Be to, /BAF = /CAE <
%LBAC’. Taskas G yra atkarpos IF vidurio taskas. [rodykite, kad tiesiy DG ir EI
susikirtimo taskas priklauso apskritimui I.

Sprendimas.
Tegu I' yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje. Naudojameés 4.2 teo-
rema: tegu a = u?,b = v%,c = w?, tada

i = —(uv + vw + wu).

Tegu af kerta I' taske h # a. Zbah = Zeac = «, pazymime ¢ = €'*. Tada

v2

|Z%Z|¢ = ‘gjg‘ Pakéle kvadratu ir pasinaudoje 3.1 teorema gauname h = >z Analogiskai
randame
e = d?w?.
Tegu e kerta I' taske x # e. 18 1.1 teoremos gauname £—= = % ir kadangi 2T = 1,
tai .
_ w= o +uv+vwtwu
T = Tuvw uvw+w? g2 (u+v+w)
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Prisiming teorema 3.3, randame

2,2

f= v2w2(u2+;—3)—“¢2 (v24+w?)  w2(u2¢2402) —u2 (v fw?)
= v%ﬂ—”i—;? = w22 _u? .
Taskas d = —vw pagal 4.1 teorema, nes ai yra trikampio abc pusiaukampiné.
Galiausiai g = %( f +1) ir pagal 1.1 teorema jrodome, kad d, g ir « priklauso vienai
tiesei. A

8 Pavyzdys. IMO 2009

Tegul O yra apie trikamp; ABC apibrézto apskritimo centras. Taskai P ir Q) ati-
tinkamai yra atkarpy CA ir AB vidiniai taskai. Tegul I' yra apskritimas, einantis per
atkarpy BP, CQ ir PQ vidurio taskus K, L ir M, o tiesé PQ yra apskritimo I' liestiné.
Irodykite, kad OP = OQ).

Sprendimas.
Tegu apie Aabc apibréztas apskritimas yra vienetinis. Kadangi p ir q priklauso ca
ir ab, atitinkamali, tai

—_ +c—
p=ater,
—  atb—
q= ¢ ab 1,
Mums reikia jrodyti:
- _ _ — b—
(p—0)(p—0) = (q—0)(q—0) & pp = q7 « Ltep) = detha),

Liko neisnaudota viena salyga - tiesé pq liec¢ia apskritimg I'. Galima bandyti su-
sirasti apskritimo centra ir jrodyti kad statmuo i$ m tiesei pq eina per I' centra, arba
naudotis tuom, kad Zgmk = Zmlk tada ir tik tada, kai tiesé pq yra I liestiné taske m.
Pasizymime w = Zgmk = Zmlk, tada:

m—q _ m—k m—q, 2 —k 2 _ m-km—q
gl = Tk 7 mq¥ T mk Y T mkma
Analogiskai ir su m, 1, k:
l—m  , _ -k 2 l-ml-k
Y =k T Y T T

S@-b@E-9(c—p)(c+q-b-D)=@-qQ@—-b)(c+q—b—p)(c-D) &
& (g — b)(“Le =l (¢ — p)(B50) = (p — q) (%) (E5) (e + g — b —p),

gauta lygybe galima nesunkiai suprastinti ir pertvarkyti j reiskinj, kurj mums reikéjo
jrodyti. A
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0.3.5 Uzdaviniai, kuriuose yra ieSkoma ploto

Siame skyriuje atkreipiame Jisy démesj j teorema 2.3. Neturint Sios teoremos mums
reikéty gerokai paprakaituoti, sunkant galva, kaip rasti kompleksinéje plokstumoje rea-
liaisiais vienetais matuojamg plota. Smalsesniems skaitytojams, norintiems suzinoti,
kaip buvo sugalvota sj plota surasti, rekomenduojama grjzti i antra skyrelj, kur yra
pateiktas teoremos jrodymas, o mes keliaujame toliau, prie uzdaviniy pavyzdziy.

9 Pavyzdys. (Litmo 2008)Apie smailyji trikampi ABC apibréztas apskritimas. Atkar-
pa BD yra to apskritimo skersmuo. IS virsunés A nubrézta aukstiné kerta apskritimg
taske E. [rodykite, kad keturkampio BECD plotas yra lygus trikampio ABC plotus.

Sprendimas.
Siame uzdavinyje mums labai pravers ploty formuleé.
Pasiéme vienetiniu apskritimu apie ABC apibrézta apskritimg, gauname, kad d = —b
bei i$ teoremos 3.1: .
c

e = — = bca.
a

Lieka pagal teorema 2.3 apsirasyti duotuosius plotus:
Sapc = i(al; + b+ ca — ab — be — ca),

Specp = SBec + SBep = o B
(bé + € + cb — be — ec — &b) + +(bé + cd + db — be — éd — db) =

e

(bbea + beac + cb — bbea — beac — éb) + 4 (be + ¢ — b) + (—=b)b — be — &(—b) — (—b)b) =
(ab+bc+ ca —ab — be — ca) = Sapc.

INEFNS

Stai ir uzdavinys nugriautas! A

10 Pavyzdys. IMO 2007

Trikampio ABC kampo BCA pusiaukampiné kerta apibréztg apie ABC apskritimg
kitame taske R. Tarkime, kad K yra atkarpos BC vidurio taskas, o L yra atkarpos AC
vidurio taskas. Tiesé, kuri eina per taskq K ir yra statmena atkarpai BC, kerta tiese
CR taske P, o tiesé, kuri eina per taskq L ir yra statmena atkarpai AC, kerta tiese CR
taske Q. [rodykite, kad trikampiy RPK ir RQL plotai yra lygus.

Sprendimas.
Naudosimés 4.1 teorema: tarsime, kad a = u?, b = v? ir ¢ = w?. Tada r = —uw,
2 2
ol=14 ‘5“’ . Pasinaudoje tuo, kad q priklauso stygai rc ir tuo, kad gl statmena ac,
a(c?—ab)

randame q = R Pazymime: S - trikampio rql plotas, o t = (rg + ql + I7), tada
S = 1(t—1%). Randame:

+— ct(b—2a)+c?(3a%b—2ab%+b3)+a?b3 —2a3b?
- 2abc? (a—b)

c*(a—2b)+c?(3b%2a—2ba +a3)+b2a®—2b3a?

—t= 2abc2(a—b)

gauname:
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i 7\ _ i —(a+b)ct+(a3+b3+a?b+b2a)c® —(a®b3+a®b?)
S = i(t B t) - i 2abc? (a—b)
Matome, kad gauta ploto iSraiska yra simetriska a ir b atzvilgiu (t.y. iSraiskoje
sukeite a su b vietomis gausime tokj pat plota), todél Apkr plotas bus lygus S. JAN

0.3.6 Ivairiausiy uzdaviniy sprendimas

Siame skyriuje bus taikomos visos pirmojo skyrelio teoremos. Uzdaviniy sprendimai
taps itin jmantrus, nes bus iSnaudojamos pacios sudétingiausios savybés - sprendziama
su konkreciais kampais, tokiais kaip 7 ar %, uzdaviniuose dings pradinis vienetinis
apskritimas ir teks verstis be jo, arba, dar jdomiau, isdygs keli apskritimai su kuriais
teks skaitytis!

Prizadéje visa gausybe naujoviy skubame prie pavyzdziy, parodysianciy, kad komp-
leksiniy skai¢iy metodas reikalauja is matematiko nemazai iSradingumo.

11 Pavyzdys. MEMO 2010

Duotas keturkampis ABCD, apie kurj galima apibrézti apskritimq. E yra toks jstriZainés
AC taskas, kad AD = AFE ir CB = CE. M yra apskritimo k, apibrézto apie trikampj
BDE, centras. Apskritimas k kerta tiese AC taskuose E ir F' . [rodykite, kad tiesés FM,
AD ir BC kertasi viename taske.

Sprendimas.
Tegu apie b,d, e apibréztas apskritimas yra vienetinis apskritimas kompleksinéje
plokstumoje, tada f irgi priklauso Siam apskritimui, o m = 0. Kadangi a € ef is 3.2

teoremos gauname: @ = e+ef7f7a ae = ad, tai l[a —e] = la—d| & (a —e€)(a—e€) =

(a —d)(a — d). I8 siy lygciy issireiskiame a:

_d(e+ f)
d+f -~
Analogiskai randame c:
ble + f)
b+ f
Kadangi a, b, ¢, d priklauso vienam apskritimui, tai:
a—c a—d a—c a—d a—c a—d
: R & : = : & bed = f3.
b-c b-d " Tb-c b_d <b—c b—d) ed=1
Tarkime, kad fm ir ad kertasi taske x1, o fm ir bc taske xo. Kadangi x1,2z2 € fm,
tai i§ 1.1 teoremos gauname (%:%) = é:% &z = 7 (1 €{1,2}). Kadangi z; € ad,
2 2
tai is 1.1 teoremos gauname (% :g) = (g:g) = x = ?;BSZEJ; §, analogiskai o = %35:2]; ;
IS ¢ia o1 = x9 = bed = f3 AN

12 Pavyzdys. IMO 2009
Tegul ABC yra lygiasSonis trikampis, kuriame AB = AC. Kampo CAB pusiaukam-
piné kerta krastine BC taske D, o kampo ABC pusiaukampiné kerta krastine CA taske
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E. Taskas K yra jbrézto j trikampi ADC apskritimo centras, o Z/BEK = 45°. Raskite
visas ymanomas £ CAB reiksmes.

Sprendimas.

Spresdami geometrinius uzdavinius kompleksiniais skaicCiais kartais turime perfor-
muluoti salyga taip, kad sprendziant gautume paprastesnius reiskinius ir lygybés netap-
ty pernelyg komplikuotos. Pasizymime tiesiy ad ir ck susikirtimo taska g, o Zacd = 2.
Nesunku jsitikinti susizyméjus kampus, kad AB = AC tada ir tik tada, kai Zkec =
3(45% — ). Todél spresdami uzdavinj taska b galime pamirsti, o surade o reik$mes,
nesunkiai surasime ir ieSkomojo kampo reikSmes.

Tegu jbréztinis j adc apskritimas yra vienetinis ir liecia krastines da, ac, cd taskuose
p, q ir r. Pasizymime ¢ = 5’ iy w = et@. Tada r = pd?, nes Lpkr = 90°.

Kadangi g € ad, tai g = 2252, ir g € ck, ¢ = %, tai

p? c
9=
Kadangi e € ac, tai € = % ir Zkec = 45 = %%6 = % ir ¢t = —1, tai
e= w%qf;.

Lgek = 45" = £2¢° =

ollo
—~~
*
S—

Apskaic¢iuojame:
e _ w6q2
e 52
le—g) = 4(qw8¢?+pwb—pwle®+p)
2\€ 79 = TS ) (pad?)

15 _ =\ _ pp?>—quwb—qe?—q
2(6—9)= q(w%+¢2)(p+q9?)

Isistatome j (*) ir suprastine gauname:
(g’ = p)(w® +1) = 0. (**)

Issprende (w8 + 1) = 0 lygti ir atsizvelge i tai, kad a < 45°, gauname vienintele
reiksme o = 30. Tada miisy ieskomas kampas yra 60V.

Antras atvejis, kai qw® = p. Nesunkiai paskai¢iuojame (tiesiog susizyméje kampus),
kad Zpkq = 90° + 20, todél gauname:

Wb = e = (190°+20) o 6o — 900 + 20 + 2k (kazkokiam k € Z),

Matome, kad tinka tik viena o reikme, kai 4o = 90°, tai ieSkomas kampas irgi lygus
90°.

Kadangi i$ pradiniy salygu gavome (**), tai dar nereiskia, kad abu sprendiniai
tenkina pradine salyga, todél turime juos abu jsistatyti ir patikrinti ar tokie trikampiai
egzistuoja, tenkinantys visas salygas. Galima tarti, kad Zcab = 60°,900 ir parodyti,
kad Zbek = 45°. A

29



0.3. Kompleksiné geometrija TURINYS

13 Pavyzdys. APMO 2005

Tegu ABC smailusis trikampis, kurio ZBAC = 60° ir AB > AC. Tegu I jbréti-
nio apskritimo centras, o H - aukstiniy susikirtimo taskas. [rodykite, kad 2/AHI =
3/ABC.

Sprendimas.

Tegu jbréztinis i trikampj abc apskritimas yra vienetinis, kuris liecia krastines ab,
be, ca tagkuose r, p, q. PaZzymime: Zahi = o, Zabc =  ir w = €', ¢ = 'P.

Tada i = 0, a = =4 b = 22 o /rig = 120° i§ keturkampio riga kampy.

(r+q) (7“+103)’
Gauname, kad ei120° = r/q, todél (2) = 1. IS ¢ia gauname:
2 4+rq+q®=0 (*)

Pasinaudoje teorema 6.2 ir (*) gauname:

b — _2ar(patartrp)
(p+a)(g+r)(r+p)

w tenkina:
a—h, 2 _ i— 2 _ gr (pg+gr+rp)
a—n" in oY P> (p+q+r)
¢ tenkina:
p—>b _ r=b 3 _ﬁ
o =T = =

Pasinaudoje (*) irodome, kad
> = w? = 38 = 2a + 360k, kazkokiam k € Z.

Jei k>0, tai b > 120°, kas nejmanoma. Jei k < 0, tai a > 180° = Zbah < Lbai =
ab < ac, kas néra teisinga. Todél k = 0 ir 35 = 2a. A

14 Pavyzdys. Duota trapecija ABCD (su pagrindais BC ir AD), o jos jstriainiy
sustkirtimo taskas yra lygus P. Taskas M yra BC vidurio taskas bei yra Zinoma, kad
LABD + ZACD = 7. Ant krastinés AD paimtas taskas X, toks, kad (%)2 = %.
Irodykite, kad MX yra statmena trapecios pagrindams.

Sprendimas. Sj kartg spresime kompleksiniy koordinaciy centru imdami taska p. IS
Euklidinés geometrijos nesunku pastebéti, kad AAPD yra panasus su ACDP. Sis
faktas yra labai naudingas tvarkantis su trapecijos krastinémis, nes gauname lygybes:

c=ka,b=kd,

kur k yra racionalusis skaic¢ius. Kadangi yra zinoma, jog (%)2 = %, tai pagal teorema
XXX gauname, kad -
daa + add
r=——

ad+dd ’

PDy2 _ DX _ dd
nes (pz)” = XA = aa-
Koeficientg & mums padés surasti zinojimas, kad ZABD + ZACD = , nes tai duoda

lygybe:
d d-—c¢ c—a

.b_
"b—d d-c¢ c—a

b—a
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Sutvarkius lygybe, gauname, kad

I da + ad
Caa+dd

Galiausiai, MX yra statmena trapecijos pagrindams tada ir tik tada, kai pagal teorema
1.2:
m—x a—d

7

m-z  a-d

kur Zinome, jog m =k - ‘%‘d, nes M yra atkarpos BC' vidurio taskas:

m—xz  (a—b)(ab— ba) a—d

m—z (a—b)(ba—ab) a-—d

Tad, uzdavinys iSspestas!

A

15 Pavyzdys. Tegul F yra taskas ant trapecijos ABCD pagrindo AB, toks kad DF =
CF . Bei pavadinkime raide E trapecijos jstrizainiy susikirtimo taskl, o taskais Oy ir
Oy apibrézty apie AADF ir AFBC apskritimy centrus. [rodykite, kad F'E1010,.

Sprendimas.

Raktas i §io uzdavinio sprendima yra teisingas koordinaciy centro parinkimas. Siuo
atveju, ypac¢ graziai tvarkosi reiskiniai, jei pasirenkame centru taska F. Kodél graziai?
Ogi todél, kad tuomet d = ¢, (nes FC' = F'D ir mes galime tarti, jog Ox, realiyjy skaiciy
asis yra statmena trapecijos pagrindams). Toliau darosi dar graziau, nes mes pastebime,
jog taskai a ir b priklauso menamuyjy skaiciy Oy asiai, todél galime nesunkiai (mintyse
isivaizduodami kompleksine plokStuma ir prisimine, jog jungtinis tai taskas simetriskas
pradiniam realiyjy skai¢iy Ox aSies atZzvilgiu) pastebéti jog @ = —a bei b = —b.

Toliau eina kiek griozdiskesni reiskiniai - reikia surasti o; bei oo taskus. Sie tagkai
yra ne kas kita, kaip krastiniy vidurio statmeny susikirtimai, todél pagal teoremos 1

formules gauname, kad: -
o — ad(a—d) cla+c)
YT ad—ad  e+ec

bei -
_be(b—¢)  c(b+e)

be — bé c+e

Dabar dorosime taska E: §j taska apsibrésime per dvi lygtis: naudojantis teorema
1.3 taskai a, c, e bei d, b, e priklauso vienai tiesei, gauname:

a—C ec—a

a—Cc e—a

b—d e—b

b—d ée—b
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ISsireiske is Siy dvieju lygéiy € ir juos sulyging, gauname, kad
~ac—bc
a+c—b—c

Galiausiai mums lieka jsistatyti visas gautasias grozybes tam, kad iSsprestume uzda-
vinj - jrodytume, kad FE10105. Pastaroji salyga pagal teorema 1.2 yra ekvivalenti

salygai :

01 — 09 f—e
— — — Tz —
01— 02 f—e
o tai iSeina elementariausiai prastinantinant oy — 0o = ac—ch, A

c+c

16 Pavyzdys. (,Baltic Way" 2002) Tegu ABC yra smailusis trikampis ZBAC >
/BCA, ir tegu D yra toks taskas ant krastinés AC, kad AB = BD. Dar daugiau,
F yra toks ypatingas taskas ant apibrézto apie ABC apskritimo, kad tiesé FD yra stat-
mena BC bei taskai F, B yra ant priesingy pusiy krastinés AC. [rodykite, kad tiesé FB
yra statmena krastinei AC.

Sprendimas.

Tegu apie trikampj ABC' apibréztas apskritimas yra vienetinis.

Paimsime tokj taskg d’, kad fd' buty statmena be bei d’ priklausyty stygai ac ir jrody-
sime, kad tuomet d = d’. Pagal teorema 3.2, tasko d’, priklausancio stygai ac jungtinis
yra

c+a—d
ca

d =

Pagal teoremas 1.2 ir 3.1 bei fakta, kad bf statmena ca, turime, kad:

ca

y=-2

Dar daugiau, d’f yra statmena bc, tad pagal tas pacias teoremas gauname:

d=b+(b—a).
b
Lieka jrodyti, kad d’b=ab ir tuomet gausime, kad d’=d. Atstumui apskaic¢iuoti

prisiminsime kompleksiniy skai¢iy moduliy savybe: |z|> =2 -z
. Tuomet salyga, kad d’b=ab uzsiraso stai taip:

(d—b)(d —b) = (a—b)(a—b).

Istacius zinoma d’ reikSme gauname:
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(A= B)(d=5) = (b+ b —a) = O)((b+ 5B~ @) = D) = (a— D)@~ ).

Gavome, kad d = d’, todél ir Sis uzdavinys buvo nugriautas! A
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1 SKYRIUS

SPRENDIMAI

Vieta-Jumping (Vieto Sokinéjimas)
Standartinis Vieta-Jumping
Pastoviai besileidziantis Vieta-Jumping
Uzdaviniai
Kompleksiniai skaiciai
Tiesiog kompleksiniai skaiciai

1. Zinome, kad i* = 1. Dar daugiau:

itk =1;
jARHL i
AR+ — g,
i = g

Taigi, duotasis reiskinys lygus —i — (—1) +1+4 = 2.

(a) Tenka spélioti saknis. Mums sekasi: 2 ir -2 tinka. Vadinasi, daugianaris
kairéje puséje dalinasi i§ 22 — 4. Padaling gauname z* — 22 — 12 = (22 —
4)(z%+3). Lieka spresti 2243 = 0. Sios lygties sprendiniai yra iy/3 ir —i/3.

(b) Nesunku patikrinti, kad skaiciai i ir —i yra lygties Saknys. Vadinasi, daugia-
naris kairéje dalinasi i§ 2 4 1. Padaline gauname 5z 4 223 + 622 + 22 +1 =
(2241)(5z2+22+1). Lieka igspresti 522 +2x+1 = 0, ka galima lengvai pada-
ryti iskeliant pilna kvadrata, skai¢iuojant diskriminanta ar pan. Sprendiniai

12 .1, 2
yra —g —  Ir — + 5.
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Sprendimai

()

Pastebime, kad lygties 22 = i sprendiniai tenkins pagr. lygti. Skaiciaus 4

norma yra 1, o argumentas 7. Taigi, * norma bus 1, o argumentas 7 arba
%’T. Kiti du sprendiniai tenkins 2> = —i. Skai¢iaus —i norma bus 1, o

argumentas - 37” Taigi « norma bus irgi 1, o argumentas %TW arba %r.

x norma gali bu ti tik 1 arba 0. Akivaizdu, kad 0 yra lygties sprendinys.
x argumenta pazymeékime ¢. Tuomet argT = 2w — ¢. —T argumentas bus
—¢ + 7+ 27k, kur k € Z. x® argumentas bus 3¢. Taigi:

3p =—¢+m+ 271k
= 4¢ = 7w+ 27k
T 7k
= (;5—14‘7

Kai k € {0,1,2,3}, tai ¢y € [0,27) ir Saknys skirtingos. Radome 5 pagrindi-
nés lygties sprendinius.

Vieneto Saknys

Kompleksiné geometrija

Teoremos

Teoremy jrodymai

*

Teoremos 1.1 jrodymas

Teoremos 1.2 jrodymas

Teoremos 1.3 jrodymas
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Sprendimai

Teorema 2.3 - trikampio plotui apsirasyti

Kompleksiné geometrija and vienetinio apskritimo
Komplikuotesni uzdaviniai su apskritimais
Uzdaviniai, kuriuose yra ieSkoma ploto

[vairiausiy uzdaviniy sprendimas
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