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Prefazione

Ciao Daniele, ho appena inoltrato il tuo lavoro al mio professore,
lui apprezza molto il progetto Matematica C3

e penso che la tua versione gli possa far comodo

soprattutto per i primi anni del nostro serale.

Gia I'anno scorso ha tentato I'adozione ufficiale del C3 normale,
ma, come precario, € riuscito a strappare solo una promessa,
promessa che verra mantenuta solo se tra un paio di settimane
(quando iniziera per me e per lui la scuola) lo rivedro in cattedra.
In ogni caso, che ci sia lui o no, proporrd lo stesso al coordinatore il progetto C3,
“Software Libero, Conoscenza Libera, Scuola Libera”, giusto?
Buon lavoro,

Alice

Giusto, Alice.
La cosa importante & che il testo non sia considerato un oggetto scritto da altri, da un gruppo di
professori pil 0 meno strambi, ma sia una traccia. Una traccia lasciata sul terreno di un territorio
sconosciuto, a volte inospitale a volte stupefacente.
Una traccia come quella scritta su una mappa del tesoro: un po’ bruciacchiata consumata e piena
di incrostazioni. A volte incomprensibile, con degli errori che portano fuori pista, a volte scritta
male, con alcune parti mancanti oppure con alcune parti inutili che confondono.
Non seguire acriticamente la mappa, non fidarti del testo, leggilo con la penna in mano, correggi,
cambia, cancella e aggiungi, parlane in classe.
Contribuisci alla sua evoluzione.
Grazie, ciao.

Matematica C3 Diversi anni fa, Antonio Bernardo ha avuto il coraggio di coordinare un gruppo di
insegnanti che mettendo insieme le proprie competenze hanno creato un testo di matematica per il
biennio dei licei scientifici: Matematica C3. Con grande generosita e lungimiranza, il gruppo ha
scelto di rilasciare il lavoro con una licenza Creative Commons libera. Questa licenza permette a
chiunque di riprodurre I'opera e divulgarla liberamente, ma permette anche di creare altre opere
derivate da Matematica C3.

Specificita di questa versione Questa versione modifica Matematica C* in modo da adattarlo
ai programmi delle scuole diverse dal liceo scientifico. Nell'organizzazione del testo si € tenuto
conto delle indicazioni ministeriali per la matematica dei licei.

Viene dato piu spazio alla geometria nel piano cartesiano proponendo in prima: i punti, i
segmenti, le figure; in seconda: le rette. Le trasformazioni geometriche sono proposte sotto forma
di schede che guidano l'attivita di laboratorio di matematica. Nei numeri naturali viene proposto
l'uso di grafi ad albero nella soluzione delle espressioni e nella scomposizione in fattori dei numeri.
Nelle disequazioni, il centro dell’attenzione € posto nello studio del segno di un’espressione.

ix



X Prefazione

Per quanto riguarda il tema dell'informatica, in prima viene presentato il foglio di calcolo e la
geometria della tartaruga mentre in seconda, la geometria interattiva con l'uso di un linguaggio di
programmazione e di una apposita libreria grafica.

Adozione Questo manuale non vorrebbe essere adottato nel senso di essere scelto dal collegio
docenti; vorrebbe essere adottato nel senso di essere preso in carico, da insegnanti, alunni,
famiglie, come un proprio progetto, bisognoso di cure e attenzioni. Ha senso adottarlo se siamo
disposti a contribuire alla sua crescita. Si pud contribuire in diversi modi: usando il testo o anche
solo qualche capitolo, magari per supportare attivita di recupero o per trattare temi non presenti nel
libro di testo in adozione; segnalando errori, parti scritte male o esercizi non adeguati; proponendo
cambiamenti alla struttura; scrivendo o riscrivendo parti del testo; creando esercizi; realizzando
illustrazioni.

Obiettivi Il progetto Matematica C3 ha per obiettivo la realizzazione di un manuale di matematica,
per tutto il percorso scolastico e per ogni tipo di scuola, scritto in forma collaborativa e con licenza
Creative Commons. Seguendo I'esempio di questa versione, altri insegnanti, studenti, appassionati
di matematica, potrebbero proporre delle modifiche per adattare il testo alle esigenze di altri percorsi
scolastici.

Supporti Matematica C3 & scaricabile dal sito www.matematicamente.it. Mentre il cantiere in
cui si lavora a questa versione si trova in: bitbucket.org/zambu/mc3_al_dolce e bitbucket.
org/zambu/mc3_a2_dolce. E disponile in formato elettronico pdf direttamente visualizzabile o
stampabile. Sullo stesso sito sono disponibili i sorgenti in IATEX, che ne permettono la modifica. |
diversi volumi che compongono I'opera possono essere stampati, fotocopiati in proprio o stampati
in tipografia per le sole le parti che occorrono. Oppure pud essere usato in formato elettronico
su pc, netbook, tablet, smartphone. Pud essere proiettato direttamente sulla lavagna interattiva
interagendo con il testo, svolgendo direttamente esempi ed esercizi, personalizzando con gli alunni
definizioni ed enunciati; ricorrendo eventualmente a contenuti multimediali esterni presenti sui siti
internet, confrontando definizioni e teoremi su Wikipedia, cercando sull’enciclopedia libera notizie
storiche sugli autori, ricorrendo eventualmente a contenuti multimediali esterni presenti sui siti
internet (sul sito www.matematicamente.it sono disponibili gratuitamente test interattivi e alcune
videolezioni).

Daniele Zambelli


www.matematicamente.it
bitbucket.org/zambu/mc3_a1_dolce
bitbucket.org/zambu/mc3_a2_dolce
bitbucket.org/zambu/mc3_a2_dolce
www.matematicamente.it

Prefazione alla seconda edizione Xi

Prefazione alla seconda edizione

Un anno di lavoro ha messo in luce alcuni errori che sono stati corretti, la nuova versione &
scaricabile da:

bitbucket.org/zambu/mc3_al_dolce_2ed

e

bitbucket.org/zambu/mc3_a2_dolce_2ed.

Ma, soprattutto, in questo anno & sorta una interessante opportunita: € stato finanziato un
progetto per tradurre il testo in braille. Il lavoro sta procedendo e alcuni capitoli sono gia stati
tradotti. Quanto fatto lo si puo trovare in:

oer.veia.it

Buon divertimento con la matematica!

Daniele Zambelli

Prefazione all’edizione 2016

Cambia il modo di indicare le edizioni.

Ma soprattutto & cambiata I'organizzazione del materiale: ora tutto il progetto & contenuto in un
unico repository.

Matematica Dolce, oltre ad essere un libro libero & anche polimorfo: ora & molto semplice
creare nuovi libri partendo dal materiale presente nel repository. Gia da quest’anno, oltre alla
versione orientata ai licei non scientifici, sta prendendo vita una versione per gli istituti professionali.
Il tutto & ospitato in:

bitbucket.org/zambu/matematicadolce

Quest’anno altri colleghi si sono uniti al progetto e un alunno ha fornito le immagini per le
copertine.

Per quanto riguarda i contenuti, riporto i principali cambiamenti:

la geometria ¢ stata inserita nel testo di matematica;

nel terzo volume & stato inserito un capitolo che introduce ai numeri Iperreali;

¢ stata riscritta la parte di linguaggio di programmazione per la geometria interattiva;
¢ stato aggiunto il quarto volume.

Abbiamo svolto un gran lavoro, ora € il momento di usarlo.

Buon divertimento con la matematica!

Daniele Zambelli

Prefazione all’edizione 2017

Raggiunto il traguardo dei cinque volumi: I'opera & completal

Comunque, chi ha voglia di partecipare alla realizzazione di Matematica Dolce pud stare
tranquillo: ¢’e ancora molto lavoro da fare.

Buon divertimento con la matematica!

Daniele Zambelli


bitbucket.org/zambu/mc3_a1_dolce_2ed
bitbucket.org/zambu/mc3_a2_dolce_2ed
oer.veia.it
bitbucket.org/zambu/matematicadolce
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Numeri reali

1.1 Dai numeri naturali ai numeri irrazionali

Nel volume Algebra 1 abbiamo presentato i diversi insiemi numerici. Li riprendiamo brevemente
per poi approfondire i numeri reali e le loro proprieta.
Linsieme dei numeri naturali racchiude i numeri che utilizziamo per contare; si indica nel
seguente modo:
N ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, .. .}

Su questi numeri sono definite le seguenti operazioni:

addizione: n + m & il numero che si ottiene partendo da n e continuando a contare per altre
m unita;

sottrazione: n — m € il numero, se esiste, che addizionato a m da come risultato n;
moltiplicazione: n - m & il numero che si ottiene sommando n volte m, 0 meglio sommando
n addendi tutti ugualia m

divisione: n : m & il numero, se esiste, che moltiplicato per m da come risultato n;
potenza: n™ & il numero che si ottiene moltiplicando m fattori tutti uguali a n con m > 2,
ponendon! =nenl =1;

radice: ¥/m conn > 2 & il numero, se esiste, che elevato a n da come risultato m.

Laddizione, la moltiplicazione e la potenza sono definite su tutto I'insieme dei numeri naturali,
cioé dati due numeri naturali qualsiasi, n ed m, la somma n 4+ m e il loro prodotto n. - m e la loro
potenza n™, escluso il caso 0°, danno come risultato un numero naturale. Non sempre invece, la
differenza n — m, il quoziente n : m o la radice /m di due numeri naturali danno come risultato
un numero naturale.

Tuttavia, dal punto di vista pratico-applicativo molto spesso si incontrano situazioni nelle quali
occorre eseguire sempre operazioni. Iniziamo dall’operazione di sottrazione. Sappiamo che in
tante situazioni di natura economica, ma non solo, deve essere possibile sottrarre un numero da
uno piu piccolo. Deve essere possibile, per esempio, comprare un’auto che costa 12.000 euro
anche quando in banca possediamo solo 10.000 euro. Deve quindi essere possibile eseguire
una sottrazione del tipo 10.000 — 12.000. |l risultato di questa operazione non va poi confuso con
il risultato di 12.000 — 10.000. Nel secondo caso, infatti, significa che sul nostro conto corrente
abbiamo 12.000 euro e dobbiamo spenderne 10.000, ci rimangono quindi 2.000 euro. Nel primo
caso invece, possediamo 10.000 euro e dobbiamo pagare 12.000 euro ci rimane un debito di 2.000
euro. Per distinguere i due tipi di numeri i matematici mettono davanti al numero il segno + o il
segno —. Si genera cosi 'insieme dei numeri interi.

Z={.,-3,-2,-1,0,+1,42,+3,...}

Su questi numeri I'operazione di sottrazione & ovunque definita, in altre parole il risultato di
qualunqgue sottrazione tra due numeri interi & un numero intero.

3
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Non & invece possibile eseguire sempre le divisioni. Oltre hai casin : 0 e 0 : 0 che non sono
definiti, solo in casi particolari € possibile dividere due numeri interi e ottenere come risultato
un numero intero. Ad esempio 5 : 4 non ha un risultato all’interno dell’insieme dei numeri interi.
Esistono pero tante situazioni reali in cui una divisione di questo tipo deve poter essere eseguita.
Per esempio & possibile dividere in parti uguali 5 uova in 4 persone, basta fare una frittata in una
padella tonda e dividere la frittata in quattro parti uguali, a ciascuna toccano % di uovo. Deve
essere possibile dividere in parti uguali 5 euro tra 4 persone. In tutto a ciascuno toccano 1 euro e
25 centesimi di euro: 1, 25.

Per rappresentare il risultato di queste due operazioni di divisioni abbiamo usato nel primo caso
la notazione frazionaria % e nel secondo caso la notazione decimale 1,25. Le due scritture sono
perfettamente equivalenti.

Per risolvere tutti i problemi di divisione i matematici hanno costruito I'insieme dei numeri
razionali che indichiamo nel seguente modo:

n 1 1 2 1 11 129
Q- {H IneZmeN,m# o} - {0,+1,—1, > 3ty 5,—17,1725...}

Con questi numeri € possibile sempre eseguire I'addizione, la sottrazione, la moltiplicazione, la
divisione (ad eccezione della divisione per 0), la potenza. Non sempre, invece, € possibile eseguire
I'estrazione di radice. Per esempio, hai gia conosciuto il numero v/2, cioé il numero che elevato
al quadrato da 2; esso non € un numero razionale, cio& non pu0 essere scritto né sotto forma di
frazione né sotto forma di numero decimale finito o periodico. | numeri di questo tipo si dicono
numeri irrazionali.

Abbiamo gia affrontato questo problema nel volume di Algebra 1; per comodita del lettore
riportiamo il ragionamento.

Fissiamo sulla retta orientata r 'unita di misura e disegniamo il quadrato di lato 1. Ci proponiamo
di calcolare la misura della sua diagonale OB.

C B C ~.B

(@] A T (@] A K T

[l triangolo OAB é retto in A, quindi per il teorema di Pitagora OB = 0A” +TBZ. Sostituiamo
le misure: OB~ = 12 + 12 = 2. Per ottenere OB dobbiamo estrarre la radice quadrata e quindi OB =
V2.

Sappiamo che “estrarre la radice quadrata” di un numero, detto radicando, significa trovare
quel numero che elevato al quadrato da come risultato il radicando. Questo numero deve esistere,
nel senso che esiste un punto sulla retta r che lo rappresenta, per costruirlo graficamente si puo
tracciare I'arco di circonferenza di centro O e raggio OB determinando su r il punto K estremo del
segmento con OK = OB.

Dalla posizione del punto K possiamo dire che 1 < v/2 < 2. Il valore cercato evidentemente
non & un numero intero. Pud essere un numero decimale finito? Compiliamo una tabella che
contenga nella prima riga i numeri con una sola cifra decimale compresi tra 1 e 2 e nella seconda
riga i rispettivi quadrati:

x 11 12 13 14 15 16
x2 121 1,44 169 1,96 225 2489
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Osserviamo che il numero 2 € compreso tra 1,42 e 1,52, di conseguenza 1,4 < V2 < 1,5,
ma ancora non possiamo precisare il suo valore, anche se abbiamo ristretto l'intervallo in cui si
trova il punto K. Diciamo che 1,4 & un valore approssimato per difetto di v/2 mentre 1,5 & un valore
approssimato per eccesso; scrivendo /2 = 1,4 oppure v/2 = 1,5 commettiamo un errore minore
di 1/10.

Per migliorare I'approssimazione e tentare di ottenere v/2 come numero razionale costruiamo
la tabella dei numeri decimali con due cifre compresi tra 1,4 e 1,5:

x 1,41 142 1,43 1,44
x2 1,9881 12,0164 2,0049 2,0776

Ora possiamo dire che 1,41 & un valore approssimato per difetto di v/2 mentre 1,42 & un
valore approssimato per eccesso, con un errore dell’'ordine di 1/100. Abbiamo quindi migliorato
'approssimazione e di conseguenza abbiamo ristretto I'intervallo in cui cade il punto K, ma ancora
non abbiamo trovato un numero razionale che sia uguale a v/2.

Continuando con lo stesso procedimento costruiamo due classi di numeri razionali che appros-
simano una per difetto e una per eccesso il numero cercato, restringendo ogni volta 'ampiezza
dell’intervallo in cui cade il punto K. Il procedimento puo continuare all’infinito e le cifre decimali
che troviamo non si ripetono periodicamente.

Valore per difetto  Numero Valore per eccesso Ordine dell’errore

1 V2 2 100
14 V2 15 10!
1,41 V2 1,42 102
1,414 V2 1,415 103
1,4142 V2 1,4143 104
V2

Si pud dimostrare che v/2 non & un numero razionale con una elegante dimostrazione per
assurdo.

Elevare un numero al quadrato significa elevare al quadrato le singole potenze dei fattori primi
in cui questo si scompone. | fattori primi di a? e di b2 sono gli stessi di a e di b con gli esponenti
raddoppiati, Se a e b non hanno fattori in comune, anche a? e b2 non li avranno. Quindi a? non
pud essere il doppio di b2. Percid 2 # g—i ev2# 2.

Oltre a /2 vi sono altri infiniti numeri che non possono essere scritti come frazione. Molte radici
e alcuni numeri particolari come 7, che corrisponde alla misura della circonferenza di diametro 1.

Questi numeri sono detti numeri irrazionali e costituiscono I'insieme J dei numeri irrazionali.

Lunione degli insiemi Q e J € I'insieme IR dei numeri reali.

1.2 | numeri reali

In base a quanto abbiamo detto prima, essendo R = Q U J, i numeri reali sono tutti quei
numeri che si possono scrivere in forma decimale con un numero finito o infinito di cifre, non

. o . , 17 | . -
necessariamente periodiche. Per esempio, la frazione i e uguale al numero decimale finito 1,0625.

16
La frazione T e uguale al numero decimale periodico 0,9411764705882352.
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Il numero 7t & invece un numero decimale a infinite cifre non periodico. Riportiamo alcune cifre:
7 =3, 141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 169 399 375 105 820 974 944 592
307 816 406 286 ... Nonostante i numeri irrazionali siano stati scoperti dallo stesso Pitagora o dai
suoi allievi nel IV secolo a.C., solo nel XIX secolo Augustin-Louis Cauchy e Richard Dedekind
sono giunti a una formulazione rigorosa di numeri reali.

In effetti, assumere che i numeri reali sono tutti quelli che si possono scrivere in forma decimale
finita o infinita, comporta dei problemi. Per esempio, gli algoritmi per addizionare, sottrarre e
moltiplicare due numeri richiedono di cominciare dalla cifra piu a destra, cosa che non € possibile
per i numeri decimali che non finiscono mai.

E possibile costruire I'insieme dei numeri reali a partire dallinsieme dei numeri razionali
dividendoli in due insiemi A e B con particolari caratteristiche:

1. ANB=90
2. AUB=0Q
3. YacA,¥YbeB,a<b

Una coppia di insiemi con queste caratteristiche venne chiamato da Dedekind (1831-1916) una
sezione, o partizione di Q.
Dato che A e B devono avere intersezione nulla:

se A ha un massimo B non puo avere un minimo;
se A non ha un massimo B puo avere un minimo;
A pud non avere un massimo B pud non avere un minimo;

Esempio 1.1. Sezioni

| due insiemi A e B cosi definiti: A = {x € Q|x < 3} e B = {x € Q|x > 3} definiscono una
sezione di Q, infatti ANB = AUB = Q e ogni elemento di A & minore di ogni elemento
di B; inoltre possiamo osservare che A non ammette massimo, non essendoci in esso un
numero che sia maggiore di tutti gli altri, mentre B ammette il minimo che é 3;

siano A = {x € Q|x < —1}, B = {x € Q| x > 0} la coppia (A, B) non & una sezione di Q
perché puressendo ANB=0noné AUB=Q

siano A = {x € Q|x < 2}, B = {x € Q|x > 2}, anche in questo caso la coppia (A, B) non
& una sezione di Q poiché ANB = {2}

costruiamo gli insiemi A e B nel seguente modo: A sia l'unione tra I'insieme dei numeri
razionali negativi e tutti i razionali il cui quadrato € minore di 2, in B mettiamo tutti i razionali
il cui quadrato & maggiore di 2. A = Q™ U {x € Q|x* <2}, B = {x € Q|x*> >2}. Siha
ANB =0 AUB = Q, inoltre ogni elemento di A & minore di ogni elemento di B, dunque
(A, B) & una sezione di Q, ma A non possiede il massimo e B non possiede il minimo, in
quanto abbiamo gia dimostrato che non esiste un numero razionale che ha 2 come quadrato.
Questa sezione individua un buco nell'insieme Q.

Definizione 1.1. Si chiama elemento separatore di una partizione (A, B) di Q il massimo di A
o il minimo di B, nel caso in cui almeno uno di questi elementi esista.



Sezione 1.3. Valore assoluto 7

Nel primo esempio, poiché esiste il minimo di B, la partizione (A, B) ammette un elemento
separatore e identifica il numero razionale 3. Nel quarto esempio non esiste un numero razionale
che fa da elemento separatore, la sezione (A, B) identifica un numero irrazionale.

Definizione 1.2. Linsieme R dei numeri reali & I'insieme di tutte le partizioni di Q. Chiamia-
mo numero razionale le partizioni che ammettono elemento separatore, chiamiamo numero
irrazionale le sezioni che non ammettono elemento separatore.

Ogni numero reale & individuato da due insiemi di numeri razionali che contengono, nel primo
tutte le approssimazioni per difetto e il secondo tutte le approssimazioni per eccesso.

Questa costruzione dell'insieme dei numeri reali R a partire dallinsieme dei numeri razionali
Q & puramente astratta e formale, non serve al calcolo, ma permette di collegare i nuovi numeri
allinsieme dei numeri naturali IN.

Nell'insieme delle partizioni di Q & possibile definire in modo rigoroso I'ordinamento e le
operazioni, nella pratica si usano sempre delle approssimazioni, magari molto elevate.

Definizione 1.3. Un insieme X si dice continuo se ogni partizione (X', X"’) di X ammette uno e
un solo elemento separatore, cioe se esiste un elemento x appartenente a X tale che per ogni
x’ di X’ e per ogni x” di X" si ha x'<x<x".

Teorema 1.1 (di Dedekind). Ogni partizione dell’insieme R di numeri reali ammette uno e uno
solo elemento separatore.

Da questo teorema segue che il numero reale & definito come I'elemento separatore di una
sezione (A, B) di numeri reali.

Postulato 1.2 (di continuita della retta). Esiste una corrispondenza biunivoca tra l'insieme dei
punti della retta geometrica e I'insieme R dei numeri reali.

Da questo postulato segue la possibilita di definire sulla retta un sistema di coordinate: ad ogni
punto corrisponde un numero reale (la sua ascissa) e viceversa ad ogni numero reale € associato
uno e un solo punto sulla retta; analogamente si ha nel piano dove il sistema di assi cartesiano
permette di realizzare una corrispondenza biunivoca tra coppie di numeri reali (ascissa e ordinata
del punto) e un punto del piano geometrico. Vedremo in seguito che la possibilita di associare
numeri e punti si estende anche allo spazio geometrico.

1.3 Valore assoluto

Si definisce valore assoluto di un numero reale a, indicato con |al, il numero stesso se a &
positivo o nullo, il suo opposto se a & negativo.

a ,se a=0
la| = :
—a ,se a<0

Il numero a si dice argomento del valore assoluto.
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-3 =3 [+5] =5 0] = 0.

1.3.1 Proprieta del valore assoluto

[x +yl| < |x| + |yl: il valore assoluto della somma di due numeri & minore o uguale della somma
dei valori assoluti dei due numeri. Si ha I'uguaglianza solo quando i due numeri reali hanno lo
stesso segno, oppure quando almeno uno dei due numeri & nullo.

[x —y| < x|+ |yl il valore assoluto della differenza di due numeri € minore o uguale della
somma dei valori assoluti dei due numeri.

[x -yl = Ix| - ly|: il valore assoluto del prodotto di due numeri € uguale al prodotto dei valori

assoluti dei due numeri.

X Ix| . . . . . .
— . il valore assoluto del rapporto di due numeri & uguale al rapporto dei valori assoluti

y| [l
dei due numeri.

In generale, se I'argomento del valore assoluto & una funzione f(x) si ha:

[ fx) ,se f(x)=0
If(x)| = { —f(x) ,se f(x)<0

Esempio 1.2. Valore assoluto di numeri reali
|5+ 3| = |5| + 13| in entrambi i casi si ottiene 8

|5+ (—3)| = 2 mentre |5| + |—3| = 8, pertanto |5+ (—3)| < |5] + |-3|.

Nelle espressioni contenenti valori assoluti di argomento letterale si deve cercare di eliminare il
valore assoluto.

Esempio 1.3. Valore assoluto di argomento letterale
|x2| = x? infatti x? & una quantita sempre non negativa;

|a® + 1| = a® 4 1 infatti a* & sempre positivo, aumentato di 1 sara sempre > 0

-1 >1 . . N - .
x—1] = { X hsex = una funzione di questo tipo si dice definita per cas;

—x+1,sex<1

f(a) = la+ 1] —3a+ 1 acquista due significati a seconda che I'argomento del valore assoluto
sia non negativo o negativo. La sua espressione algebrica é:

a+1—-3a+1=-2a+2,sea+1>0=a>-1

f(a):|a+1|3a+1:{ —(a+1)—3a+1=-4a,sea+1< 0=>a<-1"
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1.4 Esercizi

1.4.1 Esercizi dei singoli paragrafi
1.1 - Dai numeri naturali ai numeri irrazionali
1.1. Dimostra, con un ragionamento analogo a quello fatto per /2, che v/3 non & razionale.

1.2. Per ciascuno dei seguenti numeri reali scrivi una sequenza di sei numeri razionali che lo
approssimano per difetto e sei numeri razionali che lo approssimano per eccesso. Esempio:
V3:A ={1;1,7;1,73;1,732;1,7320;1,73205}, B = {2;1,8;1,74;1,733;1,7321; 1, 73206}

a)g/g:A_{ ........................ L OB ={ }
b);:A:{ ........................ Lo B ={i }
c);: = L, B={ }

1.2 - | numeri reali

1.3. Per ciascuno dei seguenti numeri reali scrivi una sequenza di almeno sei numeri razionali che
lo approssimano per difetto e sei numeri razionali che lo approssimano per eccesso:

a) vV2+v3 b) v2-V3

1.4. Determina per ciascuno dei seguenti numeri irrazionali i numeri interi tra i quali & compreso.
Esempio: 5 < v30 < 6

a) 50 d) V73 g) V5+V3 i) vV20—+10
b) V47 e) V107 h) 27 K) \/Z
c) Vo1 f) VI19 i) 2+ V7 10

N 7+\/§

1.5. Disponi in ordine crescente i seguenti numeri reali:

a) V2, 1, % 2,013, V5, ; 0,75
11 _ _
b) T, \/§: g, 0/95 \/Ea 3/ 141 \:72>5

1.6. Rappresenta con un diagramma di Eulero-Venn l'insieme dei numeri reali IR, suddividilo
nei seguenti sottoinsiemi: I'insieme dei numeri naturali IN, I'insieme dei numeri interi relativi Z,
l'insieme dei numeri razionali Q, I'insieme J dei numeri irrazionali. Disponi in maniera opportuna i

seguenti numeri: v/3, /5, m 0,3, 3,14, % )

1.7. Indica il valore di verita delle seguenti affermazioni:

) un numero decimale finito &€ sempre un numero razionale;

) un numero decimale illimitato & sempre un numero irrazionale;

) un numero decimale periodico &€ un numero irrazionale;

) la somma algebrica di due numeri razionali € sempre un numero razionale;

) la somma algebrica di due numeri irrazionali & sempre un numero irrazionale;
) il prodotto di due numeri razionali & sempre un numero razionale;
) il prodotto di due numeri irrazionali € sempre un numero irrazionale.

Q .0 QOO T
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1.3 - Richiami sul valore assoluto

1.8. Calcola il valore assoluto dei seguenti numeri:

a) -5l d) (0] g) |-3+5|
b) [+2] e) [-10] h) (=1
c) -1 f) 13—5(2)] i) [-1-2-3|

1.9. Dati due numeri reali x ed y entrambi non nulli e di segno opposto, verifica le seguenti relazioni
con gli esempi numerici riportati sotto. Quali delle relazioni sono vere in alcuni casi e false in altri,
quali sono sempre vere, quali sono sempre false?

Relazione x=-3y=5 x=-2,y=2 x=-10,y=1 x

|
‘H
«
|
|
o1

=[==]=]=]=]| '

x| <yl
x| =yl
x| <y
Ix +yl < [x[+ [yl
Ix —yl = [x[ =yl
x| =yl = x =yl

=[=]=]l=l=]<]

= =]==]=]=

=]=l=]=]=]<]

= [=]=]=]=]=]

=]=l=]=]=]<]

[=[=]==]=]=]

=I=]=]l=l=]<]

1.10. Elimina il segno di valore assoluto dalle seguenti espressioni sostituendole con una funzione
definita per casi:

a) f(x)=Ix+1]| e) f(x)=|[x*—1|
b) f(x)=x—1] f) f(x)=[x>—1
c) f(x)= ‘x +1| g) f(x)*‘x2—6x+8‘
d) f(x)=|(x+1)?| h) f(x) = |x*+5x+4|

1.11. Elimina il segno di valore assoluto dalle seguenti espressioni sostituendole con una funzione
definita per casi:

a) f(x):|x+1| e) f(x)=Ix—2/+Kx—3|
Ix + 2] f) f(x)=px+1|-x+2|
x+1 x+1 x4+ 2
f =
b) f(x) = |~ 9) f(x) ‘ =2
c) f(x)=h+1+Kx-2| N x—|—2
d) f(x)=Ix+2/+x—2| ) f o




Radicali

2.1 Definizioni

2.1.1 Osservazioni sulle potenze
Operazioni inverse

Quando abbiamo parlato delle operazioni, abbiamo anche accennato all’idea delle operazioni
inverse. Un’operazione inversa € un’operazione che permette di “tornare indietro” rispetto all’effetto
prodotto da un’operazione. Ad esempio se ad un humero qualunque aggiungo 7 e poi tolgo 7
ottengo ancora il numero di partenza. Possiamo dire che la sottrazione & I'operazione inversa
dell’addizione. Cosi, se parto da un numero a e lo moltiplico per b poi lo divido per b ottengo
ancora il numero a:

142+7—-7=149—-7 =142

axb+-b=a

Loperazione inversa pud anche essere vista come quell’operazione he permette di trovare un
operando conoscendo il risultato:

o3 =7=>...=7-3

54...=9=>...=9_5

e xX3=6=>---=6+3

15x---=5=>---=15+5

Le cose si complicano un po’ se consideriamo le altre due operazioni aritmetiche:
=3 =7=>...=723

5—.=9=>...=9.75

23 =6=>..-=6."3

15+...=5=>...=15.?5

Perché Sottrazione e divisione si comportano in modo diverso da addizione e moltiplicazione?
Come si comportera la potenza?
Anche la potenza ha due operazioni inverse. Se dobbiamo trovare la base:

..3=8=...= /8 =2 (Radice)
mentre per trovare I'esponente:
2+ =8= ... =log, 8 = 3 (Logaritmo)

Definizione 2.1. La radice € I'operazione che permette di calcolare la base conoscendo la
potenza e I'esponente.

Definizione 2.2. |l logaritmo & I'operazione che permette di calcolare I'esponente conoscendo
la potenza e la base.

Ne seguito del capitolo ci concentreremo sulle radici rimandando lo studio dei logaritmi a tempi
migliori.
Iniziamo con alcune definizioni.

11
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2.1.2 Radici quadrate

Definizione 2.3. Si dice radice quadrata di un numero reale positivo o nullo quel numero reale
positivo o nullo che elevato al quadrato da come risultato il numero dato. In simboli v/a =b <
b2 = adove a,b € RT U{0}.

Il simbolo N e il simbolo della radice quadrata; il numero a € detto radicando, il numero b &
detto radice quadrata di a.
Dalla definizione Va2 = a con a > 0, quindi:

/19 3 3\2 9
e 4 2* _— = = A — = —
V81 =9 perché 9° = 81 o 8perche (8) o

0 Osservazione /81 = +/(—9)2, ma non & vero che 1/(—9)2 = —9 perché nella definizione di
radice quadrata abbiamo imposto che il risultato dell’operazione di radice quadrata sia sempre
un numero positivo o nullo. Questa osservazione ci induce a porre molta attenzione quando il
radicando & un’espressione letterale: in questo caso Va2 = a non & del tutto corretto poiché a
puo assumere sia valori positivi sia valori negativi mentre, nei numeri reali, il risultato della radice
quadrata non € mai un numero negativo. Scriveremo correttamente Va2 =|al.

Esempio 2.1. Radici quadrate

V4 = 2 infatti 22 = 4 V/x2 = |x| dobbiamo mettere il valore as-
9 3 3\2 9 soluto al risultato perché non conoscen-
W/E =1 infatti <4> =16 do il segno di x dobbiamo imporre che il

risultato sia sicuramente positivo;
V0,01 = 0,1 infatti 0,12 = 0,01

V1i=Tlinfatti12 =1

Va2 —4a+4 = /(a—2)2 = |a—2|
V0 =0 infatti 02 = 0 dobbiamo mettere il valore assoluto
. . . erché a — 2 pud anche essere negativo;
v/—16 non esiste, radicando negativo; P ¢ P 9
/11 esiste ma non & un numero intero né
razionale, & un numero irrazionale; 9(x+1)2 =3|x+1].
2.1.3 Radici cubiche
Definizione 2.4. Si dice radice cubica di un numero reale a quel numero che, elevato al cubo,
da come risultato a. In simboli /a =b < b3 = a dove a,b € R.
Puoi notare che la radice cubica di un numero reale esiste sempre sia per i numeri positivi 0

nulli, sia per i numeri negativi.

Esempio 2.2. Radici cubiche

J/—8 = —2 infatti (—2)° = —8 V1=1infatti’® =1

/125 = 5 infatti 5° = 125 v0 = 0 infatti 03 = 0
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/—1000 = —10 infatti (—10)3 = —1000 VX3 =x per le radici cubiche non si deve
3 mettere il valore assoluto;
31_1infatti o1
8 2 2 8

V332 +3x+1=(x+1)83 =x+1
125 = 0, 5 infatti (0,5)3 =0, non si deve mettere il valore assoluto.
30,125 = 0,5 infatti (0,5)3 = 0,125 id il val |

Osserva che la radice cubica di un numero mantiene sempre lo stesso segno del numero in
quanto il cubo di un numero reale conserva sempre il segno della base.

2.1.4 Radici n-esime

Oltre alle radici quadrate e cubiche si possono considerare radici di indice qualsiasi. Si parla in
generale di radice n-esima per indicare una radice con un qualsiasi indice n.

Definizione 2.5. Si dice radice n-esima di un numero reale a quel numero b che elevato allan
da come risultato a. Se n & pari b & positivo. In simboli ¥/a=b < b™ =aconn € N,n > 0.
a si dice radicando,
n si dice indice,
b si dice radice

Non si definisce la radice di indice 0 e la scrittura /a & priva di significato. Alla scrittura v/a
si da il valore a.

Quando si tratta con le radici n-esime di un numero reale, bisogna fare attenzione se l'indice
della radice & pari o dispari. Si presentano infatti i seguenti casi:

se l'indice n & dispari Va ¢ definita per qualsiasi valore di a € IR, inoltre & negativa se a < 0,
positivase a >0enullase a =0

se l'indice n & pari ¥/a é definita solo per i valoridi a > 0 e si hache ¥a > 0.

Esempio 2.3. Radici n-esime

V16 = 2 infatti 2* = 16 v/—1 = —1 infatti (—1)° = —1
YA . . C(_oy4

16 non esiste infatti (—2) +16 Vx* = |x| va messo il valore assoluto
V/32 = 2 infatti 2° = 16 perché 'indice della radice & pari;
4T a4 e 14
VI=1infatii1? =1 V/x5 = x non va messo il valore assoluto
V0=0 perché l'indice della radice & dispari.

2.2 Condizioni di esistenza

Riprendendo le conoscenze sulle potenze, ricordiamo che il quadrato di un numero non pud
essere negativo perché un numero negativo per se stesso da come risultato un numero positivo. In
generale una potenza con esponente pari € sempre positiva. Mentre una potenza con esponente
dispari ha lo stesso segno della base.
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Esempio 2.4. Alcune potenze:

(+5)% = +25 (+2)° = +64 (+2)° = +8 (+2)7 = +128
(=5)% = +25 (~2)° = +64 (-2 =-8 (~2)7 = —128

Possiamo affermare che nessun numero reale pud essere la radice quadrata di un numero
negativo, poiché non esiste nessun numero reale che elevato al quadrato dia come risultato un
numero negativo.

E, piu in generale, nessun numero reale pud essere la radice di indice pari di un numero
negativo.

Finché abbiamo a che fare con numeri, le cose risultano abbastanza semplici, ma quando il
radicando & un’espressione letterale dobbiamo fare molta attenzione a operare su di esso.

Non & detto che sqrta esista, perché non possiamo sapere se a rappresenta un numero
positivo o0 negativo. Quindi sqrta & un numero reale solo se a > 0.

Le condizioni di esistenza (in breve si pud scrivere C. E.) di un radicale sono le condizioni cui
devono soddisfare le variabili che compaiono nel radicando affinché la radice sia un numero reale.

Supponiamo di avere }/A(x) con A(x) espressione nella variabile x, dobbiamo distinguere i
seguenti casi:

se n & pari la radice € un numero reale solo per i valori di x che rendono non negativo il
radicando, cioe C.E.: A(x) >0

se n & dispari la radice & un numero reale per qualsiasi valore della variabile x che permette
di calcolare il radicando.

Esempio 2.5. Condizioni di esistenza
vxi C.Ex>=0
Ix: C.E.VxeR
vV—x: C.E.x<0
J—x: C.E.¥x € R
Vx—1: CCEx—1>0=x>1

Va2 +1: C.E.Va € R, infatti a® & sempre positivo pertanto a®> +1 > 0,Va € R

i %H: la radice cubica € definita per valori sia positivi sia negativi del radicando, tuttavia

bisogna comunque porre la condizione che il denominatore della frazione non sia nullo,
quindi C.E.x+1#0=x # —1

Wxy: C.E.xy>0

Y/a?(a —3): poiché la radice ha indice dispari non occorre porre alcuna condizione di
esistenza.

Esempio 2.6. Determina le condizioni di esistenza della seguente espressione: v/x + v/x + 1.
C.E. /x esiste per x > 0, v/x + 1 esiste per x + 1 > 0, quindi per individuare le condizioni di
x>0 { x>0

esistenza dell’espressione occorre risolvere il sistema .
P x+1>0 x>—1
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+o
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In definitiva C. E.x > 0.

[x—1
Esempio 2.7. Determina le condizioni di esistenza della radice ¢ X?
X

x—1

C.E. > 0. Occorre discutere il segno della frazione f, combinando il segno del numeratore
X
N e del denominatore D:

\
—_
4=

segno di N: — + T

segno di D: — + +

segno di f: +
Pertanto CE. x < —1Vx > 1.

2.3 Potenze ad esponente razionale

In questo paragrafo ci proponiamo di scrivere la radice n-esima di un numero reale a > 0 sotto
forma di potenza di a, vogliamo cioé che sia: ¥a = a*.

Caso con esponente positivo Elevando ambo i membri dell’'uguaglianza alla potenza n otte-
niamo: (\”ﬁ)n = (a*)™ da cui si ottiene a = a™*. Trattandosi di due potenze con base a>0,
'uguaglianza & resa possibile solo se sono uguali gli esponenti. In altre parole, deve essere:

1 L 1
1=n-x=x= =, quindi: Ya=an.
Vediamo ora di generalizzare la formula. Sia m un numero intero positivo, possiamo scrivere
1\ m . . m
= (aﬁ) equindi an = (Ya)™.

Esempio 2.8. Calcola le seguenti potenze a esponente razionale positivo.

m
n

a

2
273 si ha che 273 = (327) —32 -9
253 siha che 253 = (\2/275)3 =53 = 125.

Caso con esponente negativo Per definire la potenza ad esponente razionale negativo &

m

. . . L _m 1 1\ ™
necessario imporre la restrizione a0, infatti risulta: a™» = — = <>
an a

Esempio 2.9. Calcola le seguenti potenze a esponente razionale negativo.
1 1 1

27%2(@2:32:9
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1

12575 = V125 2= {/(53) 2= /(5 2P =52 = >

) =/ = B

1

(49) —(49)2 =49 =7

In generale si da la seguente
Definizione 2.6. Si dice potenza a esponente razionale T+ di un numero reale positivo a

lespressione: an = ¥/a™ = ({/a)™ con I € Q.
Perché abbiamo dovuto imporre la condizione che a sia un numero positivo? Partiamo
dall’espressione an con n € IN —{0}, se n € dispari la potenza an & sempre definita per ogni

. A
valore della base a, mentre se e parl an e definita solo per a=0
Nel caso generale an con ™ € Q laformula an = (¥/a)™ & falsase a < 0.
6
1 6 e . :
6} = (V/=2)" non & definita nei numeri

Consideriamo il seguente esempio: (—2)6 = {(—2)
reali perché non esiste la radice sesta di un numero negativo. Tuttavia possiamo anche scrivere
6 & 1
(-2)8 = [(-2)°]" = (64)% = Vi6a =2.

Arriviamo pertanto a due risultati differenti
Per estendere la definizione al caso di basi negative sarebbe necessario stabilire un ordine

di priorita delle operazioni ma cid andrebbe contro la proprieta commutativa del prodotto degli

esponenti di una potenza di potenza.

2.4 Semplificazione di radici
Proposzione 2.1. [/ valore di una radice in R™ U{0} non cambia se moltiplichiamo o dividiamo
indice della radice e I'esponente del radicando per uno stesso numero positivo. In simboli

m

=qnt =

o~

nt amt

3

Vam =a

cona>0em,n,teIN—{0}.

comune.

Esempio 2.10. Semplificazione di radici
V52 =58 =57 = v/5: abbiamo semplificato per 2 indice della radice ed esponente del

radicando;
1/ = \/7 = % = % \/g

V415 41 — 45 — /43 abbiamo semplificato per 5

/39 = 37: non & riducibile perché indice della radice ed esponente non hanno divisori
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v/30 - 27 -10: scomponendo in fattori primi otteniamo
V30-27-10=+/2-3.5.33.2.5=/22.34.52,

Osserviamo che tutti gli esponenti del radicando e l'indice della radice hanno un divisore,
quindi V22 .3%.52 =23 .32 .53 =2.32.5 =90

Fin’ora abbiamo operato con numeri, ma se il radicando & un’espressione letterale non sap-
piamo se sia positiva 0 negativa e quando semplifichiamo un esponente pari dobbiamo tenerne
conto:

Esempio 2.11. Se abbiamo la radice: v a? potremmo pensare di semplificarla in:
4/ 2 1
02 = Qa4 = Qa2 = \/a
Ora, se a = +b5 ci ritroviamo esattamente come nel primo degli esempi precedenti. Se a = —5
lo svolgimento precedente ci darebbe: +/—5 che non & un numero reale perché la radice ha indice
pari e il radicando & negativo, mentre I'espressione iniziale equivale ad un numero reale dato che il

radicando, essendo elevato alla seconda € senz’altro positivo. Possiamo risolvere questo errore
utilizzando il valore assoluto.

Nel caso di radicandi letterali la regola della semplificazione delle radici diventa:

Proposzione 2.2.

m { Vam set é dispari

amt — .
Yla™m|, set e pari

Esempio 2.12. Semplificazione di radici con espressione letterale come radicando.

VAx*y2ab = \/22xty2ab = 2x2 |ya®|: abbiamo semplificato per 2 sia I'indice della radice
che I'esponente del radicando;

VaZ+2a+1 = ¥(a+1)2 = ¢Ja+1]: dopo aver riconosciuto che il radicando & il

quadrato del binomio, abbiamo sempilificato per 2 indice ed esponente;

VY = Iyl

V3 2xy +42 = /(x+y)2 =x +yl

v x% +y2 non & semplificabile perché il radicando non pud essere espresso sotto forma di
potenza;

Vx—12 =3 x—1]
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2.5 Moltiplicazione e divisione di radici

Se abbiamo radicali letterali, prima di operare, € necessario determinare le condizioni di
esistenza: il prodotto di due radicali esiste la dove sono soddisfatte le condizioni di esistenza di
tutti i fattori; il quoziente esiste 1a dove sono soddisfatte le condizioni di esistenza di dividendo e
divisore, con il divisore diverso da zero.

Una volta verificate le condizioni di esistenza, possiamo trasformare le radici in potenze con
esponente frazionario, operare su queste espressioni utilizzando le proprieta delle potenze e
ritrasformare il risultato in radici.

Esempio 2.13. Moltiplicazione e divisione di radici con lo stesso radicando.
V6-U6=61-65 =6it3 =602 = V&7

V6:V6=68:65 =613 =61 =1

2.5.1 Moltiplicazione e divisione di radici con lo stesso indice

Il prodotto di due radici che hanno lo stesso indice & una radice che ha per indice lo stesso
indice e per radicando il prodotto dei radicandi:

Ya- Vb= Vab.

Allo stesso modo, il quoziente di due radici che hanno lo stesso indice € una radice che ha per
indice lo stesso indice e per radicando il quoziente dei radicandi:

n.“i“a. Lﬁfng
Va: Vb=V .bé%—\/;.

Nota: Se a e b sono entrambi negativi e I'indice & pari, I'espressione ¥a: /b non ha valori
reali mentre V/ab ha il radicando positivo e quindi ha valori reali. Moltiplicando in questo modo
possiamo ottenere un risultato reale che I'espressione di partenza non ha.

Per rendersi conto di questa proprieta si possono trasformare le radici in potenze ad esponenti
razionali e applicare le proprieta delle potenze:

1
%~%:a%~b%:(ab)%: Vab, Va: %:a%:b%:<%)n: » %.

Esempio 2.14. Moltiplicazione e divisione di radici con lo stesso indice.
VZVB=V23=1/6

V2-V/3=22.31=(2.3)1=6
3
7@2:9/%:%:%

V2a- /T2 =V2a T B =20 & 5 = /2 =33(C.E.a > 0Ab > 0).

=6

N=
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2.5.2 Moltiplicazione e divisione di radici con indici diversi
Procedura 2.3. Moltiplicazione o divisione di radici generiche:

a) scomporre in fattori irriducibili tutti i radicandi;
b) porre le condizioni di esistenza;

c) scrivere le radici sotto forma di potenza;

d) applicare le proprieta delle potenze.

Esempio 2.15. Moltiplicazione e divisione di radici con indice diverso.

3+2
6

V2.2 =025.05 =03t =0%F — 08 = ¥25

3/v290 . oy
Esempio 2.16. Prodotto di radici con radicandi letterali. %
X7y
Il campo di esistenza e: C.E.x > 0Ay > 0.

3/.2 2 1 1 1
VXY - /X X3 -y3-x2-y?2 . .
- Y Y _ y2 5 vt _ scrittura sotto forma di potenze
X2y3 X6 ~y€
2 1 2 3 s .
=x3.X2:%6 - 6 = proprieta commutativa

+ <«
R

X u:
NI

«

proprieta delle potenze

=x 6 -y 6 = calcolo degli esponenti

2.6 Portare un fattore sotto il segno di radice
Per portare un fattore dentro il segno di radice bisogna elevarlo all'indice della radice:

aVb= Var-bseneépariea>0
aVo=—Va"-bsenépariea<0
aVb = Vam™-bsen édispari.

Ricordando che abbiamo posto {/a = a, portare un fattore sotto radice equivale a svolgere la
moltiplicazione tra una radice di indice 1 e una radice di indice qualsiasi.

Esempio 2.17. Portare un numero reale dentro il segno di radice.

2-37=23.7=1/5

—1./3 lasciamo fuori dalla radice il segno meno —1v/3 = —/(1)*.3 = —\/g
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lovm=—y/(3) 2=/} 12= \/’
(1-v2)-V3=—(vV2-1)-V3=—/(vV2—-1)2-3
—2v/5 = /(—2)3 -5 = vy—40.

Esempio 2.18. Portare una espressione letterale dentro il segno di radice.

a-vb = Va3 rindice della radice & dispari pertanto si porta sotto radice senza alcuna

condizione;
(x—1) = /(x —1)3 - x lindice della radice & dispari, non sono necessarie condizioni
sulla x

(x —2)/y osserviamo che il radicale esiste per y > 0. Per portare dentro il segno di radice
il coefficiente (x — 2) bisogna fare la distinzione:

) V(x=2)2y,sex>2
(XZ)\/ﬁ—{ 2—x)/y=—V(2—x)%y,sex <2;

(x —1)vx —2. ll radicale esiste per x —2 > 0 — x > 2, per questi valori il coefficiente
esterno (x — 1) & positivo e puod essere portato dentro la radice:

(x—1DvVx—2=1/(x—1)2(x—2);

2.7 Portare un fattore fuori dal segno di radice

E possibile portare fuori dal segno di radice quei fattori aventi come esponente un numero che
sia maggiore o uguale all'indice della radice. In generale si inizia scomponendo in fattori irriducibili
il radicando, ottenendo un radicale del tipo Va™ con m > n.

I°modo: si esegue la divisione intera m : n ottenendo un quoziente q e un resto r. Per la
proprieta della divisione siha m = n- g+ r quindi ¥Va™ = ¥/a™d9+T e per le proprieta delle
potenze Vand+r = ’{/(aq)“ -a” e per la regola del prodotto di due radici con medesimo indice
si ottiene:

Vavatr = Y/(a9)n-a" = Y(a9)™- Var =a9- Va'conr <n.

Notiamo che il fattore “fuori” dalla radice ha per esponente il quoziente della divisione intera, mentre
il fattore che rimane “dentro” ha per esponente il resto della divisione stessa.
Va8 = ... eseguiamo la divisione 8 : 3 con q =2 e r = 2, otteniamo v/a® = a2 - Va2,

llI°modo: si pud trasformare la potenza del radicando nel prodotto di due potenze con la stessa
base; una avente esponente multiplo dell'indice della radice e I'altra avente per esponente la
differenza tra 'esponente iniziale e il multiplo trovato. Consideriamo il seguente esempio:

Vad =il multiplo di 3 piu vicino a 8 € 6 quindi, otteniamo

Vo=Vt V=
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Esempio 2.19. Portare un numero reale fuori dal segno di radice.

v/1200 Si scompone in fattori primi il radicando 1200 = 2% .52 .3 ne segue allora che
V1200 = v24.52.3 = 22.5\/3 = 20V/3

V75 =V52.3=5V3
V720 =v/24.32.5=22.3./5 =125

Quando portiamo fuori dalla radice un termine letterale dobbiamo verificare se l'indice della
radice € pari o dispari e se il termine che portiamo fuori & positivo o negativo. In particolare:

n a Vb, se n dispari;
Yanb =
“ { la| ¥/, se n pari.

Esempio 2.20. Portare una espressione letterale fuori dal segno di radice.

V2a2? = |a]v/2 bisogna mettere a in valore assoluto perché sotto radice poteva essere
sia negativo che positivo, la radice invece deve essere sempre positiva; se a < 0 la

relazione v2a2 = av/2 & errata:

vV a®b7cd3 occorre eseguire le divisioni intere tra gli esponenti e l'indice della radice. Comin-
ciamo da a® risulta 5 : 3 = 1 con resto uguale a 2 per b’ si ha 7 : 3 con quoziente 2 e resto 1
I'esponente di ¢ & minore dell'indice; per d® si ha 3 : 3 con quoziente 1 e resto 0. In definitiva

Va5b7cd?® = ab?dv/ aZbc, o anche:

vV aob7cdd = {/(a3a2)(bbb)cd® = v a3bbd3 - v/ a2bc = ab?d3 v a2bc

In questo caso non ¢’é da mettere il valore assoluto perché l'indice della radice € dispari;

3 3,3
Yy 3/3°x7y X
,C.E.Z#O 2',6 :3?\2/13

V3la—1)2 = la—1]V3 = { a‘i D3 sea<l

1)v3,sea > 1.

2.8 Potenza di radice e radice di radice

Per elevare a potenza una radice si eleva a quella potenza il radicando: ( {‘/E)m = Vam, Si
capisce il perché di questa proprieta trasformando, come negli altri casi, la radice in potenza con

m
esponente frazionario: ({/a)™ = (a%) =an = YVam.

Esempio 2.21. Potenza di radice.
2 2
(v2) =v2i=2 (V2a023)" = VaaZvics.

La radice di un’altra radice & uguale a una radice con lo stesso radicando e con indice il
prodotto degli indici delle radici: %/ Va = ™%¥/a. Anche questa proprieta si pud spiegare
con le proprieta delle potenze trasformando la radice in potenza con esponente frazionario:

1

Tn'\/ {"/>: ((1%)H = aﬁ = 1T1~{l/a
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Esempio 2.22. Radice di radice.
VV2=%2=v2 v V2x = ¥2x.

Esempio 2.23. Data I'espressione E = V/3 - v/2 ridurla ad unico radicale.
In questo caso non possiamo subito applicare la regola annunciata, ma dobbiamo portare il

fattore esterno dentro la radice piu interna ottenendo \5/ V32.2 = V8.
Osserviamo che I'espressione E = v/3 -+ /2 non si puo ridurre ad unico radicale, se non sotto
determinate condizioni che analizzeremo in seguito.

2.9 Somma di radicali

Si dice radicale un’espressione del tipo a ¥/b con a e b numeri reali, b>0 ed n € IN. Il numero
a prende il nome di coefficiente del radicale.

Operare con i radicali € simile al modo di operare con i monomi. Infatti & possibile effettuare
somme algebriche soltanto se i radicali hanno lo stesso indice e lo stesso radicando, mentre si
possono sempre effettuare moltiplicazioni e divisioni dopo averli ridotti allo stesso indice.

Definizione 2.7. Due radicali si dicono simili se hanno lo stesso indice e lo stesso radicando.

E possibile effettuare somme algebriche soltanto se i radicali sono simili, si eseguono le somme
allo stesso modo in cui si eseguono le somme algebriche dei monomi.
Attenzione I'operazione v/2 + v/3 = /5 & errata in quanto i radicali addendi non sono simili.

Esempio 2.24. Esegui le seguenti somme di radicali.
VB+V2=V28+2=2V2+v2=3V2
2/45— /80 =2v/32.5—V24.5=2.3.1/5-22,/5 = 6,5 -4/5 =25
V2 4+ /3 non si pud eseguire perché i radicali non sono simili;
v/2 4+ /2 non si pud eseguire perché i radicali non sono simili;
V3+V3=2/3
2V/5—-v5=15
W47 = (=) V7 = 3587 =47
3v2+2v3—-2v2+43v3 = (3—2)v2+ (24 3)v/3 = /2 + 5v/3 abbiamo sommato i radicali
simili;
2y/a+3ya=5y/a C.E.a>0

4 4 4 . P T . . . .
Va®+vVad-\/a+vab: a. Poniamo le condizioni di esistenza a > 0 e svolgiamo i calcoli:

Vo + Va3 a2 +Vab:a= Va5 + Vb + Va5 =3Va® =3Vt a=3aia.

Per semplificare le espressioni che seguono, useremo le procedure di calcolo dei polinomi.
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Esempio 2.25. Esegui le seguenti operazioni con i radicali.
(1+Vv2)(3v2—-1)=3v2—-1+3V22 —2=3V2-1+3-2—V2=2V2+5
(V3+1)2=(V3)2+(1)2+2-vV3-1=3+1+2/3=4+2V3
(V3—v2)2 = (V32 + (V2> +2v3(—V2) =3+2-2V6=5-2V6
(B+v2+v3)2 =32+ (V2)2 + (V3)2 +6vV2+ 63 +2v2V3 = 14+ 6v2 4+ 61/3 + 26
(V2+4)(3—v2) =3V2+V2(—v2) +12+4(—V2) =32 -2 +12—-4v/2 =10 - V2
(V2—3)% = (V2)? =9(v2)> +27V2 + (-3)% = 2v2 — 18 +-27v2 — 27 = 29v2 — 45.

2.10 Razionalizzazione del denominatore di una frazione

Nel calcolo di espressioni che contengono radicali pud capitare che al denominatore compaiano
dei radicali. Per migliorare I'approssimazione si cerca di evitare questa situazione e operare affinché
non compaiano radicali al denominatore. Questa operazione prende il nome di razionalizzazione
del denominatore.

Razionalizzare il denominatore di una frazione vuol dire trasformare una frazione in una frazione
equivalente avente per denominatore un’espressione nella quale non compaiano radici.

I°Caso: la frazione ¢ del tipo ib conb > 0.

Per razionalizzare il denominatore di una frazione di questo tipo basta moltiplicare numeratore
e denominatore per v/b, che prende il nome di fattore razionalizzante:

a avb B avb
Vb Vb-Vb b
Esempio 2.26. Razionalizza il denominatore delle seguenti espressioni.
1 1-v2 V2
VIO VI2 2

3 3/3 3/3 3
2v/3 2v3/3 23 2

az—1 (a2—1)vVa—1 (a®2—1)vVa—1 (a—1)(a+1)Va—1

= = = = 1 —_— 1_
Va1 Va-lva-1 a1 a1 lat1va
a
ll°Caso: la frazione & del tipo ———=conb > 0An > m.
p v
In questo caso il fattore razionalizzante & ¥Vb™—™. Infatti si ha:
a avpn—m _avbhrm g ¥bnm g ypnm
YVpm o Vpm. Vpn—m) - Ypm.pn-—m o vVpn o b

Se abbiamo un’espressione in cui I'esponente del radicando &€ maggiore o uguale all'indice della
radice, prima di razionalizzare, possiamo portare fuori dalla radice un fattore.
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Esempio 2.27. Razionalizza il denominatore delle seguenti espressioni.

= il fattore razionalizzante & V22 quindi:

S

1 1-v22 Va4

Vo HVE VB T
ab . . . .4 T
: il fattore razionalizzante & vx3a2b quindi:
Vxa2b3
ab ab - vx3a2b B abvx3a2b B abvx3a2b B \4/x3a2b‘
Vxa2b®  Vxa?b3 - v/x3a2b Vxtadbd xab x

1 1 1V Vb
Vb5 bVb2  bVb2-vb b2

lli°Caso: la frazione & del tipo oppure cona>0Ab>0.

X X
Va++vb va—vb

Per questo tipo di frazione occorre sfruttare il prodotto notevole (a + b)(a —b) = a® — b2. II
fattore razionalizzante nel primo caso & v/a — /b, nel secondo & v/a + v/b. Sviluppiamo solo il
primo caso, poiché il secondo & del tutto analogo:

x _ ox-(Va=vh)  x(Va-vb)  x(va-vb)
Va+vb o (Va+ve)-(Va-vh)  VaZ-vb?  a-b

Esempio 2.28. Razionalizza il denominatore delle seguenti espressioni.

2 2-(vV3++5) C2(V3+4V6)  2(VB+VB)
V3—V5  (V3-V5)-(V3+vE) VRV 2 =-(vV3+v5)
V2 V2.3+V2)  V23+v2)  V2B3+V2)  V2(3+V2)
3-V2 (3-V2)-(3+v2) ®-v22  9-2 7

1+yva (1+va)-(1+va) (1+va)? 1+2y/a+a
1-vVa (1-Va(l+va) 1-vVa2  1-a

cona>0Aa#1.

2.11 Equazioni, disequazioni e sistemi a coefficienti irrazionali

Avendo imparato come operare con i radicali puoi risolvere equazioni, sistemi e disequazioni
con coefficienti irrazionali.

2.11.1 Equazioni di primo grado

Esempio 2.29. Risolvi le seguenti equazioni.

:i.@zﬁzg\/g

9
Ix=9= x=—=
Vax = ATXT BB 3
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(V3—1)x—v6 =2x—v2(3v2+1) + 1.

(V3—1)x—v6=2x—V2(3V2+1)+1
=V3x—x—V6=2x—3-2—v2+1
=V3x—3x=v6—Vv2-5
=x(V3-3)=V6—-V2-5

X: V6—V2-5

V3-3

Razionalizziamo ora il denominatore:

L _V6-v2-5 V3+3 3v24+3v6—-v6-5/3-15 V6 5/3 5

: = +==+
V3-3  3+3 3-9 36 2

2.11.2 Disequazioni di primo grado

Esempio 2.30. Risolvi le seguenti disequazioni.

V3
V3—1

(v3—1)x < V3 il coefficiente dell'incognita & positivo, quindi: x <

3+43
2

e poi razionaliz-

zando x <

—3v2
2(1-v2)

2x - (1 —+/2) > —3+/2 il coefficiente dell'incognita & negativo, quindi x < e poi

3
razionalizzando x < 3 + Eﬁ'

2.11.3 Sistemi di primo grado
X2+ vV2) +y =v2(2+x)

2
x—(V2+1)y = —%(1 +2y)
Eseguiamo i calcoli per ottenere la forma canonica:

{ 2x +xV2 +y = 2v2 +xV2 { 2x +y =2v2

Esempio 2.31. Risolvi

V2 = V2
X—yV2—y=———yv2 x—y=——-

e con il metodo di riduzione, sommando le due equazioni otteniamo:

V2
?)7(:2\@——\/i x= 2 x:—ﬁ
2 = V2 = 2
Yy =2v2—-2x y=2v2-2%- y=v2
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2.12 Esercizi

2.12.1 Esercizi dei singoli paragrafi
2.1 Definizioni

2.1. Determina le seguenti radici quadrate razionali (quando & possibile calcolarle).

a) V9 d) \/% g) 0,09 j) +/0,0001

b) V36 hy /% k) V625
/19 e) V64 81 o1

¢) V- f) 81 i) /0,04 ) /155

—_

)
B 6 nan 9 nman 3 % {3 2 man 0,2 03 01 25 0,4 12]
2.2. Senza usare la calcolatrice determina il valore delle seguenti radici quadrate razionali.
a) v—0,09;
b) v/25-16; e) \/13+\/7+\/1+\/6+\/§;
c) V36-49;
d) +/0,04-0,0121; f) \/5+\/14+\/2 V4.

nan 20 42 0,22 4 3]

2.3. Con l'aiuto della calcolatrice determina il valore delle seguenti radici quadrate approssimato a
10—* (presta attenzione all’approssimazione:

a) V3 d) /1 9) V3 i) \Z/‘I
0V e) V35 n ) V7
¢) f) Vi1 i) /69 ) V3

[1,7321 2,6458 3,3166 2,2361 0,7071 2,0616 0,3162 1,3264]
[1,4422 1,5874 1,9129 4,6416 2,9240 6,2996 8,3066 9,7980]

2.4 (*). Determina le seguenti radici se esistono.

w

a) v27 c) /& e) v/1000 g) V125
b) V64 7 3/ ot h) ¥/—216
d) V=1 f) /15

B4 -110 5 -6 2 —%

2.5. Senza usare la calcolatrice determina il valore delle seguenti radici.

a) /0,0001 c) V64 e) VO
b) v/81 d) v—4 f) +/0,0081

2 3 nan 0,03 2 2 0 0,1 5

2.6 (*). Senza usare la calcolatrice determina il valore delle seguenti radici.
a) v 21+>% d) \5/\/0,1675 g) \V/72+V80+V1
b) v/31+v1 e) v32-10 h) v/24336
c) V24019 f) /337 —4vBI) -27 N Vo201 VoS

3 5 45 2 0,4 5 156 9 0,1]
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2.2 Condizioni di esistenza

2.7. Determina le condizioni di esistenza dei seguenti radicali.

a) vx+1 c) Vxx+1 e) v/3xy g) v/x%(x—1)
b) v1—x d) +/3x%y f) /—2x2y? h) /x3(x%2—x)
WxeR, x<1, x>-1, y=>0, x>1]

2.8 (*). Determina le condizioni di esistenza dei seguenti radicali.

a) Vx2(x+1) — 1 . x—3

b) V1+ a2 9) VI=x+2y/ 73 Nyi=x

c) V2x—1 ) 5—x K) a

d) 1+ X +2 V (e+1)(a—-2)

f) VT VxF1 ey +1p (6—2)(b+2)

2.3 Potenze ad esponente razionale

2.9. Calcola le seguenti potenze con esponente razionale.

a) 43 c) 973 e) 161 g) 12573 i) 2573
b) 83 d) 161 f) 325 h) 81—1 i) 273
2.10 (*). Trasforma le seguenti espressioni in forma di potenza con esponente frazionario.

a) v2 d) V33 ) o/ L s
b) V& 1 & 'V
c) V53 e) <33) ) ¢ 1 i) ¢ 125

9\ 25 \ 64

2.11. Scrivi in ordine crescente i seguenti numeri:
0,00000001, (0,1)'°, (0,1)%!, 107, /0,0000000001.

2.4 Semplificazione di radici

2.12. Trasforma i seguenti radicali applicando la proprieta invariantiva.

a) Vad=y d) V2= /16 g) Vd=y¢,a>0

b) Vo= e)\z/§="‘81 h) Va2 = & a>0
2.13 (*). Semplifica i seguenti radicali.

a) v/49 L] d) ¥(—2)4 [.]  g) V122 +52 [..]

b) v64 2] e) V—46 @  h) V32442 (V5]

c) V-3 (V=3 f) V=32 [...] i) V102 —82 [...]
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2.14 (*). Semplifica i seguenti radicali.

12 -

a) V/36.412 4-/3 L 8/16x5y8 2|x|
! 4510 . 315 . 125 [5 5] )V [Iyw/;
b) ¥210.315.12 [25 . 3%] . ]
c) ¢ 32c21010 [Zcf' i) (Va+1) { (2x +3)
b bt | 9 o ]

d) V378 232 ) ”zjzali g =
- 10 a a

e) Vox2yt 4a2p?] DV ap? [\/ |

3.5 m) VxE+2x2+1 [..]

i/ VE _
| n) Va*+6a2x+9x2 o/la2 +3x

g) V64ab? L] _ [\/ﬁ

h) ¥/x0y°(x —y)12 [.] o) /1552 [.]

2.5 Moltiplicazione e divisione di radici

2.15 (*). Esegui le seguenti moltiplicazioni e divisioni di radicali.

a) V4515 [15] e) V545 I ) V3.9 [\6/?7]
c) V16 V4 ] ) V2-6: V12 U\ vav3.va .
d) V40 (v2-/5) (... h) v/81-v/81:v/9 [.]

2.16. [*] Esegui le seguenti operazioni (le lettere rappresentano numeri reali positivi).

a) 3a:\/%7a [V15] e) \/@t2atl . 1::—2‘1\/% (.

1. /a% . /20 7 1)(a+3)2
JNERNEINE 0B [y
c) \/72\3/)?\6/77( |:\6/ 2335112:|
d) @.\/5;\%1 Ldh) 5 -3 vxty { ~

2.6 Portare un fattore sotto il segno di radice

ﬁ

2.17 (*). Trasporta dentro la radice i fattori esterni.

a)2v2 V2B d)3V2 [..] 15 { 3} i) 292 ]
b) 3V3 | [...}} e) 3v2 A jf SN IE ]
c) 23 L] f) 1v3 ] h)3V/6 L] k) =33 L]

2.18 (*). Trasporta dentro la radice i fattori esterni, discutendo i casi letterali.

a) xVI2 L0 2N . o) (a-1va[yia-17d]
25 7] e) 2av5 L]
b) X V] ) v C1h) =2/ ]

c) av2 [...]
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2.7 Portare un fattore fuori dal segno di radice

2.19 (*). Sempilifica i radicali portando fuori i fattori possibili.

a) V250 [5v10] e) V300 [10V3] i) V40 [.]  m) V3456 [24/6

b) v486  [9v6]  f) V27 L] ) V12 [.] n) V250 [.]

c) V864 [12v6]  9) V75 ] k) V80 ] o) V24 [.]
2 /50 18 10 , 2

d) /1-5 [J h) 5\/; L1 D) /g0 L)y F s L

o) Vi L o) Ve 00 g
b) /& ] e) voa%b [3|a\\/l;} h) Va7 _ ]
RVES = L] 1 V2a% Ly D Vieand -]

2.8 Potenza di radice e radice di radice

2.21 (*). Esegui le seguenti potenze di radici.

) (V3" Lo (VA) L) &V 207]
3 f) (2v/3
b) (V2) L g (\4@)6 v (2V3) [.]
2.22 (*). Esegui le seguenti radici di radici.
a) V2 L] d) YV L] g) VVie L1 j) VV3a [..]
b) VVie [ e)VVI6 [ ) {VVis [ K VVBab L]
3/4 4
c) 15 N R VAVAV N iy V/v/alo [.] D) (2a) [
2.9 Somma di radicali
2.23 (*). Esegui le seguenti operazioni con i radicali.
a) V3-3v3 [—2v3] ) 5V/10— (6 +4v19) +2— V10 [...]
b) 8v6—3v6 [5v6]  g) 3V7+4V2+V3-5V7+8V3  [.]
c) V5-3v5+7V5 [5v5]  h) V2+3V2-2v2+3V2 [.]
d) 3v2+2v2-3V2 L] 1) 5V6+3V6—2v6+3V6—-2v6 L.
6) 27— TV 4 4T [~v7] ) VP +3VIB-2vI2-2V5D V3-v2|

[0]
[0]
[\‘72 12 %}

[V2+3¢3]
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o) VB-VE+VB+1i-f8 [4v2-4v3]
f) 2¢/& +5,/3 +7,/% —5/ % [0]
9) 3va—$Vo—ya+0,4vb [—1va—3vo]
h) Va—b+ vVaf—a®b— Vab® — b* [(1+a—b)vVa—b]
i) 3v/x—5x [.]
2.25 (*). Esegui le seguenti operazioni con i radicali.
a) (V2-1)(v2+1) ] 9) (V2+V3)? [..]
b) (v2—3v3)(3v3—v2) (... h) (3v2—2V3)? (...
c) (V3+1)? [4+2v3] i) (6+2V3)? [48 +24V/3]
d) (V3 f)i F 4% ) (V2—1-v5) [8—2v2—2vT0+ 25|
e) (2++V5) 9+4 3 3
0 (1 V3P 1o s 9 (V3—2v2+1)? [1-3V4+372]
2.26 (*). Esegui le seguenti operazioni con i radicali.
a) (Vx+yyl(Vx— ) [x—yl
b) (V2-12—(2v2—12+(V2-1)(vV2+1) [..]
c) (V3+1)?++3(v3-3)—2(v3+3)(v3-3) [..]
d) (vV3—3)*+(v3—-3)>+2v27—3(2v3—-2) [...]
e) (V2+1)2+(v2-1)? [...]
f) (2v2—33)(3v2+2v3) (6]

2.27 (*). Esegui trasformando i radicali in potenze con esponente frazionario.

o alaTE. i I Ve
b) Vavad a(/g:m [W
6) Yava- Vava- Vada- ava Ve
d) VbVb2-/b2vbVb?: Vb4Vb2 Vb [W

2.10 Razionalizzazione del denominatore di una frazione

2.28 (*). Razionalizza i seguenti radicali.

Q

) % [.] ) F L.] ) é [...] ) 3\\/[2—0 L..]
b) % [... f) 2 (... j) —= [... n) V2 [.]
o) > M BRI L] s

\1/0E N \/? 0) 32 o [...]
d i V5o & V2 ) s e [
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2.29. Razionalizza i seguenti radicali.
1—¥a 22 2443 VX
a) ¥ L] e) 22 L) )R Llom) 2o 279)
b) —-1 T L] ) [.]  n) —atb ]
\/34{\/5 \/§2+1 . 2+)§\/§ s Va++vab
c) ﬁ?/g L.] g) F [..] I; \/;4{1 ['“] 0) \/\gf_ ey L.
3+1 21
2.11 Equazioni, disequazioni e sistemi a coefficienti irrazionali
2.30 (*). Risolvi le seguenti equazioni a coefficienti irrazionali.
a) Vax =2 [ﬁ} f) (14+v2)x = v2(1—v2) [4—3\5
b) v2x = V12 6 Iox _ x o 123
) V2 f\ﬁ [\/; g) LF - X =x—2 [18—12v72]
©) 2= e ]y et [~1+v2)
3 ]
d) 2v3x—v2 =2 [T] i) 2(x—1)2 —v2x =14 2x(x —2) 0]
e) 2X+\/§:\/§X+2 [1] J) X_z\/g_\/iz3x'*2x {w_
2.31 (*). Risolvi i seguenti sistemi di disequazioni a coefficienti irrazionali.
V2x =2 V2x—y=1 N
2) { (3—V2)x <2 o d) { 2x++v2y =0 [(*' 7)]
V2x++V3y =5 ) 4x—2V5y =v2 [ 505 11v210-5v10
b) { Vx4 vEy —2VE (V2v3)] e { Yoty o 2 (255 5
x—V3=2—y . V3x +4V2y =4
¢) { x+2=y+V3 [(V3;2)] f) { V12x +8v2y =8 [R]

Esercizi di riepilogo

2.32. Vero o Falso? E dato un quadrato di lato 3v/2.

a) Il suo perimetro € in numero irrazionale
b) La sua area &€ un numero irrazionale

2.33. Vero o Falso? E dato un rettangolo di base v/12 e altezza 14

il suo perimetro &€ un numero irrazionale
la sua area & un numero razionale
il perimetro non esiste perché non si sommano razionali con irrazionali
la misura del perimetro € un numero sia razionale che irrazionale

a) lipotenusa ha come misura un numero razionale
b) il perimetro & un numero irrazionale
c) l'area & un numero irrazionale

}
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2.35. Vero o Falso? E dato un quadrato di lato 1+ /5

a) la misura della diagonale & un numero irrazionale V] |F]

b) l'area & un numero irrazionale V] |F|
2.36. Vero o Falso? E dato un rettangolo di base v/12 e altezza v/3

a) il perimetro € un numero irrazionale V| |F

b) l'area € un numero irrazionale V] |F]

c) la misura della diagonale & un numero irrazionale V] [F]

d) il quadrato della misura del perimetro € un numero irrazionale V] |F]

2.37. Un triangolo rettangolo ha un cateto lungo 7cm Determina, se esiste, una possibile misura
dell’altro cateto in modo che questa sia un numero irrazionale e che l'ipotenusa sia, invece, un
numero razionale.

2.38. Perché l'uguaglianza /(—5)2 = —5 & falsa?
2.39. Determina il valore di verita delle seguenti affermazioni.

a) la radice terza del triplo di a & uguale ad a

b) dati due numeri reali positivi, il quoziente delle loro radici quadrate € uguale alla radice
quadrata del quoziente;

c) il doppio della radice quadrata di a € uguale alla radice quadrata del quadruplo di a

d) dati due numeri reali positivi, la somma delle loro radici cubiche & uguale alla radice cubica
della loro somma,;

e) laradice cubica di 2 & la meta della radice cubica di 8

f) dati un numero reale positivo, la radice quadrata della sua radice cubica € uguale alla radice
cubica della sua radice quadrata;

g) sommando due radicali letterali simili si ottiene un radicale che ha la stessa parte letterale
dei radicali dati.

2.40. Riscrivi in ordine crescente i radicali /5, 4v/2, 2v/3,

2.41. Calcola il valore delle seguenti espressioni letterali per i valori indicati delle lettere.
a) x+2vV3perx=+3 c) x> +x—1perx=+2 e) (x+2v2)?perx =2
b) \ﬁx+3\f6per7c:\@ d)xz—i—\@x—lperX:\/g

xV3+ (k—v3y =1

2.42. Per quale valore di k il sistema lineare & determinato? { ox+yve = —k

2.43. Data I'espressione E = 2a\—/2§\/i + “H?'ﬁ + % — 1, stabilire se esistono valori di a che la

rendono positiva.

2.44. Data la funzione f(x) = %

a) determina il suo dominio;

b) riscrivi la funzione razionalizzando il denominatore;
c) calcola f(2)

d) per quali valori di x si ha f(x) > 0?;

e) risolvi 'equazione f(x) =0
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Il piano cartesiano

3.1 Un po’ di storia

Nel II secolo a.C. Ipparco compilo il primo catalogo stellare in cui preciso la posizione di
circa 850 stelle sulla sfera celeste mediante due numeri: latitudine e longitudine. La posizione di
un punto era dunque individuata attraverso una coppia di numeri. Ancora oggi attraverso latitudine
e longitudine viene individuato un punto sulla superficie terrestre. | romani nel fondare una citta
segnavano due solchi perpendicolari ai quali riferivano la posizione di case, monumenti, strade.

Nonostante queste intuizioni, per migliaia di anni la geometria e I'algebra sono state due
discipline completamente separate nella matematica.

Nel XVII secolo con le opere di Pierre de Fermat e di René Descartes il metodo di rappre-
sentare punti con coppie di numeri. Il piano cartesiano & uno strumento che permette di trattare
elementi geometrici con metodi algebrici ed elementi algebrici con metodi geometrici. Cosi, a volte,
problemi algebrici difficili possono a trovare una soluzione geometrica semplice e viceversa. In
matematica, ma anche nelle altre scienze, quando si riesce a trovare un collegamento tra due rami
della disciplina che fino a quel momento erano rimasti separati, si fa un grande passo avanti.

La geometria analitica permette di descrivere enti geometrici attraverso numeri, equazioni,
disequazioni e tradurre le relazioni tra elementi della geometria in relazioni tra enti dell’algebra e
viceversa.

3.2 Asse cartesiano

Lo strumento che ci permette di fare tutto cio € il riferimento cartesiano. Lidea di base & che
su una retta ci sono infiniti punti e anche i numeri sono infiniti possiamo quindi far corrispondere ai
punti della retta tutti gli elementi di un insieme numerico. Possiamo farlo a fantasia o seguendo un
metodo che permette a tutti di disporre i numeri esattamente nello stesso modo.

12 0 -7 -3 9 5 X -5 32-1012 35 5 X

Per farlo in modo preciso abbiamo bisogno di aggiungere ad una retta alcuni elementi ottenendo
cosi un asse cartesiano:

Definizione 3.1. Un asse cartesiano & una retta dotata di:

origine, un punto della retta che rappresenta lo zero, a questo punto normalmente viene
dato il nome “O7;

verso, una freccia che indica da quale parte i numeri aumentano;

unita di misura, un segmento che indica la distanza tra un numero intero e il successivo.

—
unita

0 X

35
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Normalmente, invece di indicare I'unita di misura al di fuori dell’asse indichiamo sull’asse i
puntiOe 1.

Quando lavoriamo su un foglio a quadretti, indichiamo esplicitamente I'unita solo se € diversa
dal quadretto e evitiamo anche di tracciare tutti i trattini verticali.

In questo modo possiamo far corrispondere ad ogni numero un punto della retta e ad ogni
punto della retta un numero reale. Il numero che corrisponde al punto si chiama coordinata del
punto.

- - 3 5- -
5 4 3_22 1 0 1,2 2 3

NIN

3.3 Piano cartesiano

Abbiamo visto qualche problema sull’asse cartesiano, ma in realta un solo asse non & molto
interessante. Se invece prendiamo due assi cartesiani non paralleli la situazione diventa piu
complessa, interessante e divertente.

Due assi non paralleli permettono di realizzare una corrispondenza biunivoca tra i punti del
piano e le coppie ordinate di numeri: ad ogni punto corrisponde una ben precisa coppia di numeri
e ad ogni coppia di numeri un ben preciso punto. La coppia ordinata di numeri prende il nome di
coordinate del punto.

o

FIGURA 3.1: Riferimento cartesiano. FIGURA 3.2: Rif. cart. ortogonale monometrico.
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In entrambi questi riferimenti cartesiani al punto P corrisponde la coppia di numeri (2; 3). Pur
essendo validi entrambi, per noi sara molto piu comodo usare il secondo riferimento cartesiano.
Cioé un riferimento in cui gli assi:

hanno l'origine in comune;
sono perpendicolari;
hanno la stessa unita di misura.

Un asse, di solito quello orizzontale, si chiama asse delle ascisse o asse x; I'altro asse di solito
quello verticale, si chiama asse delle ordinate o asse y. La prima delle due coordinate si riferisce
alla coordinata dell’asse x, la seconda alla coordinata dell’asse y: (x; y).

Un riferimento di questo tipo si chiama: Riferimento Cartesiano Ortogonale Monometrico,
(rcom). E noi d’ora in poi, quando parleremo di piano cartesiano o di riferimento cartesiano, ci
riferiremo sempre ad un rcom.

Riassumendo possiamo dare la seguente definizione:

Definizione 3.2. Si chiama riferimento cartesiano ortogonale monometrico la coppia di assi
cartesiani perpendicolari, con 'origine in comune e dotati di uguale unita di misura.

Gli assi dividono il piano in quattro zone chiamate quadranti che sono numerati come in
figura 3.3.

Tutti i punti che appartengono all’asse x hanno I'ordinata (la y) uguale a zero. Tutti i punti che
appartengono all’asse y hanno I'ascissa (la x) uguale a zero. Lintersezione degli assi, I'origine, ha
coordinate (0;0)

Y Y
Il quadrante | quadrante (—+) (++)
X X
lll quadrante | IV quadrante (——) (+-)
FIGURA 3.3: | quattro quadranti. FIGURA 3.4: Collocazione delle coordinate

positive e negative.

Per rappresentare un punto P date le sue coordinate (x;;yp) si procede nel seguente modo:

determiniamo sull’asse x il punto A immagine del numero reale xp
da A tracciamo la retta parallela allasse y
determiniamo sull’asse y il punto B immagine del numero reale yp
da B tracciamo la retta parallela all’'asse x.
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Lintersezione delle parallele tracciate, € il punto P che ha per coordinate la coppia ordina-

ta (xp;yp).
Il procedimento inverso permette di passare da un punto del piano alle sue coordinate,

Esempio 3.1. Determiniamo I'immagine delle coppie ordinate (2;3), (—1;4), (—3;—2), e (4;—3).
Nella figura 3.5 sono riportati i punti: A che & 'immagine della coppia (2; 3), B immagine della
coppia (—1; 4), C immagine della coppia (3; —2) e D della coppia (4; —3).

Esempio 3.2. Determiniamo 'immagine delle seguenti coppie: R(0;4), S(0; —2), H(—4;0), K(3;0).

Osserviamo (figura 3.6) che il punto immagine dello zero sull’asse x coincide con O, quindi la
coppia (0; 4) sara associata al punto R dell'asse y e la coppia (0; —2) al punto S dello stesso asse.
Analogamente le coppie (—4; 0) e (3; 0) sono associate rispettivamente ai punti H e K dell'asse x.

Yy y

o L 3

B R
o
A
X e|-| eK X

L] L ]

C S
L]
D
FIGURA 3.5: Punti interni ai quadranti. FIGURA 3.6: Punti sugli assi.

3.4 Problemi nel piano cartesiano

3.4.1 Punto medio di un segmento

Utilizzando i risultati ottenuti nel caso dei punti posti su un asse cartesiano possiamo osservare
che anche per quanto riguarda un segmento posto nel piano le coordinate del punto medio sono le
medie aritmetiche delle coordinate degli estremi.

Conoscendo le coordinate degli estremi A(xa;ya € B(xp;yg) le coordinate del suo punto
medio sono (figura 3.7):

Esempio 3.3. In un piano cartesiano disegna i punti: A(—3;—2) e B(5;7). Trova il punto medio
usando il righello disegnalo e assegnagli I'etichetta “M”. Poi calcola le coordinate del punto medio
con la formula precedente e controlla che le coordinate ottenute siano proprio quelle del punto
trovato precedentemente.

Esempio 3.4. In un piano cartesiano disegna i punti: A(—9;8) e M(—6;7). Usando il righello
trova il punto B in modo che M sia il punto medio del segmento AB. Applica la formula precedente
per verificare la correttezza di quanto trovato.
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Yy
UB
YA +YB
2 _Xatxp, _Yatys
YA M 2 ' 2 .
o)
M:<XA;XB; :yAeryB>'
XA XA T+ XB XB X
2

FIGURA 3.7: Il punto medio.

3.4.2 Lunghezza di un segmento

Vogliamo ora determinare la misura AB di un segmento AB, date le coordinate degli estremi.

Y Y
F
1@
A Yo B
D
XA XB X YF —YE X
“Yc
C
T e
E XF—|xe G
FIGURA 3.8: Lunghezza segmenti paralleli agli FIGURA 3.9: Lunghezza di un segmento.

assi.

Possiamo distinguere due casi:

Primo caso: segmenti paralleli agli assi

i due punti hanno la stessa ascissa o la stessa ordinata (figura 3.8). E facile osservare in
questo caso che il problema si riduce a quello analogo risolto per segmenti su un asse cartesiano.
Se i due punti hanno la stessa ordinata, la stessa y:

AB =xg —xAa.
Se hanno la stessa ascissa, la stessa x:
CD =yp —yc.
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Secondo caso: segmento qualunque

e questo il caso generale, il segmento ha una direzione diversa da quella degli assi coordinati
(figura 3.9).

Dati: E(xg; ye), F(xF; yF).

Obiettivo: EF.

Procedura risolutiva: tracciando da E la parallela all’asse x e da F la parallela allasse y si
determina il vertice G del triangolo rettangolo EGF di cui EF & l'ipotenusa. Per il teorema di Pitagora

si ottiene: EF = \/EG> + GF~ = \/(XE —x)* + (yg —yr)*

Poiché xg = xr € yg = yg sostituendo si ha: AB = \/(xE —xp)? 4 (Y —yr
In conclusione, la misura del segmento AB, note le coordinate dei suoi estremi é:

).

EF = \/(XE —x)? + (ye —yr)*

3.4.3 Area sottesa a un segmento

Dati gli estremi di un segmento trovare la superficie compresa tra il segmento e I'asse x.
Partiamo da una situazione particolare: i punti A e B non appartengono all’'asse x e il segmento AB
non € parallelo all'asse x.

YB

YA

A/ B/ xX

Che forma ha l'area sottesa a questo segmento? E un quadrilatero, ha solo due lati paralleli ha
due angoli retti... questa & la descrizione di un trapezio! Forse non hai mai disegnato un trapezio
messo in questo modo. Puoi verificare facilmente che & un trapezio, ti basta ruotare il quaderno do
90°. Larea del trapezio & uguale alla somma delle basi per 'altezza diviso due:

(B+b)h
Areatrap ezio = Y

Ma quali sono le basi e quale ¢ l'altezza? Nel trapezio le basi sono i due lati paralleli e I'altezza
& la distanza tra i due lati paralleli. Uno dei lati paralleli @ AA’ cioé I'ordinata di A (la ya) e
l'altro & BB’ cioé l'ordinata di B (la yg). Laltezza del trapezio & la lunghezza del segmento A’B’
cioe€ xg — XA .-

Mettendo assieme tutti gli ingredienti otteniamo che I'area sottesa al segmento AB é:
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(Y +ya)(xg —xa)
2

E se il segmento € messo in un altro modo? Possiamo osservare che ci sono svariati casi:

Aag =

Y

Al B/ C/ ]5/ xX

Larea sottesa al segmento AB € un trapezio rettangolo, I'area sottesa al segmento CD € un
rettangolo, I'area sottesa al segmento EF & un triangolo rettangolo.

Nel paragrafo precedente abbiamo risolto il primo caso, quello del trapezio, dovremo ripetere
tutti quei ragionamenti anche per gli altri due? No! | matematici, che sono un po strani, ritengono
che:

un triangolo rettangolo non sia altro che un trapezio rettangolo con una base lunga zero;
un rettangolo non sia altro che un trapezio rettangolo con le basi uguali.

A questo punto non dobbiamo preoccuparci di casi diversi, la formula trovata per il trapezio
rettangolo risolvera anche gli altri casi

Esempio 3.5. Dopo aver trovato le coordinate dei punti della figura precedente calcola le aree
sottese ai tre segmenti sia usando le formule della geometria sia usando la formula dell’area
sottesa e confronta i risultati.

Esempio 3.6. In un piano cartesiano disegna i punti: A(3; —2) e B(8; —6). Calcola I'area sottesa
a questo segmento sia usando la formula dell’area del trapezio sia usando la formula dell'area
sottesa... Cosa puoi osservare?

Anche per le aree sottese abbiamo una situazione strana: in certi casi I'area di una figura
risulta negativa. Questo fatto puo essere irritante, ma in certi casi risultera comodo.

Ci sono certi segmenti che formano con I'asse x una figura con una superficie diversa da zero
ma che hanno area sottesa uguale a zero. Quando avviene questo?
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3.4.4 Areadi un triangolo

Date le coordinate dei vertici di un triangolo trova 'area della sua superficie.

Y Y

FIGURA 3.10: Area con la formula di Erone. FIGURA 3.11: Area come differenza di superfici.

Formula di Erone

Se conosciamo le coordinate dei tre vertici possiamo trovare le lunghezze dei tre lati e cono-
scendo le lunghezze dei lati di un triangolo possiamo trovare la sua area utilizzando la formula di
Erone. Chiamando: a, b e c i tre lati e p il semiperimetro:

Atriangolo = \/P(P —a)(p—b)(p—c)

Ma spesso le lunghezze dei lati sono numeri approssimati e quindi la formula di Erone, gia
complicata di suo, risulta piuttosto scomoda.

Differenza di superfici

Un altro metodo consiste nell’iscrivere il triangolo in un rettangolo, trovare 'area del rettangolo
e sottrarre da questa le aree dei tre triangoli complementari.

Atriangolo = Arettangolo *-At'ril —Agriz — Atriz

ree sottese

Sommando le aree sottese ai lati di un poligono si ottiene I'opposto della sua area:
Atriangolo = AaB +Apc +Aca

Casi particolari

Se il triangolo ha un lato parallelo ad uno degli assi allora & facile calcolare I'altezza rispetto a
questo lato e quindi si pud usare la solita formula:
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Y Y
A B A
X X
C
C
FIGURA 3.12: Area con la formula di Erone. FIGURA 3.13: Area come differenza di superfici.

b-h

-Atriangolo = T

Dopo aver trovato le coordinate dei vertici delle figure precedenti:

Esempio 3.7. Con riferimento alla figura 3.10 calcola la lunghezza dei lati e I'area del triangolo
con la formula di Erone.

Esempio 3.8. Con riferimento alla figura 3.11 calcola I'area del triangolo come differenza di aree.
Confronta poi il risultato con quello ottenuto nel calcolo precedente.

Esempio 3.9. Con riferimento alla figura 3.12 calcola I'area del triangolo in due modi diversi e
confronta i risultati.

Esempio 3.10. Con riferimento alla figura 3.13 calcola I'area del triangolo in due modi diversi e
confronta i risultati.




44 Capitolo 3. Il piano cartesiano

3.5 Esercizi

3.5.1 Esercizi dei singoli paragrafi
3.4 Problemi nel piano cartesiano

3.1. Dopo aver riportato in un riferimento cartesiano i seguenti punti, per ogni segmento AB calcola:
punto medio, lunghezza e area sottesa.

a) A=(-51); B=(-2,—-4) [Mag = (—3.5,—1.5); AB = /34 =5.83; AyB = —4.5]
b) A=(-3;0); B=(—1,—-4) [Mag = (—2.0,-2.0); ﬁ V20 = 4.47; AAB = —4.0]
c) A=(-3;0); B=(0;,-5) [Mag = (—1.5,-2.5); =+/34=5.83; AAB =—7.5]
d) A =(-7;,-2); B=(0;,—-6) [Mag = (—3.5,—4.0); AB V65 = 8.06; AAB = —28.0]
e) A=(—4;,-1); B=(1,—-4) [Mag = (—1.5,—2.5); AB = /34 =5.83; AxB = —12.5]
f) A=(-7,-3); B=(-6;—7) [Mag = (—6.5,-5.0); AB =17 =4.12; AAB = —5.0]
g) A=(—4,-3); B=(—1,—-6) [Map =(-2.5—-45); AB =118 =4.24; A,B = —13.5]
h) A= (-5;0); B=(-3;,-3) [Mag = (—4.0,—1.5); AB =+/13 =3.61; AAB =—-3.0]
i) A=(-7-2); B=(-2-5) [Mag = (—4.5,-3.5); ﬁ V34 =5.83; ApB = —17.5]
i) A=(—2;-3); B=(2;,-6) [Mag = (0.0,—4.5); =+/25=5.0; AAB =—18.0]

3.2. Disegna i triangoli che hanno per vertici i seguenti punti poi calcolane perimetro e area.

a) A(=8;0); B(0; —4); C(2; 3) 2p = 26.66 A = 32.0]
b) A(-7;0); B(—1; =2); C(5; 7) [2p =31.03 A = 33.0]
c) A(=3; =3); B(=2; —6); C(3; 5) [2p = 25.25 A = 13.0]
d) A(—4; 0); B(—2; —8); C(6; 1) [2p = 30.34 A = 41.0]
e) A(—7; —=3); B(1; —6); C(5; 3) [2p = 31.81 A = 42.0]
f) A(—6; 2); B(0; —=8); C(2; 3) [2p = 30.90 A = 43.0]
g) A(=5 —1); B(=3; =3); C(5; 7) 2p =28.44 A =18.0]
h) A(—6; 0); B(-5; —=3); C(-2; 7) [2p =21.66 A =9.5]
i) A(=2; —1); B(2; —4); C(5; 3) [2p =20.68 A = 18.5]
j) A(=3;0); B(=2; —6); C(5; 4) 2p =27.23 A =26.0]

3.5.2 Esercizi riepilogativi

3.3. Dopo aver riportato in un riferimento cartesiano i seguenti punti, per ogni segmento AB calcola:
punto medio, lunghezza e area sottesa.

a) A= (-7,0); B=(—6,-5) [Mag = (—6.5,—-2.5); =1/26 =5.10; AAB = —2.5]
b) A =(-5;2); B=(—4;0) Mag = ( 4.5,1.0), AB =5 =224; AxB =1.0]
c) A =(—4;0); B=(—3;,—6) [Mag = (—3.5,—3.0); ﬁ V37 =6.08; AAB = —3.0]
d) A= (—4;0); B=(0,—-6) [Mag = (—2.0,—3.0); =+/52="721; AxB =—12.0]
e) A=(=3;1); B=(2;,-5) [Mag = (—0.5,—2.0); AB V61 =7.81; AAB = —10.0]
f) A =(-3;—-3); B =(0;-5) [Mag = (—1.5,—4.0); E f 3.61; AAB =—12.0]
g) A= (—4;,-2); B=(-3,—4) [Mag = (—3.5,—3.0); =+/5=224; AAB =—-3.0]
h) A =(—8;0); B=(—6;—6) [Mag = (—=7.0,—3.0); AB V40 = 6.32; AAB = —6.0]
i) A=(-5-2); B=(-2,—6) [Mag = (—3.5,—4.0); ﬁ V25 =5.0; AAB =—12.0]
i) A=(—6;-2); B=(—4;—4) [Mag = (—5.0,—3.0); =1/8=2.83; AAB =—6.0]
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3.4. Disegna i triangoli che hanno per vertici i seguenti punti poi calcolane perimetro e area.

a) A=(-8-3); B=(1,-6); C=(3,-2) [2p = 25.00 A = 21.0]
b) A=(-6,-3); B=(—4,-5); C=(47) 2p =31.39 A = 20.0]
c) A=(—42); B=(2;-5); C=(6;4) 2p =29.27 A = 41.0]
d) A=(-5-2); B=(-1,-5); C=(71) 2p = 27.37 A = 24.0]
e) A=(-8-1); B=(1,—4);, C=(41) 2p =27.48 A = 27.0]
f) A=(-6;0); B=(-3,—-4);, C=(-25) [2p = 20.46 A = 15.5]
g) A=(-2,2); B=(1,-8); C=(45) [2p = 30.49 A = 34.5]
h) A=(-3-2); B=(-2-7);, C=(-12) 2p = 18.63 A = 7.0]
i) A=(-8-3); B=(-2-6);, C=(-1-1) 2p =19.09 A = 16.5]
j) A=(-7,0); B=(-2;,-3); C=(25) [2p = 25.07 A = 26.0]

3.5. Per ciascuna coppia di punti indica in quale quadrante si trova, se si trova su un asse indica
rasse: (0;—1), (3;-3), (0:3), (3:1), (L-3) (-89), (=2—1), (-1;0)
Completa I'osservazione conclusiva:

tutte le coppie del tipo (+;+) individuano punti del .........
tutte le coppie del tipo (...;...) individuano punti del IV quadrante;
tutte le coppie del tipo (—; +) individuano puntidel .........
tutte le coppie del tipo (—; —) individuano punti del .........
tutte le coppie del tipo (...;0) individuano punti del..........
tutte le coppie del tipo (. ..;...) individuano punti dell'asse y

3.6. Sono assegnati i punti A(3; —1), B(3;5), M(—1;—1), N(—1;—7) E vero che AB = MN?

3.7. Sono assegnati i punti A(1;5), B(—4;5), C(—4;—2), D(5;—2) Quale poligono si ottiene
congiungendo nell’ordine i quattro punti assegnati? Determinare I'area del quadrilatero ABCD

3.8. Determina I'area del quadrilatero MNPQ sapendo che M(6;—4), N(8;3), P(6;5), Q(4;3)
3.9. Determina AB sapendo che A(7;—1) e B(—3;—6)

3.10. Determina la distanza di P (—3;2,5) dall’origine del riferimento.

3.11. Calcola la misura del perimetro del triangolo ABC di vertici A(3;—2), B(4;1), C(7;,—4)
3.12. Determina il perimetro del quadrilatero di vertici A(1;5), B(—4;5), C(—4;—2), D(5;—2)
3.13. Determina il perimetro del quadrilatero di vertici M.(6; —4), N(8;3), P(6;5), Q(4;3)

3.14. Determina il perimetro e la misura delle diagonali del quadrilatero di vertici A(1;—3), B(4;3),
C(-3;1), D(—6;-5)

3.15. Verifica che il triangolo di vertici E(4;3), F(—1;4), G(3;—2) & isoscele.

3.16. Il triangolo ABC ha il lato BC appoggiato sull’asse x il vertice B ha ascissa 2, il vertice C
segue B e BC = % Determina le coordinate del vertice C, l'area e il perimetro del triangolo
sapendo che il terzo vertice & A(—1;5)

3.17. | punti F(3;0), O(0;0), C(0;5) sono i vertici di un rettangolo; determina le coordinate del
quarto vertice, il perimetro, I'area e la misura delle diagonali del rettangolo.
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3.18. | punti O(0;0), A(4;5), B(9;5), C(3;0) sono i vertici di un trapezio. Determina perimetro e
area del trapezio OABC

3.19. Determina le coordinate del punto medio dei segmenti i cui estremi sono le seguenti coppie
di punti:

a) A(—v2;0),B(0;v2) &) A(1+v2 L), B (~v2—4)
b) A(3-3),B(—4:3) f) A (Z;-2),B(1;,-1)

c) A(-1;4),B(1;—4) YA (L3 1).B (1;-3)

d) A(0;—3),B(-2;-1) g 72) B (2

3.20. | vertici del triangolo ABC sono i punti A (3;—3), B (—¢;1), C(5;0), determina le coordi-
nate dei punti M, N, P, punti medi rispettivamente dei lati AB, AC, BC

3.21. | vertici del triangolo ABC sono i punti A(—3;5), B(3;—5), C(3,5), i punti M, N, P sono i
punti medi rispettivamente dei lati AB, AC, BC Determina il perimetro di ABC e di MNP Quale
relazione sussiste tra i perimetri ottenuti? Secondo te vale la stessa relazione anche tra le aree dei
due triangoli?

3.22. Verifica che il triangolo di vertici A(2;3), B(6;—1), C(—4;—3) & rettangolo (& sufficiente
verificare che le misure dei lati verificano la relazione di Pitagora). E vero che CB & l'ipotenusa?
Verifica che AM, con M punto medio di BC & meta di BC stesso. Come sono i triangoli AMC
e AMB?

3.23. Verifica che i segmenti AB e CD di estremi A (3;2), B (—3;—2), C(3;1), D (—%;—1) hanno
lo stesso punto medio. E vero che AC = BD?

3.24. Verifica che il triangolo di vertici A(3; 2), B(2; 5), C(—4; 3) é rettangolo e calcola I'area. [10]

3.25. Verifica che il triangolo di vertici A(—4; 3), B(—1; —2), C(1; 6) & isoscele e calcola I'area.
[17]

3.26. Determinare la mediana relativa al lato AB del triangolo di vertici A (0; 4), B(—2; 0), C(2; —2)
(5]

3.27. Calcola le coordinate del baricentro G del triangolo di vertici A(0; 0), B(4; 3), C(2; —3)
[(2;0)]

3.28. Calcola le coordinate del baricentro G del triangolo di vertici A(—3; 4), B(—1; —3), C(1; 5)
[(-1;2)]
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4.1 Equazioni lineari in due variabili

Abbiamo visto che tutte le equazioni del tipo: ax + b = 0 hanno una soluzione se a # 0. Ma
sulle equazioni lineari (di primo grado) con due incognite, cosa possiamo dire? Consideriamo
'equazione: 3x + 2y — 6 = 0 ha una soluzione? Ma prima ancora, cosa significa una soluzione
per questa equazione? La soluzione per una equazione in due incognite non &€ un numero, ma una
coppia di numeri il primo da mettere al posto della x e il secondo da mettere al posto della y per
rendere vera I'uguaglianza. Possiamo quindi precisare la seguente definizione:

Definizione 4.1. La soluzione di un’equazione a due incognite & la coppia ordinata di numeri
che sostituiti ordinatamente alle incognite rendono vera l'uguaglianza.

Si possono trovare molte soluzione di questa equazione, due sono semplici da trovare: (0; 3)
e (2;0). Si possono verificare facilmente:

3-0+2-3—-6=0
3.24+2-0-6=0

Ne esistono altre?

Y
D) D) *
(0; 3) 3:0+2:-3—-6=0 by
(2; 0) 3.242.0-6=0 X
(4, -3) 3:4+2-(-3)—-6=0 1
(6, —6) 3:6+2-(—6)—6=0 o
(8, —9) 3-842-(—9)—6=0 i
(10, —12) 3-10+2-(—-12)—6=0
FIGURA 4.1: Soluzioni equazione. FIGURA 4.2: | corrispondenti punti nel

piano.

Sapresti individuare la regola con la quale ho costruito le soluzioni? Sapresti aggiungere altre
soluzioni che precedono quelle trovate da me?

In generale una equazione lineare in due incognite ha infinite soluzioni che sono coppie di
numeri. Ma abbiamo gia visto che una coppia di numeri rappresenta un punto nel piano cartesiano
quindi ogni soluzione rappresenta un punto del piano vedi figura 4.2.

47
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Possiamo osservare che i punti sono tutti allineati, ma cosa succede tra due punti? Per renderci
piu agevole il calcolo modifichiamo I'equazione di partenza ottenendo una equazione equivalente
del tipo:y =...:

3x+2y—6=0<:>2y:—3x+6<:>y:_§X+3

Possiamo costruire una tabella inserendo nella prima colonna dei valori x scelti da noi e nella
seconda i corrispondenti valori di y calcolati, magari con 'uso della calcolatrice. Poi riportiamo
questi valori in un piano cartesiano.

X y
0 3 ®
0,5 | 2,25 b
1 1,5 °
1,5 | 0,75 °
2 0 4
(@]
FIGURA 4.3: Altre soluzioni. FIGURA 4.4: Altri punti.

Tra due punti calcolati possiamo inserirne quanti vogliamo, ma saranno sempre allineati con gli
altri.

Si pud dimostrare che tutte le soluzioni del’equazione sono punti allineati e che tutti i punti
che sono allineati con due qualunque di quella retta hanno coordinate che sono soluzioni di
quell’equazione.

FIGURA 4.5: Retta di equazione: 3x +2y — 6 = 0.

I matematici dicono che c’e una corrispondenza biunivoca tra le soluzioni di quell’equazione
e i punti di quella retta per cui dicono che quella equazione & I'equazione della retta e che quella
retta € il grafico dell’equazione.

4.2 Equazioni della retta

Nel paragrafo precedente abbiamo scritto 'equazione della retta in due modi diversi. A questi
due modi di scrivere I'equazione sono stati dati dei nomi:
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3x +2y —6 = 0: equazione implicita;
y =—3x+3: equazione esplicita.

In generale un’equazione implicita € un’equazione nella forma:

ax+by+c=0
e un’equazione esplicita € un’equazione nella forma:

y=mx-+(q
dove a, b, ¢, m, q sono dei parametri numerici mentre x, y sono delle variabili.
x & la variabile a cui diamo noi dei valori e si chiama variabile indipendente;

y & la variabile il cui valore viene calcolato e si chiama variabile dipendente.

Cosa succede se nell’equazione implicita a o b valgono zero? Otteniamo delle equazioni
senza la x o senza la y. Possiamo osservare che anche le equazioni di primo grado con una sola
variabile rappresentano delle rette:

la retta s di equazione y = —2 & l'insieme dei punti del piano che hanno 'ordinata uguale
a —2 e qualunque ascissa;

la retta t di equazione y = 3 & l'insieme dei punti del piano che hanno I'ordinata uguale a 3 e
qualunque ascissa;

la retta q di equazione x = —4 & l'insieme dei punti del piano che hanno I'ascissa uguale
a —4 e qualunque ordinata;

la retta r di equazione x = 1 & l'insieme dei punti del piano che hanno I'ascissa uguale a 1 e
qualunque ordinata.

y Y
q r
t
O X 0] X
S
FIGURA 4.6: Rette parallele all’asse x. FIGURA 4.7: Rette parallele all'asse y.

Vedi le figure:4.6 € 4.7
In conclusione I'equazione ax + by + ¢ = 0 al variare dei parametri a, b, c, rappresenta tutte
le rette del piano.
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4.3 Come disegnare le rette

Quando vogliamo disegnare una retta partendo dalla sua equazione, possiamo applicare la
seguente procedura:

Procedura 4.1. Per disegnare una retta:

a) ricava l'equazione esplicitay = mx + q

b) riempi una tabella con alcuni valori di x scelti da te e i corrispondenti valori diy calcolati;
c) per ogni coppia (x; y), disegna un punto sul piano cartesiano;

d) disegna una retta che passi per quei punti.

Consideriamo un altro esempio.

Procedura 4.2. disegna la retta che ha per equazione: x +2y+6 = 0:

a) l'equazione esplicita éy = —x — 3

b) Nel calcolo, ogni valore di x dovra essere diviso per due, quindi, per x scegli valori pa-
ri che sono pit comodl, costruisci la tabella e calcola i corrispondenti valori di y, vedi
figura 4.8;

c) disegna nel piano cartesiano i punti che ci stanno;

d) disegna la retta che passa per quei punti, vedi figura 4.9.

Y

X 1Yy

6| -6

-4 | -5

2| -4

0 | -3

2 | -2 0 x
4 | -1

6 | -0

FIGURA 4.8: Tabella. /

FIGURA 4.9: Disegno di una retta.

Ma ho proprio bisogno di tutti quei punti? Per individuare una retta bastano 2 punti quindi noi ne
useremo... 3! In questo modo se i punti non appariranno allineati sapremo che abbiamo commesso
un errore o nel calcolo o nel disegno. Un punto ci serve come controllo (come l'ultimo carattere del
codice fiscale).

4.4 Coefficienti dell’equazione esplicita

Prima di procedere dobbiamo procurarci un po’ di esempi su cui ragionare. Disegna, in un
piano cartesiano, le seguenti rette:
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a)y=—ix+2 c) y=-3x+2 e) y=ax+2
b)y $x+2 )y f) y=1Ix+2
Disegna in un altro piano cartesiano queste altre rette:

a) y=3x—6 =Ix—1 =Ix+2
Y =7x C)y=j5x e) y=sx+
b) y=3Ix—4 d) y=4x f) y=21ix+5

Confrontando cosa cambia e cosa resta uguale nei due gruppi di equazioni e di rette possiamo
concludere che nell’equazione y = mx + q:

4441

il coefficiente q indica il punto in cui la retta interseca I'asse y e viene anche detto intercetta
o termine noto;

il coefficiente m € legato alla pendenza della retta e viene anche detto coefficiente angolare;

Il coefficiente angolare

Sul coefficiente angolare possiamo fare alcune osservazioni:

1.

se e positivo la retta € crescente;

se & negativo la retta & decrescente;

se non € né positivo né negativo la retta non & né crescente né decrescente, & costante;
piu si avvicina a zero piu la retta si avvicina all’orizzontale;

piu si allontana da zero, sia in positivo (crescendo) sia in negativo (decrescendo), piu la retta
si avvicina alla verticale;

non esiste alcun coefficiente angolare che produca una retta verticale.

FIGURA 4.10: Coefficienti angolari.
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Se consideriamo una retta, ad es. y = %x —2 e alcuni suoi punti ad es. A(—3; —4), B(—1; —1),
C(1; 2), D(—3; 5), possiamo osservare che il rapporto tra gli incrementi delle ordinate e delle

ascisse, cioé I'aumento dell’ordinata diviso 'aumento dell’ascissa, & sempre lo stesso vedi figura:
4.12.

Y D/

YUB—YA 3 ¢
7_2_1—“’

XB — XA /

yc —Yya _ % _ % =m YD —Ya

XC — XA X
UD_UA Yc —Ya
7:%:%:]’]’1 Y v

XD —XA

FIGURA 4.11: Tre rapporti incrementali sulla stessa
retta.

X —XA |
XC — XA
XD XA

. Ay
FIGURA 4.12: Ax-

In generale, dati due punti qualunque di una retta:

Ay
™= Ax

4.4.2 Disegno rapido

Lultima osservazione ci permette di usare un metodo rapido per disegnare le rette, un metodo
applicabile quando il coefficiente angolare € una frazione e l'intercetta un numero intero (la maggior
parte degli esercizi propone rette di questo tipo). Questo metodo ci mette in grado di disegnare una
retta in 10 secondi circa. Per ottenere questi tempi deve permetterci di disegnare la retta senza
farci fare calcoli, perché il nostro cervello non € adatto a fare calcoli.

Procedura 4.3. Disegna la retta che ha per equazione:y = mx + q:

a) individua: q, Ax e Ay
b) disegna sull'assey il punto di ordinata q

c) a partire da questo punto conta Ax quadretti verso destra e Ay quadretti verso l'alto
segna questo punto;

d) ripeti 'operazione c) per trovare altri punti sia a destra sia a sinistra dell'asse y.
e) disegna la retta che passa per quei punti, vedi figura 4.14.

4.5 Rette parallele e perpendicolari

Se abbiamo capito il significato di coefficiente angolare, non ¢ difficile, guardando I'equazione di
due rette dire se sono parallele. Nel seguente elenco evidenzia con colori diversi le rette parallele:
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TIYy= —%x+4 +2
q=4 —
AX :3 2
Ay =-2 —
(andare verso l'alto di —2
significa...)
FIGURA 4.13: Elementi da X
individuare.
FIGURA 4.14: Metodo rapido.
a)y=—sx+7 d) y=2x+3 9) y=—3x+7 j) 2x—4y+2=0
b) y=—3%x+3 e)y=1ix+3 h) y=5§x+2 k) 10x 415y +2
c) y=3x+2 fyy=—2x+3 i) =3x+9y =0 ) 3x—y+7=0

Definizione 4.2. Due rette sono parallele se e solo se hanno lo stesso coefficiente angolare.

Per le rette perpendicolari il problema & piu complicato. Partiamo da disegnare la retta r di
equazione y = %x poi ci procuriamo un oggetto dotato di un angolo retto e disegniamo la retta s
perpendicolare a r nel punto (0; 0). Dobbiamo disegnare con la massima precisione.

Possiamo osservare innanzitutto che se la retta precedente era crescente, la perpendicolare
sara decrescente e viceversa. In questo caso il coefficiente angolare di s sara negativo. Se
abbiamo fatto un buon lavoro con il disegno dovremmo trovare che, partendo dal punto in cui r
interseca l'asse y, il prossimo punto in cui la perpendicolare passa per I'incrocio dei quadretti
& (4; —5). Il coefficiente angolare di s & quindi: ms = ——

my "

Definizione 4.3. Due rette sono perpendicolari se e solo se il coefficiente angolare di una &
I'antireciproco del coefficiente angolare dell’altra.

Esempio 4.1. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, datalarettar: y =

%x, calcola 'equazione della retta s parallela a r passante per P(—4; 3).

Esempio 4.2. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, datalarettar: y =
%x, calcola I'equazione della retta n perpendicolare a r passante per P(—4; 3).

4.6 Retta per due punti

Piu sopra abbiamo ricordato che per due punti passa una sola retta. In quale modo possiamo
trovare I'equazione della retta che passa per due punti assegnati?



54 Capitolo 4. Rette nel piano cartesiano

Procedura 4.4. Calcola I'equazione della retta passante per i punti A e B:

a) Conoscendo i due punti non é difficile calcolare il coefficiente angolare: m = YB—YA

XB—XA

b) poi resta da calcolare lintercetta e per questo possiamo applicare la cond/zmne di
passaggio per un punfo: ya = mxa +q < q =ya — MxA.

~

FIGURA 4.15: Equazione di una retta.

Esempio 4.3. Calcola I'equazione della retta passante per A(—3; 4) e B(6; —2) (figura: 4.15).
Per prima cosa disegna i punti e la retta. E facile prevedere che il coefficiente angolare dovra
essere negativo e che l'intercetta dovra valere all'incirca due.
Calcoliamo il coefficiente angolare:
_Ay_yB—yA_ —2—4 -2—-4 —6 2

T Ax  xg—xa 6—(-3) 6+3 9 3

Per trovare q e imponiamo che la retta di cui conosciamo m passi per A (si ottiene lo stesso
risultato imponendo il passaggio per B):

2 2 2
yA:—ng+q<:q zyA+§qu:4+§(—3)q:4—2:2
Lequazione della retta & quindi:
y :—%x—i—Z

(Come sospettavamo).

Esempio 4.4. Calcola, usando la formuletta, 'equazione della retta passante per gli stessi due
punti.
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4.7 Fasci dirette

Lequazione parametrica: y —yp = m(x — xp) al variare del parametro m rappresenta sen-
Z’altro una retta perché & un’equazione di primo grado nelle due incognite x e y. Senz’altro
questa retta passa per il punto P, infatti se al posto di x e di y sostituisco rispettivamente: xp e yp
F'uguaglianza é verificata:

yp —yp =m(xp —xp) =0=m-0

Dunque y —yp = m(x —xp) & I'equazione di una generica retta passante per P. Al variare
di m ottengo quasi tutte le rette passanti per P...Perché quasi tutte?

Esempio 4.5. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, scrivi I'equazione del
fascio di rete passanti per il punto P(3; 2). Tra tutte queste calcola I'equazione della retta parallela
alla retta passante per i punti A(—4; 1) e B(3; —1).

Esempio 4.6. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, scrivi 'equazione
del fascio di rete passanti per il punto P(—23; 1). Tra tutte queste calcola I'equazione della retta
perpendicolare alla retta passante per i punti A(3; 4) e B(5; —2).

4.7.1 Formula della retta per due punti

A questo punto possiamo combinare due argomenti trattati per risolvere in un solo passo un
problema gia affrontato e risolto in due passaggi. Possiamo combinare la formula del fascio di rette
per un puntoy —yp = m(x —xp) e la formula per calcolare il coefficiente angolare m = yxg%;%
Sostituendo m nella prima otteniamo:

_YB YA (
XB — XA
La formula per del fascio di rette passsanti per un punto permette di scriverne una analoga che
da immediatamente I'equazione di una retta passante per due punti.

Y—Ya X —XA)

4.8 Distanza punto retta

Ricordiamo che la distanza tra un punto e una retta € la lunghezza del segmento di perpendi-
colare compreso tra il punto e la retta.

Procedura 4.5. Per trovare la distanza del punto P dalla retta r, basta:

a) calcolare I'equazione della retta s perpendicolare a r passante per P
b) trovare l'intersezione 1 tra le due retter e's
c) calcolare la distanza tra i punti P e 1.

Fortunatamente qualche matematico € riuscito a sintetizzare tutto questo procedimento in
un’unica formula. Dato un punto P(xp;yp) e unaretta r: ax + by + ¢ = 0, la distanza d(P, r) tra
il punto e la retta si ottiene dalla seguente formula:

_ laxp + byp + ¢

d(P,r) FEpa
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Il numeratore € ottenuto partendo dall'equazione implicita della retta sostituendo le variabili con
le coordinate del punto P.

Esempio 4.7. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, calcola la distanza
traP(—1; 5)er: y=4ix—2.

Esempio 4.8. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, calcola la distanza
traP(4;, —3)er: y= %lx+5,

4.9 Intersezione di rette

Ritorniamo dove eravamo partiti: i punti di una rette sono tutti e soli quei punti le cui coordinate
sono soluzioni dell’equazione. Se due rette hanno un punto in comune questo significa che le
coordinate di quel punto sono soluzione di entrambe le equazioni. Trovare le coordinate del punto
che due rette hanno in comune significa trovare le soluzioni comuni alle due equazioni.

Esempio 4.9. Disegna le duerette r: y = —ix+3es: y = $x —2 individua graficamente
l'intersezione e verifica che le sue coordinate sono soluzioni di entrambe le equazioni.

Yy
\ 1
=—= 3
I y 13x—|—
2:—§3+3:—1+3
4

5 > Y= §X -2
/ 2= é3 —2=4-2
=3 =
FIGURA 4.17: Verifica dell’inter-
sezione.

FIGURA 4.16: Intersezione di due rette.

Dopo aver disegnato le due rette si vede immediatamente che si intersecano nel punto I(3; 2).
Sostituendo 3 alla x e 2 alla y nelle due equazioni otteniamo:

y=—3x+3 =2=-3343=-143=2 y=3x—2=2=33-2=4-2=2

Ovviamente il metodo appena utilizzato non & generale: come facciamo a trovare le coordinate
esatte se l'intersezione non cade esattamente sul vertice di un quadretto? Rovesciamo il problema:
per individuare il punto cerchiamo i due numeri che risolvono entrambe le equazioni, quei due
numeri sono le coordinate dell'intersezione delle rette.

In matematica per indicare che due frasi devono essere contemporaneamente vere si usa il
simbolo di una grande parentesi graffa aperta che le racchiuda e I'insieme di piu equazioni che
devono essere vere contemporaneamente viene chiamato sistema. Risolvere un sistema significa
trovare quei numeri che messi al posto delle incognite rendono vere tutte le uguaglianza.

Alla soluzione dei sistemi € dedicato tutto il prossimo capitolo, ma possiamo intanto anticipare
uno dei trucchi che useremo: se nella prima equazione c’é scritto che y & uguale a un’espressione,
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nella seconda equazione, al posto di y possiamo scrivere quella espressione. Vediamo questo
procedimento con un esempio.

. 3 2 .
Esempio 4.10. Disegna le due rette v : y = X +2es: y= §X —1 calcola le coordinate
dell'intersezione e verifica di aver ottenuto una soluzione credibile.

Yy
{ y= §x—|—2
3 . §X2_1
gX"‘Zz: gX— 1 /
X—zx=-1-2
z 33 o~
Ix = —
6 18
=——=-3,6 |
2 > 18
=—(——)—1
3(12 > | 17
=———1=——=-3,4
5 5 . .
FIGURA 4.18: Calcolo dell'intersezione. FIGURA 4.19: Intersezione di

due rette.

Dopo aver disegnato le due rette si vede immediatamente che si intersecano circa nel
punto I(3; 2). Risolviamo il sistema:
y = %x +2
y= %x —1
La prima equazione ci dice che y & equivalente a %x + 3 quindi, nella seconda equazione al
posto di y scriviamo: %x + 3 otteniamo cosi un’equazione che contiene una sola incognita, I'ascissa
dell'intersezione:
%x +2= %x -1

%x—%x:—l—z
gx:73
x=-2=356

E sostituendo questo valore in una delle due equazioni troviamo anche il valore dell’'ordinata
dellintersezione:

y=3-H-1=-F-1--F-34
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4.10 Esercizi

Capitolo 4. Rette nel piano cartesiano

4.10.1 Esercizi dei singoli paragrafi

4.1 Equazioni lineari in due variabili

4.1. Individua quale tra i seguenti punti appartiene alla retta.

a) —§x+§
9_213 2
C) —§X 2
AR
Jy=2x_2
Y=1* "5
Y="%5*"735
f) ——§x—i-é
Y=7"5"5
h) y=zx-3
i) y= _5x+49
hy=2r ¥
1) x =9
m) *§x+g
Y=3*"5
n) y=3x+10
0) yo oy 1B
V=177 17
yy— 0, . 4
Jy= oxt 2
VY=70""75

4.2 Equazioni della retta

(=5, 9), (4, —10), (4 —9), (5; =9), (—6; 9), (5; —10)

(3; 10), (—4; —11), (=5; —12), (4 10), (=5 —11), (—4; —12)

(—11; 6), (10; =7), (-10; 5), (—11; 5), (-10; 6), (10; —6)
(—12; =2), (11; 1), (-13; =3), (11; 2), (12 1), (12; 2)
(=1;9), (1; =9), (=2 9), (0; —9), (0; —10), (1; —10)
(—9; 3),(=9; 4),(-8; 4),(8; —5),(7; —5),(8; —4)

(5; 2),(=6; =2),(=5; =3),(4; 2),(=5; —2),(—6; —3)

(5, 5),(=7; =5),(6; 5), (=7, —6), (5; 4), (—6; —6)

(=9; —10), (—8; —10),(7; 8),(8; 8),(—9; —9),(8; 9)
(—11; 3), (10; —3), (—11; 2),(11; —=3),(—12; 3),(10; —4)
(4, —8),(3; =8),(—4; 7),(—5; 7), (4, —9),(—4; 8)

(—=10; —9), (—10; =8), (—9; 8) (8, 7),(8; 8),(9; 8)
(—2; 8),(0; =9),(—=1; 7),(—=2; 7), (—1; 8),( —8)

(4; 4),(5; 4), (=5, —6),(—6; —5),(4; 5),(—5; —5)

(—=12; 5),(—12; 6),(10; —6), (11; —6),(—11; 5), (11 —7)

(—2; =2),(—1; =2),(0; 1),(1; 2),(—1; —=3),(0; 2)

4.2. Riconosci quali delle seguenti € 'equazione di una retta:

y=-3x+4
y2=x+3
y3——x+y3—2

SQ .0 QO 0o T o
—_—— — — — — — —

(x+2)(x—2) = (x+3)?
(x+y)(x—y)+ (y—5)?
01x+02y—03

x2 2-90

3x2 — ZX + 5y = 3x?

i) y+4x=>5
j) bx —4y+3=0
k) (x+3)2—(y+2)?=2x—2y
y=0
= (x +4)? m)y=2
n)x=y
o) Ox+0y=7
p) x> —(x+2)2=7(x—y)
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4.3. Trasforma le equazioni implicite in equazioni esplicite.

a) —Ix—11y—110=0 h) 4x—5y—5=0 0) 6x—11y+99=0
b) —8x—2y—20=0 i) 7x—y—9=0 p) 11x—8y—40=0
c) 9 =0 j) 4x+7y+14=0 q) x=-—7

d) 8&x+y—7=0 k) =7x+6y+0=0 ry —4x—9y+36=0
e) 2x—6y—54=0 ) — x+10y 50=0 s) —9x—6y—6=0
f) —6x—9y—27=0 m) x = t) —7x+4y—40=0
g) 7x—8y—64=0 n) x+4y 4=0 u) 8x+4y—12=0

4.4. Trasforma le equazioni esplicite in equazioni implicite.

a)y:gx+2 h)y:lx+9 0)y=1
?0 113 p)y——gx—9
— N — " x_7 -5
b) y=q7x=6 T q) y =28
5 . 1 2
¢) y=—3x+10 y=—5x—7 N y==x+7
k) y=—11x+8 ° 1
d)y:3x—3 | 5 0 s)y:—Eerz
e)y=-—x-—5 )g——ﬁx—i— 1
g)y:§x+8 n)9:_§X_6 u)y:—§X+1
7 5 5

4.3 Come disegnare le rette

4.5. Disegna i seguenti gruppi di rette in diversi piani cartesiani calcolandone prima, in una tabella,
tre punti.

6 11 6
1. a) y—gx—|—7 b) y—ﬁx 6 c) y= ;ﬁx—Fll
2. a y=3x+12 b) =-3 c) y:§x—2
3. a) y:—gx+6 b) y=2x—-9 c) y:§x+12
10 12
4. a) x—08 b) y—f?x77 c) y—;ﬁx—ll
5. a) y=3 —6 b) y=3x+10 C) :§x+3
6. a) y=7x+5 b) y=5x+4 c) y=0
1 2
7. a) y:70x—10 b) y:—gx+4 c) x=5

4.6. Disegna i seguenti gruppi di rette in diversi piani cartesiani calcolandone prima, in una tabella,
tre punti.

1. a) 2x—10y—30=0 b) 4x+10y—40=0 c¢) -3x+y+0=0

2. a) 11x—3y—12=0 b) 7x=0 c) —10x—2y—16=0
3. a) —7x—4y—4=0 b) 9x+7y+42=0 ) —8x+y+9=0

4. a) 10x—y+9=0 b) 6x—8y—48=0 ¢) —-7x—y—11=0
5. a) 4x+4y+36=0 b) —5x—8y—48=0 c) —7x=0

6. a) —7x+7y+63=0 b) 7x+6y+30=0 ¢ —llx—y+3=0
7. a) —5x+5y—45=0 b) 8x—y+11=0 ¢) 5x+6y—24=0



60

4.4 Coefficienti dell’equazione esplicita

Capitolo 4. Rette nel piano cartesiano

4.7. Disegna i seguenti gruppi di rette in diversi piani cartesiani usando il metodo rapido.

1
y=—5x—4 b)

2
c) y=——=x-—2

1. =x—
a) % y x98 5
2. a) y=—§x+11 b) yz—ﬁx—6 c) y=7x—7
3. a) y:§x+3 b) y=2x—6 c) y=-—x+1
11 2
4. a) yzix—él b) y:ZX—B ) y=-—-x—>5
5. a) y:—%x—ll b) y=-3x+12 ¢ y:—§x+12
1 10
a) y=1 b) y=gx+3 ©) y=5x—4
a) y=-2 b) y=x+12 c) y=2x—7

4.8.

4.6 Retta per due punti

4.9. Calcola I'equazione della retta: AB.

a) A(3; 2), B(S; 8) y=ox— gl

b) A(6;7), B-11;6) [y = gxt ]
1

0) A9 1), BO; 4 [y=gxt ]

d) A(0; —12), B(—10; 11) [y = —%x—lZ]

1 2

e) A(-5 1), B(4 —2) y= *gxfgl

) A3 —4), Bl —7) [y =—ox— 2]

2 61

0) Al6; ~7), B-1; 9 [y=ox— 3]

7 25

M) AL 3, BT ) [y = x+ o)

) A(10; 1), B(—11; —10) [y = —x— 2]

Disegna i seguenti gruppi di rette in diversi piani cartesiani usando il metodo rapido.

1. a) 8x—2y—18=0 b) —5x+6y—18=0 <¢) 9x—45=0

2. a —7x+8y+80=0 b) 2y+18=0 c) —4x+6y+12=0
3. a) —7x—6y+12=0 b) —6x—4y+20=0 <¢) —4x+y+6=0
4. a) 10x—11y=0 b) —-5y+15=0 c) 3x+1ly+0=0
5. a —S5x+5y+50=0 b) —2x+7=0 c) 6x—5y+30=0
6. a) —8x—y+12=0 b) —4x+1ly—11=0 c¢c) —2x+7y—84=0
7. a —12x—7y=0 b) 8x—10y—50=0 c) 5x—10y—30=0

i) A8, ~6), B(-1; 1)y = —x— ]

3 51

) A(49), B3 6 ly=—ox+ ]
19 3

l) A(1; 8), B(—1; —11) ly= jx—il

M) A6 1), B-12;6) [y =—ox—4]
n) A(4; 11), B(2; —9) [y = 10x — 29]
o) A(10; —6), B(—12; 7) [y = —gx—%]
p) A(—6; —5), B(—4; —3)  [y=x+1]
Q) A9 9), B9 10) [y = gx+ ]
) A4 —5), B(-10; 11) [y =—>x—2]

s) A(—4; 8), B(—6; 2) [y = 3x +20]
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4.5 Rette parallele e perpendicolari

4.10. Per ciascuna delle seguenti terne di punti disegna la retta AB e le rette parallela e perpendi-
colare passanti per C.

s}
=

h) A(—4; 4), B(10;, —10), C(11; —1)

i) A(—3; —10), B(9; 8), C(8; —9)

i) A(7; —12), B(6; —4), C(—11; —3)
(—4;, —4), C(—9; —9) k) A(O

1) A

m) A

n) A

; 0), B ; 0), B(=8; =3), C(4; 11)
4; —3), B(-10; 9), C(8; 6) —2; =2), B(7; —7), C(4; 8)
4; 11), B(—12; —11), C(9; 5) —7; —9), B(—4; 8), C(4; 10)
6; —2), B(—12; —7), C(10; —8) —8; —5), B(11; 11), C(9; 5)

4.11. Per ciascuna delle seguenti terne di punti disegna la retta AB e le rette parallela e perpendi-
colare passanti per C. poi calcolane le equazioni.

6 21 6 93 13 53
. —3), B(—10; —4; X — Y= —— X4, Y= —XF —
a) A(3; —3), B(—10; 3), C(—4; 9) [y 3~ 613,;14 13g+1§iy 6>;+ .
S — —_ s —_ s —_— = —=——X — — = —-—X— — = — —2
¢) Al4; -9), B(-11; =5), C(4; —10) [y =—7zx e ;;1 15:0 =Y 47x 5]
d) A(=3; 3), B(-10; =7), C(0; —3) y=7-x+—, y=-x=-3y= —11*07‘—12]
e) A(6; —3), B(9; —12), C(10; 8) [y=-3x+15 y=-3x+38, y = §x+ g]
4 103
f) A(—4; —8), B(4; 2), C(~12; —11) ly=2x—3,y=x+4 y=—ox—
4 4 5 . 5
g) A(10; —6), B(9; 7), C(0; —5) [y=—-13x+124, y=—-13x—5, y = EX—S]
4 8 4 8 3 3
h) A(*Z, O)/ B(ll 4)/ C(ZI 0) [y = §X+ 5, Y= §5X* 56,5y = f§X+ g]
i) A(=10; 7), B(—6; —3), C(11; 5) [y; —5;—18, y 1——3—571277, y =85x +4§]
4.8 Distanza punto retta
4.12. Calcola la distanza tra il punto P e la retta r
94
a) P(11;, —=7), r: —6x+7y+21 =0 — ~10.2
) P( ), T X+ 7y [8\0/2% |
b) P(—10; 10), r: 3x+10y+10=0 —— =~ 7.663
) P( ) y [%}6@ ]
c) P8, —1), r: —12x—10y+40=0 — & 2.945
) P( ) y [\/24:—4éo ]
d) P(=5; —11), r: —6x+0=0 —— x50
) P( ), T X 12%% ]
e) P(—1, —4), r: —3x+9y—81=0 — ~12.02
) P( ) y [@ |
f) P(=3;0), r: 9x—6y+72=0 [— ~ 4.16]
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g) P(—10; =7), v: 10x—9y +27 =0 [\/% ~ 0.7433]
h) P(4,0), r: —9x+4y+44=0 [ﬁ ~ 0.8123]
i) P(=5;8), r: 10x—3y—27=0 [\}% ~ 9.674]
j) P(—11; 0), v: 9x+11y—33=0 [\}% ~ 9.287]
k) P(—9; —10), r: 2x+4y+24=0 [% ~ 7.603]
4.13. Calcola la distanza tra il punto P e la retta r
a) P(—2;, —=10), r: y = —éx—ll [\/% ~ 0.773]
b) P(7, —9), r: y= 3x—l—l [ﬂ ~ 11.09]
113 @8
c) P6;, =2), r:y= —Zx—l [\/TW ~ 2.8]
d) P(—1; —7),r:y:—%x—6 \/szgzlﬂ
e) P(—4;0), 1: y=—x+7 [% ~ 7.778]
f) P(11;9), r: y= Ex—&-2 [i ~ 2.22]
11 V221
g) P(8; O),T:y*—%x—6 \/%%6766]
h) P(-8, —4), r: y= —%x—6 [\/% ~ 3.865]
i) P(2,0), t:y= —gx—&-Z [\/% ~ 0.2561]
iy P(9;,7), r:y= %x+2 \;% ~2 0.4472]
k) P(=3, 1), r: y= §x+2 [\/% ~ 0.1374]

4.14. Per ciascuna delle seguenti terne di punti disegna la retta AB e calcola la sua equazio-
ne. Calcola la lunghezza del segmento AB, la distanza del punto C dalla retta AB e I'area del
triangolo ABC

51
a) A(—4; 10), B(=3; 0), C(3; -9 —10x —30, V101, —, 25.5
) Al=4; 10}, B(-3; 0), C(3; ~9) [~10x 30, V o ]
b) A(8; 11), B(6; —7), C(7; =7 Ix—61, V328, —, 9
) Al8; 11), B(6; ~7), C(7; —7) [ V3%, =, 9
c) A(11; 2), B(2; 7), C(11; —1) [—§x+E V106, —22_ 13.5]
4 7 4 4 7 9 5 9 7 52 4 @/2 .
1
d) A(-5;9), B(-8; 4), C(9; -5 x+—, V34, ——, 56
) A(=5; 9), B(=8; 4), C(9; —5) £3X293\/\{%74]
e) A(6; —8), B(—~10; —6), C(4;, —10 —sx——, v260, —, 18
) Al6; —8), B( ), C(4; —10) [8X14\/9\/6>g]
f) A(3; ~6), B(-5; —2), C(10; ~11) 5% 5 V80, = 6



Sezione 4.10. Esercizi 63

9) A(l; —2), B(3; —11), C(7; —2) [—196>5<+ 2 ¢8‘5,9;;i5, 27]
h) A(—6; 9), B(11; 11), C(1; 4) [—x+ TR V293, \/273 49.5]
i) A(2; 1), B(6; 1), C(—6; =7) [1, V16, f 16.0]
) A(1; —4), B(—6; —10), C(7; 7) 17[§x3534 V85, 1;8% 20.5]
k) A(11; —8), B(~8; 9), C(0; —8) [~ 5%+ 15, V650, Tz 99
) A(7; —1), B(=3; —12), C(—11; —11) [Ex % V22T, %, 49]

4.15. Disegna le due rette, individua le coordinate dell’intersezione, verifica che queste sono
soluzioni di entrambe le equazioni.

a) r:y=4x—8 s:y=—1x+9 g) iy =4% s:y=lox—12

5 S h)riy=ox—11 s:y=——x+4
b)T:y:§x—4; SZU:ZX_7 ' %1 L 1 11

20 17 i)r:y==x+7 s:y=-—-—x—11
c)r:y:—?x+9; s:y:—?x+6 % 4
d)r:y=1,1s:y=3x—-11 j)Tiy:§X+7; S- Y=

5
e)r:y:—ix—4; s:y=-8x+7 k) r:y=9; s;y:%x—l

17 11

fyr:y=4x-3; s:yfgx 8 |)T;y:ZX_11; s:y=§x—12

4.16. Disegna le due rette e calcola le coordinate dell’intersezione.

3 11
Yy =— =—— 0, —6
a)r:y 511X 6;s: yl g X6 35[( 28)]
b)r:yz;x—l;s:y:gx—7 [l —
5 6 1176 152
c)r:y= Ex+6s U__§X_8 ( To7 107)]
11 5 5 61
d)r:y=——-x+Ls: y=—-x+6 ]
2 2
7 177
e)r.yfllx—&s.yf—ﬁx—l <128 8>]
6
f)r:y:4;s:y:§x ( 4)]
5 11 280 73
g)r:y EX 11;s: y=——-x+9 (57 57 )]
5
h)r:y:fgfo;s:y:gx+11 (, >]
7
i)T:y:§x+1;s:y:§X+12 < )]
1 O 24
j)r:y:—éx—&—Z;s:y:Zx—&-lZ 3 )]
Ky r:y=—7x+1s: y=-5x+11 5 36)]
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4.17. Disegna le due rette e calcola le coordinate dell’intersezione.

140 127
a) r: dx+7y—63=0;s: —9x—10y +110=0 [<23, 23>]
b) r: -7x+0=0;s: —6x+6y+60=20 [(0; —10)]
c)r: 8x+0=0;s: =10x—12y+72=0 [(0; 6)]
10
d) r: —12x—10y—60=0;s: 6x—5y+10=0 [(—3,‘ —2)]
e) r: 4x—8y+24=0;s: —1x+10y+50=0 [(—20; —7)]
1 4
f)y 7: —9x+2y—2=0;s: —1x+10y+30=0 [<1(1); ;)]
g) t: 7x+0=0;s: —3x+10y—20=0 [(0; 2)]
h) r: = Ix—12y+12=0;s: —2y+18=0 [(—96; 9)]
9 4
i) r: =Ix+3y+30=0;s: 11x—9y—72=0 [ v —43>]
. 9% 11
j)r: 1lx—1y+11=0;s: —7x—8y—8=0 [(—95, —95>]

4.10.2 Esercizi riepilogativi
4.18. Determina il circocentro, I'ortocentro, il baricentro, il perimetro e I'area del triangolo avente
per vertici i punti A(—1; —1),B(2; —1), C(0; 3).

1
4.19. Determina la proiezione ortogonale del punto P(—1; —4) sulla rettay = —gx —1

4.20. Dati i tre punti A(1; 3), B(—1; 6), C(—4; 4) determina il punto D in modo tale che il
quadrilatero ABCD risulti essere un quadrato. (Suggerimento: ci sono due metodi per risolvere
I'esercizio, uno € molto veloce...)

4.21. Verifica che il triangolo di vertici A(3; 2), B(2; 5), C(—4; 3) e rettangolo e calcola I'area. [10]

4.22. Nel fascio di rette di centro A(—2; 1) determinare la retta r perpendicolare alla retta di
equazione 2x —2y—3 =10 xX+y+1=0]

4.23. Nel fascio di rette parallele a y = —2x determinare la retta r passante per A(0; —3) [2x +y +
3=0]

4.24. Dati i tre vertici di un triangolo A(5; 0) B(1; 2) e C(—3; 2), scriverne le equazioni dei lati.
x+2y—5=0x+4y—-5=0y =2]

4.25. Scrivere 'equazione di una retta passante per A(4; 2) e per il punto comune alle rette r: x +
y=3es: x—y+1=0 ly=2]

4.26. Scrivere 'equazione della retta congiungente il punto d’intersezione dellerette a: x+y =3
eb: x—y+1=0,conquello dintersezione dellerettec: x—y=1edx=-1 [u=2x]

4.27. Scrivere 'equazione della retta passante per A(—5; —1) parallela alla retta congiungente
I'origine delle coordinate con B(1; 2) 2x—y+9=0]

4.28. La retta passante per A(2; 3) e B(—1; —6) e quella per C(6; —1) e D(—3; 2) come sono
fra loro? [perpendicolari]



Rette parallele

5.1 Rette parallele

Secondo la definizione di Euclide, due rette nel piano sono parallele se non hanno punti in
comune. In maniera pit moderna il concetto di parallelismo € interpretato come I'avere la stessa
direzione. Si pud anche dare una formulazione che unifichi le due definizioni precedenti; si deve
perd ricorrere al concetto di distanza: due rette nel piano sono parallele se mantengono sempre la
stessa distanza. Se la distanza € nulla, le due rette sono coincidenti. Noi utilizzeremo la seguente:

Definizione 5.1. Due rette giacenti nello stesso piano si dicono parallele se sono coincidenti
oppure non si incontrano mai.

Assumendo dunque questa come definizione di parallelismo, abbiamo bisogno di precisare il
concetto di distanza. Dati due punti P e Q, la distanzatra P e Q € la lunghezza del percorso piu
breve che unisce i due punti. Questo concetto & valido anche se si riferisce alle distanze tra due
citta che si trovano negli stradari: sono riportate le lunghezze dei percorsi minimi tra tutte le strade
alternative che collegano due citta. Naturalmente, nel piano, ove si “dispone” di tutti i punti da poter
“attraversare”, il percorso piu breve che collega due punti P e Q & il segmento PQ; quindi nella
geometria euclidea assumiamo come distanza tra due punti la lunghezza del segmento avente per
estremi i due punti.

Se vogliamo parlare di distanza tra due insiemi di punti, allora va considerato il percorso piu
breve tra tutti i percorsi che collegano un qualsiasi punto del primo insieme con un qualsiasi punto
del secondo: in pratica la distanza € la lunghezza del piu piccolo segmento tra tutti quelli che
collegano i due insiemi di punti.

Nel caso particolare di un punto A ed una retta BC, se il punto appartiene alla retta allora
la distanza di A da BC & uguale a zero, altrimenti si considera come distanza la lunghezza del
segmento AH, dove H é il punto in cui la perpendicolare a BC passante per A interseca la
stessa retta BC: il motivo si intuisce in base a quanto detto, ma risultera chiaro piu avanti, quando
affronteremo lo studio delle disuguaglianze tra gli elementi di un triangolo.

Analogamente, come distanza tra due rette parallele si assume la lunghezza di un qualunque
segmento che unisce il punto di una delle due rette con il piede della perpendicolare mandata da
esso sull’altra retta. Affermare che tali segmenti sono tutti congruenti & un modo piu preciso per
dire che le due rette mantengono sempre la stessa distanza.

Ricordiamo la versione “moderna” del V Postulato di Euclide: dati una rettar ed un punto P,
allora esiste una ed una sola retta parallela ad r e passante per P.

Si & scelto di considerare parallele sia rette nel piano che non hanno punti in comune sia
rette coincidenti proprio per fare in modo che la relazione di parallelismo sia una relazione di
equivalenza: riflessiva, simmetrica, transitiva. Con la definizione di parallelismo data da Euclide,
al contrario, sarebbe stata solo simmetrica, ma non riflessiva né transitiva. Per convincersi della
non transitivita, basta considerare tre rette a, b, ¢ con a e c coincidenti e b parallela ad entrambe

65
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e distinta da esse: alloraa || be b || ¢, ma a e ¢ non sono parallele secondo la definizione di
Euclide.

Procedura 5.1. Costruzione della parallela a una retta, passante per un punto C esterno ad
essa:

Traccia la retta r passante per due punti qualsiasi A e B.

Traccia un punto C non appartenente alla retta.

Traccia la retta passante per C ed A.

Traccia la circonferenza C_0 di centro C e raggio CA

Traccia la circonferenza C_1 di centro A e raggio CA

Denomina D ed E (E e piu vicino a C) i punti di intersezione della retta r con la
circonferenza C_1.

Traccia la circonferenza C_2 di centro A e raggio EC, che interseca la circonferenza C_1
nei punti G ed F (G appartiene allo stesso semipiano individuato da r, contenente C).

8. Traccia la retta CG, che é la parallela alla retta AB, passante per C.

S KN N

N

5.1.1 Rette parallele tagliate da una trasversale

Due rette parallele a e b vengono intersecate da una retta ¢ (detta trasversale) che non &
parallela ad esse,

se la retta ¢ € perpendicolare (ad entrambe), si vengono a formare otto angoli retti;

se la retta c non & perpendicolare ad esse, si vengono a formare otto angoli, di cui quattro
acuti e quattro ottusi, rispetto alla posizione che occupano alle coppie vengono attribuiti i
seguenti nomi (figura 5.1):

le coppie diangoli1e5,2e 6,3 e 7,4 e 8 sidicono corrispondenti (perché occupano
posizioni analoghe da una parallela all’altra);

le coppie di angoli 3 e 5, 4 e 6 si dicono alterni interni (alterni perché occupano posizioni
opposte rispetto alla trasversale, interni perché si trovano all'interno delle due parallele);
le coppie di angoli 1 € 7, 2 e 8 si dicono alterni esterni (alterni perché sono opposti
rispetto alla trasversale; esterni perché si trovano all’esterno della zona tra le due
parallele);

le coppie di angoli 3 e 6, 4 e 5 si dicono coniugati interni (si dicono coniugati perché
stanno dalla stessa parte rispetto alla trasversale);

le coppie di angoli 1 e 8, 2 e 7 si dicono coniugati esterni.

Inoltre le coppie 1 € 3,2 e 4,5 e 7, 6 e 8 sono angoli opposti al vertice.

Teorema 5.2 (delle parallele [diretto]). Se due rette tagliate da una trasversale formano una
coppia di angoli alterni interni congruenti allora sono parallele.

Dimostrazione. Ragioniamo per assurdo. Supponiamo che la tesi sia falsa, cioé che lerette ae b
non siano parallele. Se non sono parallele si incontreranno in un punto C e quindi tra esse e la
trasversale si viene a formare il triangolo ABC. Per il teorema dell’angolo esterno del triangolo,
I'angolo (esterno) « & maggiore dell’angolo (interno) (3. Questa conseguenza contraddice l'ipotesi
del teorema, secondo la quale gli angoli alterni interni « e 3 sono congruenti. Allora abbiamo
sbagliato a negare la tesi, che percio risulta vera. O
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FIGURA 5.1: Le rette parallele a e b sono tagliate dalla trasversale c

Possiamo generalizzare il teorema precedente ad altri casi.

Teorema 5.3 (Criterio di parallelismo). Se due rette tagliate da una trasversale danno origine
ad una tra le seguenti coppie di angoli

angoli alterni interni o alterni esterni congruenti;
angoli corrispondenti congruenti;
angoli coniugati interni o coniugati esterni supplementari

allora sono parallele.

Dimostrazione. Tenendo conto che due angoli opposti al vertice sono

congruenti e due angoli adiacenti sono supplementari, se risulta

che due angoli corrispondenti qualsiasi sono congruenti, allora i

quattro angoli acuti sono tutti congruenti ed i quattro angoli ottusi /7«
sono congruenti, e quindi anche angoli alterni interni. Pertanto, per il
teorema precedente, le rette sono parallele.

Analogamente, se risultano supplementari due qualsiasi angoli
coniugati (interni o esterni) risulta sempre che i quattro angoli acuti W
sono tutti congruenti tra loro come i quattro angoli ottusi, pertanto
gli angoli alterni interni sono congruenti e, sempre per il teorema
precedente, le due rette sono parallele. O

Teorema 5.4 (delle parallele [inverso]). Se due rette sono parallele allora esse formano con
una trasversale qualsiasi due angoli alterni interni congruenti.
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Dimostrazione. Ragioniamo per assurdo. Supponiamo che
la tesi sia falsa, cioé che esista una coppia di angoli alterni

interni «c € 3 con o« > 3. Per il punto P, vertice dell’angolo

o si potra allora tracciare una retta a’ in modo che I'angolo pV
da essa formato o’ sia congruente a 3. Ne segue che a

a’ e b sono parallele perché formano angoli alterni interni a’ o

congruenti. Allora esisterebbero due rette distinte, a e a’,
passanti per lo stesso punto P, entrambe parallele alla retta b
b. Questa conclusione contraddice il V postulato di Euclide, /
secondo il quale per un punto esterno a una retta passa
un’unica parallela. In altre parole la tesi & vera. O

In generale possiamo enunciare il seguente

Teorema 5.5. Se due rette sono parallele allora esse formano con una trasversale qualunque

angoli alterni interni o alterni esterni congruenti;
angoli corrispondenti congruenti;
angoli coniugati interni o coniugati esterni supplementari.

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che sono congruenti gli angoli alterni interni formati da
due parallele tagliate da una trasversale. Tenendo conto che gli angoli opposti al vertice sono
congruenti e gli angoli adiacenti sono supplementari, si possono dedurre facilmente tutte le tesi di
questo teorema. O

5.2 Somma degli angoli interni di un triangolo

Passiamo ora a dimostrare il secondo teorema dell’angolo esterno di un triangolo.

Teorema 5.6. In un triangolo, un angolo esterno e congruente alla somma dei due angoli interni
non adiacenti.

Dimostrazione. Sia ABC un triangolo e sia CBD un angolo esterno. Tracciamo la semiretta
BE || AC che divide I'angolo CBD in due parti, CBE ed EBD. L'angolo CBE risulta congruente
allangolo ACB in quanto i due angoli sono alterni interni rispetto alle rette parallele ACe BE
tagliate dalla trasversale CB; analogamente I'angolo EBD risulta congruente all’'angolo CAB
in quanto i due angoli sono corrispondenti rispetto alle rette parallele AC e BE tagliate dalla
trasversale AD. Dunque CBD & congruente alla somma degli angoli interni di verticiA e C. O
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Corollario 5.7. La somma degli angoli interni di un triangolo € congruente ad un angolo piatto.

Dimostrazione. Dalla figura precedente ABD = ABC + CBE + EﬁDA =~ ABC + BCA + CAB,
pertanto la somma degli angoli interni € congruente all’angolo piatto ABD. O

Corollario 5.8. Un triangolo non pué avere pit di un angolo retto e/o ottuso.

Dunque, necessariamente almeno due angoli sono acuti. Di conseguenza, gli angoli alla base di
un triangolo isoscele devono essere acuti.

5.3 Somma degli angoli interni di un poligono

Teorema 5.9. Dato un poligono P din lati, la somma degli angoli interni di P & n — 2 angoli
piatti.

Dimostrazione. Infatti, dato un qualunque poligo-
no (anche concavo) di n lati, scelto un opportuno
punto interno J in modo che, congiunto con esso
ciascun vertice il poligono resti diviso in n trian-
goli, si pud osservare che la somma degli angoli
interni del poligono & data dalla somma degli an-
goli interni di n triangoli (n angoli piatti) meno
'angolo giro (2 angoli piatti) in J. O

Teorema 5.10. La somma degli angoli esterni di un qualsiasi poligono convesso,
indipendentemente dal numero dei lati, &€ congruente ad un angolo giro.

Dimostrazione. Ogni angolo esterno & adiacente B

ad un angolo interno, per cui se si hanno m lati,

e quindi m vertici, la somma degli angoli interni A

e degli angoli esterni &€ pari ad m angoli piatti.

Essendo la somma degli angoli interni congruente C
a m — 2 angoli piatti (per il teorema precedente),
la somma degli angoli esterni sara di due angoli -
piatti, cio& un angolo giro. O D

5.4 Generalizzazione dei criteri di congruenza dei triangoli

Se due triangoli hanno rispettivamente due angoli congruenti, allora anche i terzi angoli saranno
congruenti nei due triangoli, in quanto supplementari della somma di angoli congruenti.

Dunque, se due triangoli hanno congruenti un lato e due angoli, anche se il lato congruente
non & compreso tra i due angoli congruenti, risultano congruenti. Precisamente, vale la seguente
proposizione.
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Teorema 5.11 (Generalizzazione del 2° criterio di congruenza dei triangoli). Due triangoli
sono congruenti se hanno rispettivamente congruenti una coppia di lati e due coppie di angoli
ugualmente posti rispetto ai lati congruenti.

Dimostrazione. |l caso in cui il lato congruente € compreso tra gli angoli congruenti € stato gia
dimostrato (2° criterio di congruenza dei triangoli) ed utilizzato per la dimostrazione di varie
proprieta. Ora consideriamo I'altro caso.

In figura abbiamo rappresentato due triangoli, ABC e A’B’C’ che hanno per ipotesi i lati
AC=A C’ egliangoli « = o’ e B = B’. | due triangoli risultano congruenti, poiché deve risultare
ACB = A’ C’B’ in quanto tali angoli sono supplementari alla somma di angoli congruenti per
ipotesi (la somma degli angoli interni di un triangolo € un angolo piatto). Ci riconduciamo quindi al
caso del 2° criterio di congruenza, gia dimostrato in precedenza. O

Riprendiamo una proprieta dei triangoli isosceli che abbiamo enunciato ma non abbiamo
dimostrato.

Proposzione 5.12. In un triangolo isoscele, l'altezza relativa alla base é anche bisettrice
dell’angolo al vertice e mediana relativa alla base.

Ipotesi: IG = IH, =, IL L GH.
Tesi: GIL = HIL, GL = LH.

Dimostrazione. | triangoli GLI e LHI sono congruenti per
il secondo criterio generalizzato avendo congruenti un
lato (quello obliquo, IG = IH) e due angoli (x = 3 e
G = ILH) Di conseguenza, i restanti elementi Sso-
no ordlnatamente congruenti, in particolare GL = LH e
GIL = HIL. O

O Osservazione Dall’esame dei primi tre criteri di congruenza dei triangoli, nonché dalla ge-
neralizzazione del secondo criterio, si potrebbe essere indotti a pensare che due triangoli sono
congruenti se hanno tre coppie di elementi rispettivamente congruenti, se almeno una delle tre
coppie di elementi & costituita da lati.
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In realta, il primo criterio non si pud generalizzare come
il secondo. Basta pensare alla figura a lato: ADC & un
triangolo isoscele, B € un punto sul prolungamento della
base AD. Unendo B con C, vengono individuati due nuovi
triangoli, ABC e BCD che hanno in comune il lato CB e
I'angolo di vertice B, ed hanno inoltre congruentiilati AC e
CD, ma evidentemente non sono congruenti. Quindi se due
triangoli hanno due lati ed un angolo qualsiasi congruenti,
non & detto che siano congruenti. Perd nei due triangoli
citati in figura, gli angoli CAB e CDB sono supplementari.

5.4.1 Congruenze di triangoli rettangoli

Per quanto affermato nelle proposizioni precedenti, sappiamo che i triangoli rettangoli hanno
una coppia di angoli congruenti (quelli retti, essendo tutti congruenti fra loro, come affermato dal IV
postulato di Euclide) e gli altri angoli necessariamente acuti, in quanto la somma degli angoli interni
di un triangolo & congruente ad un angolo piatto (come segue dal secondo teorema dell’angolo
esterno e dai corollari).

Tenendo conto dunque dei criteri di congruenza dei triangoli, si possono riformulare dei criteri
di congruenza specifici per i triangoli rettangoli. Di questi ultimi omettiamo la dimostrazione.

Teorema 5.13 (Criteri di congruenza dei triangoli rettangoli). Due triangoli rettangoli sono
congruenti se hanno rispettivamente congruenti almeno uno tra:

i due cateti (1° criterio);

l'ipotenusa e un angolo acuto (2° criterio);

un cateto e I'angolo acuto adiacente (2° criterio);
un cateto e I'angolo acuto opposto (2° criterio);
un cateto e l'ipotenusa (4° criterio).

A titolo esemplificativo, ecome applicazione dei criteri, proponiamo qui di seguito due possibili
costruzioni di triangoli rettangoli mediante I'utilizzo della riga e del compasso.

Procedura 5.14. Costruisci un triangolo rettangolo i cui cateti sono congruenti a due segmenti
aati:
Traccia un segmento e denominalo AB.
Traccia un segmento e denominalo CD.
Traccia un punto E e la circonferenza c’ di centro E e raggio AB.
Considera sulla circonferenza ¢’ un punto e denominalo F.
Traccia il segmento EF.
Costruisci la retta r passante per E e perpendicolare a EF.
Traccia la circonferenza c” di centro E e raggio CD.
Denomina G e G’ le intersezioni della retta r con la circonferenza c” tracciata.
Il triangolo EFG é rettangolo e ha i due cateti EF e EG congruenti ai due segmenti AB e
CD dati.
10.
Anche il triangolo EFG’ é rettangolo e ha i due cateti EF e EG’ congruenti ai due segmenti AB
e CD dati.

© ONDO RN N =
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Procedura 5.15. Costruisci un triangolo rettangolo, dato un cateto e un angolo adiacente al
cateto:

=
o

© O NSO AN~

Traccia il segmento AB.

Costruisci I'angolo CDE.

Traccia un punto F .

Traccia la circonferenza di centro F e raggio AB.

Traccia arbitrariamente sulla circonferenza un punto G.

Traccia la semiretta di origine G e passante per F.

Trasporta I'angolo CDE sulla semiretta GF.

Costruisci la perpendicolare s a FG e passante per F.

H é il punto di intersezione del secondo lato dell’angolo (diverso dalla semiretta FG) con
la perpendicolare s.

Il triangolo GFH é il triangolo rettangolo in F, con un angolo acuto congruente a CDE
(quale?................. ) e un cateto congruente ad AB (quale? ... .............. )

Procedura 5.16. Costruisci un triangolo rettangolo, dato un cateto e l'ipotenusa:

© NS OA N~

Traccia un segmento AB e un segmento DE > AB.

Traccia un punto F del piano.

Traccia la circonferenza di centro F e raggio congruente ad AB.

Sia G un punto della circonferenza.

Traccia il segmento FG e la retta r perpendicolare a FG e passante per F.

Traccia la circonferenza di centro G e raggio congruente a DE,

Denomina H il punto di intersezione fra la retta r e la circonferenza.

Il triangolo HFG é il triangolo rettangolo con un cateto congruente ad AB e l'ipotenusa
congruente a DE.

Si puo dire che il triangolo rettangolo si forma in ogni caso?

5.5 Disuguaglianze tra gli elementi di un triangolo

Teorema 5.17. In un triangolo, a lato maggiore si oppone angolo maggiore.

Ipotesi: BC > AB. Tesi: BAC > ACB.

Dimostrazione. Scegliamo opportunamente un punto D sul lato mag-

giore BC in modo che BD sia congruente ad AB. Se uniamo A con D,
poiché il segmento AD é interno al triangolo ABC, il triangolo ABC
viene diviso in due nuovi triangoli, ADB e ACD. Il triangolo ADB &
isoscele sulla base AD pertanto ha gli angoli alla base congruenti,
per cui risulta BAD = ADB. Ma BAD & una parte propria di BAC
mentre ADB come angolo esterno al triangolo ACD & maggiore del-
I'angolo ACD = ACB, interno non adiacente, per il primo teorema

dell’angolo esterno. Si ha dunque: BAC > BAD = ADB > ACB
e gumdl IaAteS| (in maniera del tutto analoga si puo dimostrare che
BAC > ABC). O

Teorema 5.18. In un triangolo, ad angolo maggiore si oppone lato maggiore.
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Ipotesi: BAC > ACB. Tesi: BC > AB.

Dimostrazione. Dimostriamo la tesi in maniera indiretta, facendo
uso del teorema precedente e del teorema del triangolo isoscele.
Supponiamo vera l'ipotesi BAC > ACB. Facciamo un confronto tra i
segmenti BC e AB considerando tutte le possibilita. E possibile che
sia:

(i) BC = AB; (i) BC < AB; (i) BC > AB.

Se fosse vera la (i), iltriangolo ABC sarebbe isoscele sulla base
AC erisulterebbe BAC = ACB, per il teorema del triangolo isoscele,
contro l'ipotesi.

ASe fos§e vera la (ii), per il teorema precedente risulterebbe
BAC < ACB, contro I'ipotesi.

Rimane solo la possibilita che sia vera la (iii), la quale infatti non
contraddice il teorema precedente, anzi lo conferma. Quindi la tesi &
dimostrata. O
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Da questo teorema discende la proprieta che in un triangolo rettangolo I'ipotenusa & sempre
maggiore di ciascuno dei due cateti, in quanto 'ipotenusa ¢ il lato che si oppone all’angolo maggiore,

'angolo retto.

Ora dimostriamo una proprieta importante dei triangoli, nota come disuguaglianza triangolare.

Teorema 5.19 (Disuguaglianza triangolare). In un triangolo, ciascun lato € minore della somma

degli altri due e maggiore della loro differenza.

Dimostrazione. . ) ) .
In riferimento alla figura a lato, dimostriamo che nel triangolo ABC,

AC < AB + BC. Se AC fosse minore di un altro lato, sicuramente
sarebbe minore della somma degli altri due e il teorema sarebbe
dimostrato. Esaminiamo il caso in cui AC & maggiore sia di AB che
di BC. Prolunghiamo il lato AB dalla parte di B e prendiamo un punto
D sul prolungamento in modo che il segmento BD sia congruente
a BC. Unendo D con C abbiamo il triangolo ACD nel quale il lato
AD e congruente alla somma dei lati AB e BC. La tesi si riconduce
dunque a dimostrare che il lato AC & minore di AD. Osserviamo
che il triangolo CBD ¢ isoscele sulla base CD, per cui i suoi angoli
alla base sono congruenti: BCD = BDC. Ma 'angolo BCD e una
parte propria di ACD che quindi risulta maggiore di BCD = ADC.
Dunque, nel triangolo ACD, il lato AD, che si oppone ad angolo
maggiore, &€ maggiore del lato AC, che si oppone ad angolo minore,
per il teorema precedente.

A C

Visto che la costruzione fatta si puo ripetere tale e quale rispetto a qualsiasi lato, si puo
concludere che AC < AB+BC, AB < AC+ BC, BC < AB 4+ AC e dunque, sottraendo ad
ambo i membri della prima disuguaglianza il lato BC si ha AC — AB < BC, analogamente,
sottraendo uno stesso segmento, si hanno AC —BC < AB, AC—BC < AB, AB—AC < BC,
AB—-BC < AC,BC—AC < AB, BC—AB < AC. Leggendo le relazioni da destra verso sinistra,
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ogni lato € maggiore della differenza degli altri due (abbiamo scritto tutte le disuguaglianze, anche
se ovviamente ogni lato ha misura positiva mentre la differenza tra due lati pud essere anche nulla
0 negativa). O

Proponiamo ora un teorema sulle disuguaglianze tra gli elementi di due triangoli.

Supponiamo di avere due triangoli aventi due coppie di lati rispettivamente congruenti. Allora,
se anche gli angoli compresi sono congruenti, i due triangoli risultano congruenti per il primo
criterio. Altrimenti, se i due angoli compresi tra i lati congruenti non sono congruenti, i due triangoli
non sono congruenti, ed i terzi lati sono diseguali nello stesso verso degli angoli opposti ad essi
(cioe compresi tra i lati congruenti).

Teorema 5.20. Se due lati di un triangolo sono rispettivamente congruenti a due lati di un altro
triangolo, e I'angolo tra essi compreso e nel primo triangolo maggiore che nel secondo, allora il
terzo lato del primo triangolo € maggiore del terzo lato del secondo.

Ipotesi: AB = DE, AC = DF, BAC > EDF (AB < AC). Tesi: BC > EF.

A D

Dimostrazione. Tracciamo la semiretta AS di origine A, interna all’angolo BAC, in modo tale che
BAS = EDF. Se prendiamo su AS il punto H tale che AH = DF ed uniamo H con B, otteniamo
un triangolo ABH congruente a DEF per il primo criterio.

E importante dimostrare che il punto H & esterno al triangolo ABC. Per dimostrare cio,
prendiamo il punto L, intersezione tra la semiretta AS ed il lato BC. Notiamo che abbiamo iniziato
la costruzione a partire dal lato AB avendo supposto AB < AC, ma da questa disuguaglianza
segue la corrispondente disuguaglianza tra gli angoli opposti: ABC > ACB. Langolo ALC &
esterno al triangolo ABL, pertanto & maggiore dell'angolo AﬁCAper il primo teorema dell'angolo
esterno. Mettendo insieme le due disuguaglianze siha ALC > ABC > ACB, dunque nel triangolo
ALC vale la seguente relazione tra due angoli: ALC > ACB. Vale quindi anche la corrispondente
relazione tra i lati opposti, per cui AC > AL. Poiché AX = DF = AC, il punto L & interno al
segmento AH, e dunque H & esterno al triangolo ABC.

Abbiamo gia unito H con B, uniamo H anche con C e ragioniamo sul triangolo BHC. Essendo
BH congruente ad EF, la tesi & ricondotta a dimostrare che BC & maggiore di BH. Confrontiamo
i rispettivi angoli opposti. P0|che il triangolo AHC & Jisoscele sulla base HC, gli angoli alla base
risultano congruenti AHC = ACH dunque risulta BHC = BCH perché:

BHC = BHA + AHC > AHC = ACH = ACB + BCH > BCH.

Dalla precedente disuguaglianza tra gli angoli segue la corrispondente disuguaglianza tra i lati
opposti BC > BH e dunque la tesi. O
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Teorema 5.21. Se due lati di un triangolo sono, rispettivamente, congruenti a due lati di un altro
triangolo, e il terzo lato del primo triangolo é maggiore del terzo lato del secondo, allora I'angolo
opposto al lato diseguale (compreso tra i lati congruenti) e nel primo triangolo maggiore che
nel secondo.

Ipotesi: AB = DE, AC = DF, BC > EF. Tesi: BAC > EDF.

A

Dimostrazione. Procediamo per esclusione, in maniera analoga a come abbiamo fatto nel teorema
inverso sulle disuguaglianze tra gli elementi di un triangolo.

Supponiamo vera I'ipotesi e studiamo i vari casi delle possibili relazioni tra gli angoli citati nella
tesi. Sono possibili tre casi:

() BAC = EDF; (i) BAC < EDF; (i) BAC > EDF.

Se valesse l'ipotesi (i), essendo anche AB = DE e AC = DF, i triangoli risulterebbero
congruenti per il primo criterio, contrariamente all’ipotesi BC > EF.

Se valesse l'ipotesi (ii), essendo anche AB = DE e AC = DF, per il teorema precedente
risulterebbe BC < EF, contrariamente all'ipotesi BC > EF.

Rimane l'ipotesi (iii), che non contraddice il teorema precedente e che anzi lo conferma. Dunque
la tesi & dimostrata. O

Esempio 5.1. Nel triangolo ABC, isoscele sulla base BC, sia D un punto qualsiasi sul lato AB.
Dimostra che DC > DB.

Individuiamo ipotesi, tesi e costruiamo il disegno. A
Ipotesi: AB = AC, D € AB. Tesi: CD > BD.

Dimostrazione. Consideriamo i triangoli ABC e DBC a lato.

Poiché BCD < BCA e BCA = ABC sihache BCD < DBC. Quindi,

poiché in un triangolo ad angolo maggiore si oppone lato maggiore, B C
considerando il triangolo DBC si ha CD > BD. O
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5.6 Esercizi

5.6.1 Esercizi dei singoli paragrafi
5.1 Rette parallele

5.1. Vero o Falso?

a) Due rette parallele tagliate da una trasversale formano
quattro angoli alterni interni

Gli angoli corrispondenti sono a due a due interni o esterni
Gli angoli interni si trovano da parti opposte rispetto alla trasversale
Gli angoli esterni si trovano da parti opposte rispetto alla trasversale

La relazione di parallelismo tra rette € una relazione di equivalenza
Due rette distinte hanno sempre un punto in comune

Una retta che incontra due rette parallele forma angoli alterni
interni supplementari

b)
c)
d)
e) Due rette parallele possono anche coincidere
f)
g)
h)

i) Per ogni retta & possibile tracciare una sola retta parallela
j) Se due rette formano con una trasversale due angoli alterni
interni allora sono parallele
k) Nel ragionamento per assurdo si nega I'ipotesi per dimostrare che la

tesi & vera

I) Ragionando per assurdo si nega la tesi e si ottenere una

contraddizione con l'ipotesi

[@F bF ¢F dF eV, HV, gF hF i)FE )F KF V]
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5.2

Nella figura a fianco disegna una parallela e
una perpendicolare alla retta r passanti per
P e una parallela e una perpendicolare a s
passanti per Q.

5.3.

Nella figura in fianco sono state tracciate due
rette parallele e una trasversale. Segna con
un arco gli angoli corrispondenti.
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5.4.
H G
\‘/
I F
Nella figura a fianco ABC ¢ un triangolo iso-
scele, IF e parallela a BC. Individua tutti gli
angoli congruenti al’angolo ABC.
L /B C\ E
M D
5.5.

Nella figura a fianco sono sta- g =
te tracciate due rette parallele - — .
e una trasversale, sapendo che § — .
o« = 1, dove 7t & 'angolo piatto, ¢ — .
indica che frazione dellangolo ) — .

piatto sono gli altri angoli: Q=...
YT g 2 1 2 1 2
[OC: 57'(,B:Eﬂ!Y:gﬂ,ézgﬂ’ﬁzgﬂ,Azgﬂ’@zgﬂ’wzgﬂ]

5.6. Completa ipotesi e tesi e metti in ordine le tre parti della dimostrazione:

In un triangolo ABC, isoscele su base AB, si prendano rispettivamente su AC e BCipuntiD ed E
equidistanti da C. Indicata con S la proiezione di D su BC e con U quella di E su AC. Dimostrare
che il segmento US & parallelo ad AB.

Ipotesi: AC=...,De AC,Ee..,SeBC,DSLBC,Ue...,EUL... Tesi: US || AB.

Parte 1. | triangoli CDS e CEU hanno: 'angolo C in comune, CD ... CE
per...... , DSC......... perché angoli ...... , quindi tali triangoli sono
congruenti peril ......... , ne segue CS...CU e pertanto cus =

Parte 2. Applicando il teorema sulla somma degli angoli interni ai trlangoh
ABCe CUS, siha che CUS+CSu.. CAB +CBA perché supplementari
dello stesso angolo C,edessendo A ... B perché......... ed essendo
cus...... perché......... , risulta che CAB... CUS perché ......... u S
Parte 3. Gli angoli CAB e CUS (congruenti perché dimostrato) sono DE
angoli ...... rispetto alle rette AB e US tagliate dalla trasversale ..., A B
quindi le rette AB e US sono parallele.

C

5.7 (Prove invalsi 2005). A, B e C sono tre punt| nel plano tali che per i seguentl tre angoli, tutti
minori di un angolo piatto, valga la relazione BAC = ABC + ACB. Quanto vale BAC?

a) 70°; b) 80°; c) 90°; d) 100°.
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Dimostra le seguenti affermazioni sul parallelismo nei poligoni

5.8. Due rette parallele tagliate da una trasver-
sale formano otto angoli, uno di essi € 1/3 del-
I'angolo retto. Determina le misure degli altri
angoli.

5.9. Siano « e (3 due angoli alterni interni formati
da due rette parallele tagliate da una trasversale,
dimostra che la bisettrice di « € parallela alla
bisettrice di f3.

5.10. Siano « e 3 due angoli coniugati formati
da due rette parallele tagliate da una trasversale,
dimostra che la bisettrice di « & perpendicolare
alla bisettrice di 3.

5.11. Nel triangolo isoscele ABC traccia una
parallela alla base AB, che incontra i lati obli-
qui in D ed E. Dimostra che anche DCE & un
triangolo isoscele.

5.12. Sia M il punto medio del segmento AB.
Sia r una retta che incontra AB in M.. Sulla retta
T da parti opposte rispetto a M prendi due punti
C e D in modo che AC || BD. Dimostra che
AC = BD.

5.13. Dal vertice C di un triangolo isoscele ABC
conduci la parallela alla base AB. Dimostra che
tale parallela € bisettrice dell’angolo esterno in
C al triangolo.

5.14. Sia ABC un triangolo isoscele di base AB.
Sia r la semiretta di origine C bisettrice dell’an-
golo formato dal prolungamento di BC e dal lato
AC. Dimostra che la retta AB & parallela a r.

5.15. Dato il triangolo isoscele ABC di base AB
e vertice C, prolunga la base AB dalla parte di
A di un segmento AD. Sia E un punto inter-
no all’angolo DAC in modo che EAD = CAB.
Dimostra che EA || CB.

5.16. Da ciascun vertice di un triangolo ABC
traccia la parallela al lato opposto. Detti D, E ed
F i punti di intersezione delle parallele, dimostra
che il triangolo DEF ha gli angoli ordinatamente
congruenti a quelli di ABC.

5.17. Sia AD la bisettrice dell'angolo in A del
triangolo ABC. Dal punto D traccia la paral-
lela al lato AB, essa incontra il lato AC in E.

Dimostra che il triangolo EDC ha gli angoli ordi-
natamente congruenti a quelli di ABC. Dimostra
anche che ADE ¢ un triangolo isoscele.

5.18. In un triangolo ABC rettangolo in A trac-
cia I'altezza AH relativa all'ipotenusa. Dimostra
che il triangolo ABH ha gli angoli congruenti a
quelli di ABC.

5.19. In un triangolo ABC sia E il punto di in-
tersezione della bisettrice dell’angolo in B con
il lato AC. Sia D un punto del lato AB tale che
DE = DB. Dimostra che DE || BC.

5.20. Dato il triangolo ABC prolunga il lato AB
dalla parte di A di un segmento AD = AB,
prolunga poi il lato AC dalla parte di A di un
segmento AE = AC. Dimostra che DE || BC.

5.21. Sia AM la mediana di un triangolo ABC.
Si prolunghi AM dalla parte di M di un segmen-
to MD congruente ad AM. Dimostra che CD €&
parallelo ad AB.

5.22. Disegna due segmenti AB e CD disposti
in modo che si incontrino nel loro punto medio
comune M. Congiungi A con D e B con C,
dimostra che AD ¢ parallelo a CB.

5.23. Disegna un angolo acuto aOb e la sua
bisettrice c. Disegna su c un punto P, disegna
poi I'asse del segmento OP. Indica con Q e R
i punti di intersezione dell’asse rispettivamente
con la semiretta a e la semiretta b. Dimostra
che OQ & parallelo a RP.

5.24. Disegna un angolo convesso aOb e lasua
bisettrice c. Disegna su c un punto P, disegna
poi le perpendicolari PR e PQ rispettivamente
alle semirette a e b. Dimostra che c € asse del
segmento QR.

5.25. Sia ABC un triangolo equilatero. Traccia
una parallela al lato AB che incontra il lato BC
in D e AC in E. Dimostra che anche il triangolo
CDE é equilatero.

5.26. Dimostra che in un triangolo isoscele la
congiungente i punti medi dei lati congruenti &
parallela alla base del triangolo.
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5.2 Somma degli angoli interni di un triangolo
5.27. Vero o Falso?

a) La somma degli angoli interni di un triangolo & congruente a un angolo esterno
b) La somma degli angoli interni di un quadrilatero & congruente a 3 angoli piatti

c) La somma degli angoli esterni di un pentagono € congruente a 5 angoli piatti
d)
e)

=I=]=]=]
=l=]==]

La somma degli angoli interni di un triangolo € congruente a due angoli retti
Un triangolo isoscele non pud avere un angolo ottuso .

<

5.28. Sia ABC un triangolo equilatero. Si prolunghi AB di un segmento BD congruente al lato
stesso e si congiunga D con C. Si dimostri che ACD é un triangolo rettangolo.

5.29. Calcola la misura degli angoli di un triangolo ABC sapendo che 'angolo internoin A &€ 4/5
del relativo angolo esterno e che I'angolo interno in B € la meta dell’angolo interno in A.

5.30 (I Giochi di Archimede 2005). Nella figura seguente, quanto misura I'angolo «?

20° 10°
60° 50°

FIGURA 5.2: Esercizio 5.17

5.4 Generalizzazione dei criteri di congruenza dei triangoli
5.31. Vero o Falso?

Un triangolo rettangolo ha due angoli complementari
Due triangoli rettangoli sono congruenti se hanno almeno un lato congruente
Due triangoli rettangoli che hanno un cateto in comune sono congruenti

Due triangoli rettangoli isosceli sono sempre congruenti
Due triangoli rettangoli isosceli che hanno un lato in comune sono congruenti

=l=l=l=I=]=]=]
=l=I==[=]=]=]

a)
b)
c)
d) Due triangoli rettangoli che hanno I'ipotenusa in comune sono congruenti
e)
f)
g)

Gli angoli acuti di un triangolo rettangolo sono complementari
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Dimostra le seguenti affermazioni sui teoremi di congruenza generalizzati

5.32. Dimostra che in triangolo rettangolo gli
angoli diversi dall’angolo retto sono acuti.

5.33. Dimostra che non pud esistere un
triangolo rettangolo equilatero.

5.34. Due triangoli isosceli sono congruenti se
hanno congruenti la base e I'angolo al vertice.

5.35. In un triangolo isoscele, le altezze relative
ai lati congruenti sono congruenti.

5.36. Due triangoli rettangoli sono congruenti se
hanno congruenti un cateto e l'altezza relativa
allipotenusa.

5.37. Due triangoli rettangoli sono congruenti se
hanno congruenti un cateto e la mediana relativa
ad esso.

5.38. Due triangoli rettangoli sono congruenti
se hanno congruenti un angolo acuto e la sua
bisettrice.

5.39. Se due triangoli hanno congruenti due
coppie di lati e le mediane relative ai lati
rimanenti, allora sono congruenti.

5.40. Dato un angolo convesso aOb traccia la
sua bisettrice c. Per un punto P della bisettrice
traccia la perpendicolare alla bisettrice stessa.
Chiama A e B i punto di intersezione della per-
pendicolare con i lati a e b dell’angolo convesso.
Dimostra che P & punto medio di AB.

5.41. Dato il triangolo isoscele ABC, di base
AB, sul prolungamento dell’altezza relativa ad
AB prendi un punto P. Traccia le rette PA e PB.
Dimostra che 'angolo formato dalle rette PA e
CA é congruente all’'angolo formato dalle rette
per PB e CB.

5.42. Nel triangolo ABC traccia la media CM
e il suo prolungamento MD a piacere. Da A
conduci la perpendicolare alla mediana che la
incontra in E, da B conduci un’altra perpendico-
lare alla mediana che la incontra in F. Dimostra
che i triangoli AEM e BFM sono congruenti.

5.43. Sia ABC un triangolo acutangolo. Nel
semipiano di origine AB che non contiene C in-
dividua un punto D in modo che BAD = CBA.
Dimostra che CB || AD. Nellipotesi in cui
AD = CB dimostra che anche AC || BD.

5.5 Disuguaglianze tra gli elementi di un triangolo

5.44. \ero o Falso?

a) Esiste un triangolo i cui lati misurano 10 cm, 3cm e 15 cm

b) Un triangolo isoscele pud essere ottusangolo

c) Dati tre segmenti di cui almeno uno maggiore degli altri € sempre possibile
costruire un triangolo che ha lati congruenti ai tre segmenti dati

d) Daitre segmenti di cui due uguali e uno maggiore & sempre possibile
costruire un triangolo isoscele che ha lati congruenti ai tre segmenti dati

[@F bV, ¢c)F dF e)V,

In un triangolo rettangolo l'ipotenusa & minore della somma dei due cateti
Un triangolo di perimetro 100 cm non pud avere un lato di 60 cm
In un triangolo I'angolo che si oppone al lato maggiore & sempre acuto

)

)

)

) In un triangolo rettangolo i cateti sono sempre congruenti

) In un triangolo rettangolo I'ipotenusa pud essere congruente ad un cateto
)

Un triangolo pud avere due lati disuguali e due angoli uguali

=l=l=l=l=I=1=] = =)=
Fl=I=I=I=1=I=] [=] [=]=]

fiVi o9oF hF

m
=
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Dimostra le seguenti affermazioni

5.45. Dimostra che in ogni triangolo rettangolo
l'ipotenusa & maggiore di ciascun cateto.

5.46. In un triangolo ottusangolo il lato opposto
all’'angolo ottuso & maggiore di ciascuno degli
altri due lati.

5.47. Dimostra che in un triangolo il doppio di
un lato & minore del perimetro del triangolo.

5.48. In un triangolo ogni lato € minore del
semiperimetro.

5.49. In un triangolo I'altezza & minore della se-
misomma dei due lati che hanno un vertice in
comune con essa.

5.50. Esternamente al triangolo ABC prendi un
punto D. Congiungi D con A, con B e con C.
Dimostra che il perimetro di ABC & minore del
doppio della somma delle distanze di D dai tre
vertici del triangolo.

5.55 (Prove invalsi 2004).

Le rette r ed s sono tagliate dalla trasversale t. Quale delle
seguenti condizioni permette di stabilire, per qualunque

posizione di t, che r ed s sono parallele?
Gli angoli . ..

a) 1 e 5 sono supplementari;
b) 2 e 8 sono uguali;
c) 3 e 7 sono supplementari;
d) 4 e 7 sono uguali.

(0]
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5.51. Neltriangolo ABC traccia la mediana AM
relativa al lato BC, dimostra che AM & mino-
re della semisomma degli altri due lati AB e
AC. (Prolunga la mediana di un segmento
congruente alla mediana stessa.)

5.52. Dato un triangolo ABC in cui AB < AC
traccia 'altezza AH relativa alla base BC. Dimo-
stra che I'angolo HAC & maggiore dell’angolo
HAB.

5.53. Due triangoli rettangoli hanno un cateto in
comune e I'angolo opposto al cateto in comune
€ maggiore nel primo triangolo. Dimostra che
l'ipotenusa del primo triangolo € minore di quella
del secondo.

5.54. Disegna un punto D interno a un triangolo
ABC qualsiasi. Dimostra che BDC > BAC.

5.56 (Prove invalsi 2006). Per un triangolo ottusangolo qualsiasi, quale delle seguenti affermazioni

e vera?

Il triangolo & necessariamente isoscele.

a
b
c
d) Il triangolo puo essere rettangolo.

~_—~ — ~— ~—

La somma dei suoi due angoli piu piccoli & minore dell’angolo piu grande.
Il punto di incontro degli assi dei lati & certamente interno al triangolo.

[a]
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5.57 (Prove invalsi 2006).
T ed s sono due rette parallele tagliate da una trasversale t. Qua-

le tra le seguenti proposizioni & vera qualunque sia la posizione .
di t? Gliangolixce 3 sono ... o

supplementari;

uguali; s
complementari; 5

corrispondenti.

—_— — — ~—

a
b
c
d
(a]

5.58 (Prove invalsi 2004). In un triangolo, le misure dei lati sono a, b e ¢, con a = b < c. Detti «,
3 ey gli angoli interni del triangolo, rispettivamente opposti ai lati a, b e ¢, quale delle seguenti
affermazioni & vera?

a) «x=v; b) B=v; C)Yy>o d) o> f.

[c]

5.59 (Prove invalsi 2010). Un triangolo ha un lato di 6 cm e uno di 10 cm. Quale tra le seguenti
non puo essere la misura della lunghezza del terzo lato?

a) 6,5cm; b) 10 cm; c) 155cm; d) 17 cm.

[d]

5.60 (Prove invalsi 2005). In un triangolo isoscele I'angolo al vertice € meta dell’angolo alla base.
Quanto misurano gli angoli del triangolo?

a) 72°,72°,36°; b) 30°, 60°, 90°; c) 36°,36°, 72°; d) 90°, 45°, 45°.

[a]



Quadrilateri

6.1 Generalita sui quadrilateri

6.1.1 Distanza di un punto da una retta e altezza di una striscia di piano

Ricordiamo che come definizione di (misura della) distanza di
un punto da una retta € stata presa la lunghezza del segmento P
congiungente il punto con il piede della perpendicolare mandata
dal punto alla retta (vedi figura). Analogamente, per distanza
tra due rette parallele, detta anche altezza della striscia di piano
individuata dalle due rette parallele, si intende la distanza di un N
punto qualsiasi di una retta dall’altra retta. Vogliamo far vedere ora T H | Y
che queste definizioni sono coerenti con il concetto di distanza tra
due insiemi di punti come percorso pit breve che congiunge un qualsiasi punto del primo insieme
con un generico punto appartenente al secondo insieme. Se congiungiamo, infatti, un generico
punto P sia con H, piede della perpendicolare alla retta v, che con un altro punto Q € r, viene
individuato un triangolo rettangolo PHQ, di cui PH & un cateto e PQ lipotenusa. Dal teorema
sulle disuguaglianze degli elementi di un triangolo, I'ipotenusa & certamente maggiore di un cateto
in quanto lato che si oppone ad angolo maggiore (quello retto). Dunque PH ¢ il segmento di
lunghezza minore tra tutti quelli che congiungono P con un punto della retta .

6.1.2 Generalita sui poligoni

Se un poligono ha piu di tre lati, allora pud anche essere concavo. Ricordiamo che la somma
degli angoli interni di un quadrilatero & 360°.

Definizione 6.1. Due lati non consecutivi di un quadrilatero si dicono opposti; analogamente
sono detti opposti due angoli non adiacenti allo stesso lato.

Nella figura seguente sono rappresentati un quadrilatero concavo (Q1), un generico quadrilatero
convesso (Q»), un quadrilatero particolare a forma di “aquilone” (Qg) e tre quadrilateri “notevoli”:
Q3 hai lati opposti paralleli (a due a due), Q4 e Qs hanno una coppia di lati opposti paralleli.

| quadrilateri che, come Qg, hanno due lati consecutivi congruenti ed altri due lati consecutivi
anch’essi congruenti, si dicono deltoidi; i quadrilateri che, come Q3, hanno i lati opposti paralleli si
dicono parallelogrammi; i quadrilateri che, come Q4 e Qs5, hanno una coppia di lati opposti paralleli
si dicono trapezi.

Q0 Osservazione In analogia alla definizione di triangolo isoscele (come triangolo avente “almeno”
due lati congruenti), alcuni autori definiscono trapezio un quadrilatero avente “almeno” una coppia
di lati opposti paralleli: con questa definizione un parallelogramma € un particolare tipo di trapezio.
Ricordiamo anche che Euclide, al contrario, classificava come trapezi tutti i quadrilateri che

83
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Q4 '
non fossero parallelogrammi. Noi useremo come definizione di trapezio quella di un quadrilatero
avente “solo” una coppia di lati opposti paralleli. Ci riferiremo al parallelogramma come a una figura
piana costituita dall'intersezione di due strisce di piano non parallele fra loro; al trapezio come
intersezione tra una striscia di piano ed un angolo convesso con vertice esterno alla striscia e lati

che intersecano la striscia stessa. Poiché le strisce di piano sono convesse, sia i parallelogrammi
sia i trapezi, come intersezioni di figure convesse, sono convessi.

Procedura 6.1. Dato un segmento AB e un punto C, traccia un trapezio ABCD, con CD e AB
lati paralleli:

1. Traccia il segmento AB, il punto C e il segmento BC.

2. Traccia la retta passante per C e parallela ad AB.

3. Traccia arbitrariamente un punto D su tale retta.

4. Costruisci il quadrilatero ABCD

6.2 Trapezio e deltoide

Osserviamo le figure seguenti. | quadrilateri ABCD, EFGH, IJKL e MNOP sono trapezi
perché hanno una coppia di lati opposti paralleli. Tali lati paralleli si dicono basi e si distinguono in
base maggiore e base minore. Gli altri lati si dicono /ati obliqui. La distanza tra le rette parallele si
dice altezza del trapezio. Un trapezio avente i lati obliqui congruenti si dice isoscele. Un trapezio
avente un lato perpendicolare alle basi si dice rettangolo. Un trapezio che non & né isoscele né

rettangolo si dice scaleno.

trapezio isoscele trapezio rettangolo

[\

trapezio scaleno trapezio scaleno
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6.2.1 Proprieta del trapezio

In ogni trapezio, gli angoli adiacenti a ciascun lato obliquo sono supplementari. Essi, infatti,
sono coniugati interni rispetto alle rette delle basi tagliate dalla trasversale individuata dal lato
obliquo.

In un trapezio rettangolo, gli angoli adiacenti alla base maggiore sono uno retto ed uno acuto e
gli angoli adiacenti alla base minore sono uno retto ed uno ottuso. Se un trapezio avesse quattro
angoli retti, i lati obliqui sarebbero entrambi perpendicolari alle basi e di conseguenza paralleli tra
loro. Dunque in questo caso il trapezio risulterebbe essere un parallelogramma.

Un trapezio scaleno pud avere gli angoli adiacenti alla base maggiore entrambi acuti (e quindi
gli angoli adiacenti alla base minore entrambi ottusi) oppure due angoli opposti entrambi acuti e
gli altri ottusi (i due tipi di trapezio scaleno sono rappresentati nella figura precedente). | quattro
angoli sono comungue non congruenti, altrimenti il trapezio risulterebbe isoscele nel primo caso e
un parallelogramma nel secondo caso.

In un trapezio isoscele, gli angoli adiacenti alla base maggiore
sono acuti e quelli adiacenti alla base minore sono ottusi. A tal I L
proposito, facciamo riferimento al trapezio IJKL nella figura a fianco
per dire che non pud esistere un trapezio isoscele con due angoli
acuti opposti e due angoli ottusi opposti. Infatti, se fosse I] = LK,
i triangoli 1G] e LK;K risulterebbero congruenti per il criterio
particolare dei triangoli rettangoli, avendo congruenti le ipotenuse
(i lati obliqui del trapezio I] e LK) ed una coppia di cateti (le altezze
IG; e LK), da cui seguirebbe in particolare che I]JG; = LKK1, e pertanto I'angolo in K sarebbe
supplementare dell’angolo in J, cosa che garantirebbe il parallelismo dei lati obliqui. Dunque, un
ipotetico trapezio isoscele con due angoli acuti opposti sarebbe un parallelogramma.

Inoltre, se il trapezio € isoscele, gli angoli adiacenti a ciascuna
delle basi sono congruenti. Infatti, in riferimento al trapezio ABCD,
traccia le altezze BD1 e CE; (tra loro congruenti perché entrambe
rappresentano la distanza tra due rette parallele), i triangoli AD1B
e E1DC risultano congruenti per il criterio particolare dei triangoli
rettangoli, avendo congruenti le ipotenuse (i lati obliqui del trapezio)
ed una coppia di cateti (le altezze del trapezio). Pertanto i rima-
nenti elementi risultano ordinatamente congruenti: BAD = ADC,
ABD; = DCE;, AD; = E;D.

__Dunque sono congruenti anche le proiezioni dei lati obliqui sulla base maggiore. Quindi anche
ABC = BCD in quanto somme di angoli congruenti ABD1 +R= DCE1 +R.

In un trapezio isoscele, inoltre, anche le due diagonali sono congruenti. Infatti, in riferimento
sempre al trapezio ABCD in figura, i triangoli ABC e DCB risultano congruenti per il primo
criterio, avendo BC in comune, AB = CD per ipotesi e gli angoli compresi (adiacenti alla base
minore) congruenti per quanto appena dimostrato. Di conseguenza, i rimanenti elementi sono
ordinatamente congruenti, in particolare i terzi lati (che sono, appunto, le diagonali AC e BD del
trapezio).

== — ==

G J K1 K
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Il poligono QRST nella figura a fianco & un deltoide, ha i lati
a due a due congruenti QR = QT e RS = TS. Tracciamo le
diagonali QS ed RT. | triangoli QRT e STR sono isosceli sulla
base comune RT. Dunque, se chiamiamo H il punto medio di
RT, QH ed SH sono mediane, bisettrici e altezze (relative alla
base ed agli angoli al vertice dei due triangoli isosceli), per cui
QS é perpendicolare ad RT e passa per il punto H. Quindi le due
diagonali sono perpendicolari e si incontrano nel punto medio di
RT. Inoltre i triangoli SQR ed STQ sono congruenti per il terzo
criterio, pertanto QﬁS = QTS.

| quattro lati di un deltoide non potrebbero essere tutti congruen-
ti, in quanto, dalla congruenza degli angoli opposti banalmente

deducibile, risulterebbero i lati opposti paralleli, e quindi il deltoide sarebbe un parallelogramma.
Non & al contrario escluso che un angolo possa essere retto (ma non piu di uno, altrimenti il
deltoide sarebbe un parallelogramma), mentre gli angoli ottusi possono essere uno, due o tre

(come pure gli angoli acuti).

Lasciamo al lettore il compito di provare queste semplici proprieta, costruendo vari tipi di

deltoidi.

Procedura 6.2. Costruisci un trapezio isoscele, cioé con due lati congruenti:
1. Traccia il segmento AB, il punto C e il segmento BC.

A

CD<CE)

[$)]

Traccia la retta r passante per C e parallela ad AB.
Traccia la circonferenza di centro A e raggio BC.
Chiama D e E le due intersezioni della retta r con la circonferenza ( in modo che risulti

. ABCD e il trapezio isoscele.

6. ABCE invece un parallelogramma... un trapezio particolare! La suddetta costruzione
quindi oltre a permetterti di disegnare un trapezio isoscele, ti consente di costruire un
parallelogramma, che ha come lati due segmenti consecutivi dati.

6.3 Proprieta dei parallelogrammi

Ricordiamo che, per definizione, un parallelogramma & un quadrilatero che ha i lati opposti

paralleli.

Teorema 6.3. In ogni parallelogramma:

OANWN =

Ipotesi: AB || CD, AD || BC.

gli angoli adiacenti allo stesso lato (a ciascun lato) sono supplementari;
. gli angoli opposti sono congruenti;

. ciascuna diagonale divide il parallelogramma in due triangoli congruenti;
i lati opposti sono congruenti;

. le diagonali si dividono scambievolmente per meta.
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D C

Dimostrazione.

1. Tesi: DAB + ABC =7, ABC + BCD = 7, BCD + CDA = 7t ( & I'angolo piatto).
Se AB || CD, gliangoliin A e D sono supplementari, e cosi pure gli angoliin B e C, in quanto
coniugati interni rispetto alle due rette parallele tagliate rispettivamente dalle trasversali AD
e BC. Analogamente, se AD || BC, gli angoli in A e B sono supplementari, ed anche gl
angoliin C e D. Latesi 1 & pertanto dimostrata.

2. Tesi: ABC = CDA, DAB = BCD.
Dunque, se ¢ vera l'ipotesi, possiamo considerare verificate le congruenze della tesi 1. Da
queste segue che gli angoli opposti sono congruenti in quanto supplementari dello stesso
angolo: gli angoli in A e C sono supplementari entrambi dell’angolo in B, gli angoli in B e in
D sono entrambi supplementari dell’angolo in A. La tesi 2 & pertanto dimostrata.

3. Tesi: ABC = CDA, DAB = BCD.
Tracciamo ora una diagonale, ad esempio AC, e consideriamo i due triangoli che si vengono
a formare, ABC e ACD. Essendo AB || CD, risulta DCA = CAB ed essendo AD || BC,
risulta DAC = A@B, in quanto sono coppie di angoli alterni interni, i primi rispetto alle
rette AB e CD tagliate dalla trasversale AC, gli altri rispetto alle rette parallele AD e BC
tagliate dalla trasversale AC. | due triangoli dunque, avendo in comune il lato AC, risultano
congruenti per il secondo criterio. Analogamente, applicando il ragionamento precedente
ai triangoli ABD e DBC dopo aver tracciato la diagonale DB, concludiamo che anche i
due triangoli ADB e DBC risultano congruenti per il secondo criterio. Pertanto la tesi 3
dimostrata.

4. Tesi: AB = CD, AD = BC.
Dunque, se & vera l'ipotesi, possiamo considerare verificate le congruenze della tesi 3.
Dalla congruenza dei triangoli ABC e CDA segue la congruenza dei lati AB e CD, dalla
congruenza dei triangoli DAB e BCD segue la congruenza dei lati AD e BC. Pertanto la
tesi 4 & dimostrata.

5. Tesi: AM = MC, DM = MB.
Dopo aver tracciato entrambe le diagonali, chiamiamo M il loro punto di intersezione.
Confrontiamo i triangoli ABM e CDM.: essi risultano congruenti per il secondo criterio, in
quanto AB = CD (tesi 4), DAC = ACB e DCA = CAB (come visto nel punto 3 della
dimostrazione). Quindi anche i rimanenti elementi risultano ordinatamente congruenti, in
particolare AM = MC e DM = MB. Pertanto anche la tesi 5 & dimostrata.

Il teorema precedente € invertibile. Precisamente vale il teorema seguente:
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Capitolo 6. Quadrilateri

Teorema 6.4. Se in un quadrilatero e verificata una delle seguenti ipotesi:

O ORAWN =

. gli angoli adiacenti allo stesso lato (a ciascun lato) sono supplementari;
. gli angoli opposti sono congruenti;

ciascuna diagonale divide il quadrilatero in due triangoli congruenti;

. i lati opposti sono congruenti;
. le diagonali si dividono scambievolmente per meta;

due lati opposti sono paralleli e congruenti;

allora il quadrilatero & un parallelogramma.

Dimostrazione.

1.

Sia per ipotesi DAB+ABC = n (dove 7t & I'angolo piatto). Tali angoli, rispetto alle rette
AD ed BC tagliate dalla trasversale AB sono coniugati interni, allora per quanto visto nel
capitolo precedente sul parallelismo, le rette AD e BC sono parallele perchéAformang angoli
coniugati interni supplementari con la trasversale AB. Analogamente, se ABC +BCD = m,
le rette AB ed DC sono parallele. Dunque ABCD é& un parallelogramma, avendo i lati
opposti paralleli.

. Poiché la somma degli angoli interni di un quadrilatero misura 360°, se gli angoli opposti

sono congruenti, vuol dire che DAB + ABC + BCD + CDA = 2DAB +2ABC = 2m, per
cui DAB + ABC = m, cioé gli angoli adiacenti allo stesso lato sono supplementari e per la
dimostrazione precedente ABCD € un parallelogramnja. R
Essendo i triangoli ABC e BDC congruenti, 'angolo ABD risulta congruente al’angolo BDC
ed essendo questi angoli alterni interni rispetto alle rette AB e CD tagliate dalla trasversale
BD allora le due rette AB e CD saranno parallele. In maniera analoga ADB = DBC e
quindi, essendo alterni interni rispetto alle rette BC e AD intersecate dalla trasversale BD
si ha che anche BC || AD. Quindi ABCD e un parallelogramma. allora i vertici E e G
cadranno su semipiani opposti rispetto alla retta FH. Nel caso in cui i due triangoli FHE e
FHG, oltre che congruenti, sono isosceli sulla base FH, il quadrilatero EFGH ha gli angoli
opposti congruenti, per cui &€ un parallelogramma per la tesi 2. Se, al contrario, FHE e
FHG non sono isosceli sulla base FH, allora dobbiamo considerare due sottocasi distinti,
evidenziati in figura, con quattro diversi quadrilateri. Se fosse EH = HG e EF = FG, la
figura risulterebbe un deltoide e I'altra diagonale EG non dividerebbe il quadrilatero in due
triangoli congruenti. Rimane I'altro sottocaso possibile, EF = HG e EH = FG, ed inoltre
ADB = DBC, ABD = BDC e DAB = BCD, pertanto il quadrilatero risulta essere un
parallelogramma per la 2. Dunque in ogni caso possibile la tesi & dimostrata.
Consideriamo la diagonale AC. Il quadrilatero ABCD e diviso in due triangoli ABC e ACD
congruenti per il terzo criterio. Pertanto ACD = CAB e ACB = C/?\D, coppie di angoli
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alterni interni, nell’'ordine rispetto alle rette AB e CD e rispetto alle rette AD ed BC, tagliate
dalla trasversale AC. Dunque i lati opposti del quadrilatero ABCD risultano paralleli, cioé
un parallelogramma.

5. Detto O il punto di incontro delle diagonali, i triangoli OAB ed OCD risultano congruenti
per il primo criterio, in quanto OA = OC, OD = OB e gli angoli tra essi compresi sono
congruenti perché opposti al vertice. Di conseguenza, risulta anche DCA = C/X\B, che sono
angoli alterni interni rispetto alle rette DC ed AB tagliate dalla trasversale AC, pertanto
DC || AB. Analogamente, considerando i triangoli congruenti OBC ed ODA si ha anche
BC || AD. Dunque ABCD ¢ un parallelogramma.

6. Supponiamo AB e CD paralleli e congruenti. Tracciata la diagonale AC, risulta DCA = CAB
e dunque i triangoli ACD e CAB risultano congruenti per il primo criterio. Di conseguenza
risulta AD = BC, per cui il quadrilatero ha anche I'altra coppia di lati opposti congruenti.
ABCD e dunque un parallelogramma per la 4.

Procedura 6.5. Costruire un parallelogramma dai tre suoi vertici:

Siano A, B, C tre punti del piano, ordinati in senso antiorario.

Traccia il segmento AC.

Costruisci il punto medio del segmento AC e 