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1 Wstep.

Podczas prac nad formalizacja NBE dla typow zaleznych napotkalem problem nad ewaluacja termdw.
Idea byta taka, aby ewaluowaé typy i termy w pewnej beztypowej dziedzinie D. Przyktadowo, dla prostego
rachunku lambda z typami prostymi dobra bylaby dziedzina spelniajaca réwno$é D = [D — D).

W jezyku funkcyjnym moglibySmy postuzyé¢ sie ponizszymi definicjami do reprezentacji takiej dzie-
dziny oraz ewaluacji

type dom
= Fun of (dom -> dom)

let app df dx = match df with
| Fun £ -> f dx

]

let eval tm env = match tm with
| Abs body -> Fun (fun d => eval tm (dext env d))
| App tf tx -> app (eval tf env) (eval tx env)

Chcialem aby moja praca nad NBE umozliwita ekstrakcje certyfikowanych funkcji do normalizacji
i testowania konwertowalnosci, a wigc musialem odpowiednio sformalizowaé taka dziedzine.

Przeniesienie tych definicji bezpos$rednio do Coqa okazalo si¢ niemozliwe, mimo ze jezyk w tej teorii
typow to tez jezyk funkcyjny oraz ma typy indukcyjne. Jezyk ten musi by¢ totalny, a wiec nalozone sg
pewne ograniczenia nawet na definiowanie typow indukcyjnych - musza by¢ écisle pozytywne. Oznacza
to tutaj, ze nie moge zdefiniowaé typu uzywajac jako parametréw konstruktora funkeji (D — D). Mozna
wtedy definiowa¢ nienormalizujace si¢ termy:

Inductive D : Set :=
| Fun: (D -> D) -> D

Definition app df dx = match df with
| Fun £ => f dx

Definition omega := Fun (fun d => app d d).
Definition Omega := app omega omega.

2 Reprezentacja dziedziny.

Rozwiazaniem reprezentacji tej dziedziny jest defunkcjonalizacja ewaluatora, tzn zamiast pamietaé funk-
cje to pamietam cialo funkcji i jej Srodowisko. Pomys! ten zobaczylem w pracy [4] dotyczacej NBE dla



AC, niestety nie zostala tam podana technika zamiany wykresu funkcji na normalng funkcje w teorii
typow.

Ponizej definicje indukcyjnych typéw w Coqu, rozszerzylem jezyk o liczby naturalne (0 i nastepnik,
bez rekursora) by méc robié¢ bardziej namacalne testy, gdy uda mi si¢ ekstrakcja.

Inductive Tm : Set :=

| TmVar: nat -> Tm

| TmApp: Tm -> Tm -> Tm
| TmAbs: Tm -> Tm

| TmO : Tm

| TmS : Tm

Inductive D : Set :=

| DClo : Tm -> DEnv -> D
| DNat : nat -> D

| DS : D

with DEnv : Set :=

| DE : (nat -> D) -> DEnv

Definition Dlookup (denv:DEnv) i :=
let (f) := denv in f i

Definition Dext (denv:DEnv) d :=

DE (fun i =>
match i with
| 0 =>4d

| Sk => let (f) := denv in f k
end

Z reprezentacjg ewaluatora oraz aplikacji byl jeszcze problem do rozwiazania, znow totalnosé. Z jednej
strony funkcje nie byly totalne, wigc nie mogtem je zaprogramowaé w teorii typéw, z drugiej by zrobic¢
ekstrakcje potrzebowalem mieé jednak funkcje.

W ksiazce Coq’Art jest dzial poswiecony ogdlnej rekursji (rozdzial 15), a w nim przyklad jak ekstrak-
towaé funkcje czesciowa - mianowicie logarytm (rozdzial 15.4). Idea to zrobienie dodatkowego predykatu
ktéry by oznaczal dziedzine funkcji oraz po ktérym bytaby rekursja strukturalna. Predykat bytby w uni-
wersum Prop, a wiec zostalby wymazany przy ekstrakcji.

Inductive log_domain : nat - Prop :=
| log_domain_1 : log_domain 1
| log_domain_2 : forall p, log_domain (S (div2 p)) -> log_domain (S (S p))

Teraz, funkcja powinna mieé¢ typ log: forall n , log_domain n -> nat. Tzn, mamy funkcje
calkowita ograniczona do tych liczb, ktore spelniaja odpowiedni predykat. Zanim napiszemy funkcje
trzeba jeszcze zastanowié¢ sie nad zrobieniem rekursji. Nie mozna zrobi¢ dopasowania wzorca na pre-
dykacie log_domain bo to bytaby niedozwolona eliminacja Prop gdy cel nie jest w Prop. Rozwiazanie
to napisanie swoich projekcji na tym typie:

Theorem log_domain_invert: forall n p,
log_domain_ n -> n = S (S p) -> log_domain (S (div2 p)).
Proof.

Defined.



Wazne sa dwie rzeczy przy definiowaniu tych pomocniczych funkcji. Poniewaz maja one stuzyé do wy-
ciagania pod-termu by méc zrobié rekursje to a) skrypt nie moze konczyé sie poleceniem Qed. Wtedy
funkcja log_domain_invert bedzie jedynie zmienng ktora nigdy nie jest rozwijana - przez co termination-
checker nie bedzie widzial ze robimy rekursje strukturalna; b) term zbudowany przez skrypt musi zwracaé
pod-term, nie moze to by¢ dowolny dowdd bo wtedy nie bedzie to rekursja strukturalna.

Fixpoint log (x : nat) (h : log_domain x) {struct h} : nat :=
match x as y with return x = y -> nat with

| O => fun h’ => False_rec nat (log_domain_non_O x h h’)
| SO => fun h’ => 0
| S (S p) => fun h’ =>

S (log

(8 (div2 p))
(log_domain_inv x p h h’)
)
end (eq_refl)

Zdaje sie, ze podobnie dziala robienie dobrze ufundowanej rekursji w Coqu, wtedy rekursja jest
po predykacie Acc, ktory takze jest w Prop.

Mimo dobrego przyktadu nadal nie umialem napisaé tego ewaluatora. Problem jaki miatem to wieksza
zlozonos$é funkcji ewaluacji niz ten logarytm.

Powyzszy przyklad z logarytmem to predykat ktéry méwi jedynie co$ o argumentach funkcji, tzn tylko
i wylacznie o dziedzinie - nie ma tutaj potrzeby aby postugiwaé¢ sie wynikami funkcji z rekurencyjnych
wywotan. W przypadku beztypowego ewaluatora tak nie ma.

Rozwazmy przyklad: dane domknigcie DClo body denv oraz dx : D jest w dziedzinie aplikacji gdy
ewaluacja termu body z rozszerzonym $rodowiskiem Dext denv dx jest w dziedzinie ewaluatora. To dalo
sie wyrazi¢ bez trudu - problem jest z aplikacja terméw. Stwierdzenie, ze TmApp tf tx ze Srodowiskiem
denv jest w dziedzinie ewaluatora, wymaga aby powiedzie¢ ze tf oraz tx sa z tym $rodowiskiem w dzie-
dzinie ewaluatora oraz, ze wyniki ewaluacji tych terméw sa w dziedzinie aplikacji.

Inductive EvalDom : Tm -> Env -> Prop :=

| evalApp: forall tf tx denv,
EvalDom tf denv ->
EvalDom tx denv ->
AppDom 7 7 ->
EvalDom (TmApp tf tx) denv
with AppDom : D \to D \to Prop :=
| appClo : forall body denv dx,
EvalDom body (Dext denv dx) ->
AppDom (DClo body denv) dx

Widaé, ze nie nalezy rozwazaé relacji EvalDom : Tm -> Env -> Prop, lecz caly wykres funkcji, czyli
relacje EvalGraph : Tm -> Env -> D -> Prop.

Nie potrafilem jednak sensownie uzy¢ tej relacji do zdefiniowania funkcji, problem jaki mialem to
postugiwanie sie wynikiem funkcji w tej relacji. Préba wyrazenia dziedziny relacji EvalDom za pomoca
typu egzystencjalnego zawiodta:

Definition EvalDom tm env := exists d, EvalGraph tm env d.

Fixpoint eval tm denv (H : EvalDom tm denv) : D :=



Poniewaz typ egzystencjalny nie jest tym po ktérym moge robié rekursje potrzebna do ewaluacji ter-
moéw. Miatem jako argument H ,pare” skladajaca si¢ z elementu d oraz dowodu, ze EvalGraph tm env d,
nie umialem wykonaé rekursji w takim przypadku.

3 Indukcja-rekursja.

Szukajac informacji jak reprezentowaé funkcje czesciowe w teorii typoéw napotkalem sie na dokumenty
wykorzystujace schemat indukcji-rekursji do definiowania predykatu Dom. Dzigki temu schematowi mozna
rozwigzaé w sposob czytelny méj problem z definicjg predykatu dla ewaluatora i funkcji aplikacji. Moje
rozwiazanie w systemie Coq to ,przeniesienie” tego schematu.

Indukcja-rekursja to schemat dla teorii typdw, dzieki ktéremu mozemy definiowaé¢ typ indukcyjny
oraz funkcje przeplatajac je ze soba. Gdy pierwszy raz wyczytalem o tym schemacie to wydal sie bardzo
egzotyczny i trudno bylo mi znalez¢ namacalne zastosowanie dla niego. Przykladem jaki podaje si¢ przy
omawianiu tych definicji jest mozliwos¢ zdefiniowania uniwersum ala Tarski, tzn typu danych U ktérego
elementy to kody typéw oraz funkcji T: U -> Set ktéra ttumaczy te kody na typy. Potrzeba przeplatania
tutaj funkcji T z typem U wynika z kodowania typéw zaleznych.

Zobaczmy przyklad jak by wygladal w ,skladni Coqa” kod oznaczajacy II-typ (Zrédlo tych definicji
to ksiazka ,, Intuitionistic type theory” [1] - ostatni rozdzial gdzie zostala podana taka definicja uniwersum
oraz przyklad indukcji-rekursji na stronie Agdy - przy definicji tego uniwersum [2]).

Inductive U : Set :=

| codePi: forall a:U, (T a ->U) -> U
with Fixpoint T : U -> Set := fun u =>
match u with

| codePi a b -> forall (x : T a), T (b x)
end

Kod typu forall x:A, B x chce znaé kod typu A oraz funkcje ktéra z elementu o typie x : A zwraca
kod typu B x - definicja tego kodu musi postugiwaé si¢ funkcja T.

Trudny przyklad i zdaje mi si¢, ze mato méwigcy ludziom nie ocierajacym sie¢ o problemy formalizo-
wania teorii typow wewnatrz teorii typow.

Dopiero w pracy [3] znalaztem namacalne zastosowanie indukcji-rekursji, ktére rozwiazywalo maj
problem. Autorzy nadali semantyke denotacyjna, wewnatrz teorii typéw, jezykowi IMP, ktory z powodu
posiadania petli While nie jest totalny.

Latwo zlokalizowaé¢ méj problem w tym jezyku, najlepiej obrazuje go denotacja zlozenia instrukcji:

[ers ca] o = 2] ([er] o)

Gdyby sprobowaé wyrazi¢ EvalDom : Cmd -> State -> Prop dla zlozenia, to mielibySmy identycz-
ng sytuacje jak przy ewaluacji aplikacji terméw:

Inductive EvalDom : Cmd -> State -> Prop :=

| evalComp : forall cl c2 si,
EvalDom c1 s1 ->
EvalDom c2 ? ->
EvalDom (Comp cl c2) sl

Potrzebujemy powiedzieé, ze c2 wraz ze stanem po ewaluacji ¢l nalezy do dziedziny ewaluatora.
Rozwigzaniem tego problemu to definicja predykatu Eval jednoczesnie z definicja funkcji eval. Wtedy
podczas definiowania predykatu mozna wykorzystywaé funkcje, by méwié¢ o wynikach z rekurencyjnych
wywolan, a sama funkcja moze wykorzystywac¢ predykat by robié¢ rekursje.



Rozwigzanie tego problemu mozemy zobaczy¢ w praktyce dzieki Agdzie, gdzie udalo mi sie wykorzy-
sta¢ technike z pracy do zaimplementowania mojego ewaluatora. Ponizej definicja typu EvalDom, typu
AppDom, funkcji eval, funkcji dapp z uzyciem schematu indukcja-rekursja.

mutual
data EvalDom : Tm -> DEnv -> Set where

evalDom_var : (n : N) -> (env : DEnv) ->
EvalDom (tvar n) env

evalDom_abs : (t : Tm) -> (env : DEnv) ->
EvalDom (tabs t) env

evalDom_app : (tO t1 : Tm) -> (env : DEnv) ->
(HO : EvalDom tO env) ->
(H1 : EvalDom t1 env) ->
AppDom (eval tO env HO) (eval tO env H1) ->
EvalDom (tapp tO tl) env

Problem zostaje rozwigzany bezposérednio, w miejscu gdzie potrzebowaliSmy zna¢ wynik rekurencyj-
nego wywolania wstawiamy po prostu to wywolanie funkcji.

data AppDom : D -> D -> Set where

appDom_clo : (tclo : Tm) -> (env : DEnv) -> (dx : D) ->
EvalDom tclo (Dext env dx) ->
AppDom (dclo tclo env) dx

eval : (t : Tm) -> (env : DEnv) -> EvalDom t env -> D
eval (tvar n) (de f) HDom = f n
eval (tabs t) (env) HDom = dclo t env
eval _ _ (evalDom_app tO tl env HO H1 H2) = dy
where
df = eval tO env HO
dx = eval tl1 env H1
dy = dapp df dx H2

Definicja ewaluacji jest przejrzysta, rekursja jest po EvalDom. Wszelkie rekurencyjne wywotania réw-
niez wygladaja przejrzyscie.

dapp : (df dx : D) -> (AppDom df dx) -> D
dapp (appDom_clo tclo env dx H) = eval tclo (Dext env dx) H

Nie udalo mi sie w Agdzie poruszy¢ tematu ekstrakcji, istotne przy powyzszej definicji byloby wy-
mazywanie argumentow typu AppDom oraz EvalDom. Wymazywanie mozna uzyskaé¢ uzywajac irrelevant-
arguments, jednak nie udalo mi sie zaprogramowaé rekursji po argumencie oznaczonym do wymazania,
tzn termination-checker nie widzial ze co$ maleje.

By¢ moze ekstrakcja definicji przy uzyciu powyzszego schematu nie jest prosta. Gdyby wlaczyé nie-
jawne podawanie argumentéw (oznaczane wasatymi klamrami w Agdzie) to uzyskaliby$my ponizszy kod
a dzigki niemu pewna obserwacje:



eval : {t : Tm} -> {env : DEnv} -> EvalDom t env -> D
eval {tvar n} {de f} HDom = f n

eval {tabs t} {env} HDom = dclo t env

eval (evalDom_app tO tl env HO H1 H2) = dapp H2

dapp : {df dx : D} -> (AppDom df dx) -> D
dapp (appDom_clo tclo env dx H) = eval H

Aplikacja dapp oraz eval jest tylko do dowoddéw, poniewaz z nich mozna odczytaé reszte argumentow.
Zastanawiajacy jest przypadek aplikacji termoéw, aplikujemy bezposrednio dapp do dowodu ze mozna
uruchomié¢ funkcje dla wynikéow ewaluacji dla t0 oraz t1, ale kiedy je policzylismy?

Nie mam teraz w definicji funkcji zadnego ,przepisu” na liczenie tych podterméw, rekurencyjne
wywolania sa zakodowane w dowodzie H2. Trudno mi sobie wyobrazi¢ co to wlasciwie by oznaczato dla
ekstrakcji. Kiedy i gdzie by te wywotania z dowodu byty wstawione w kod?

4 Coq

Autorzy [3] rozwazali ekstrakcje ewaluatora w Coqu, jednak ich rozwiazanie jest zle dla moich celéw. Za-
proponowane rozwigzanie, méwiac w skrocie i pomijajac szczegdly, polega na tym by widzie¢ ewaluator
jako punkt staly pewnego operatora F'. W praktyce natomiast postugiwaé si¢ skoniczonymi aproksyma-
cjami tego punktu statego. W tym celu predykat dziedziny ewaluatora to ,istnieje taka liczba k, ze F*
potrafi policzy¢ ten argument”.

Problem z ta definicja jest taki, ze ewaluator chce wyluskaé ten k z dowodu, a to oznacza ze ten typ
egzystencjalny nie moze by¢ w Prop ({ k | ... } zamiast exists k, .... )iniezostanie wymazany
przy ekstrakcji.

Cel jaki sobie postawilem to eliminacja tego kompromisu i wyekstraktowanie ewaluatora ktéry przy-
pominalby kod bezpos$rednio napisany przez czlowieka. By go zrealizowa¢ musialem postuzy¢ sie nie
jedna, lecz dwoma pomocniczymi relacjami. Pierwsza to wykres funkcji, jego definicja nie ociera sie o
zadne problemy:

Inductive EvalGraph: Tm -> DEnv -> D -> Prop :=
| evgVar : forall i env,
EvalGraph (TmVar i) env (Dlookup env i)

| evgAbs : forall t env,
EvalGraph (TmAbs t) env (DClo t env)

| evgO : forall env,
EvalGraph TmO env (DNat 0)

| evgS : forall env,
EvalGraph TmS env DS

| evgApp : forall tf df tx dx dr env,
EvalGraph tf env df ->
EvalGraph tx env dx ->
AppGraph df dx dr ->
EvalGraph (TmApp tf tx) env dr

with AppGraph: D -> D -> D -> Prop :=

| apgClo : forall tm denv dx dr,
EvalGraph tm (Dext denv dx) dr ->
AppGraph (DClo tm denv) dx dr

| apgS : forall n,



nie robic zakazanego dopasowania wzorca).

Inductive

AppGraph (DS) (DNat n) (DNat (S n))

Drugi predykat ,argument nalezy do dziedziny” stuzy by moc zrobié rekursje (oraz rzecz jasna,
zamieni¢ funkcje cze$ciowa eval: D -> D na totalna eval: forall d, EvalDom d -> D). Czyli jego
funkcja jest identyczna jak przy logarytmie i tyczy sie tych samych ograniczen (dodatkowe funkcje by

evgVarD : forall i env,
EvalDom (TmVar i) env

evghAbsD : forall t env,
EvalDom (TmAbs t) env

evgAppD : forall tf tx env,

EvalDom tf env —>

EvalDom tx env —>

(forall df dx,
EvalGraph tf env df ->
EvalGraph tx env dx ->
AppDom df dx) ->

EvalDom (TmApp tf tx) env

evgOD : forall env,
EvalDom TmO env

evgSD : forall env,
EvalDom TmS env

with AppDom: D -> D -> Prop :=

ktora jest konstruktorem dla aplikacji: v

apgCloD : forall tm denv dx,
EvalDom tm (Dext denv dx) ->
AppDom (DClo tm denv) dx

appSD : forall n,
AppDom DS (DNat n)

EvalDom: Tm -> DEnv -> Prop :

Zanim oméwie trick jak zdefiniowaé funkcje, chcialbym zaznaczy¢ jedna rzecz ktéra dla mnie nie jest
oczywista a jest istotna by zrobié¢ rekursje. Wezmy wartos¢ tego typu v : EvalDom (TmApp tf tx) env,

evgAppD Htf Htx f. Istotne dla mnie jest, czy gdyby robic¢

rekursje to czy wyniki funkcji f beda uznawane jako strukturalnie mniejsze od v ? Mozna zrobié¢ eks-
peryment lub szybciej, wygenerowaé zasade indukcji wzajemnej dla tych predykatéow i popatrze¢ w jej
kod/typ - sa uznawane za mniejsze.

Inductive EvalDom: Tm -> DEnv -> Prop :

evghAppD : forall tf tx env,

EvalDom tf env —->

EvalDom tx env ->

(forall df dx,
EvalGraph tf env df ->
EvalGraph tx env dx ->
AppDom df dx) ->

EvalDom (TmApp tf tx) env



Problem aplikacji zostaje rozwiazany dzieki uzyciu wykresu funkcji, w miejscu gdzie chcieliby$émy
zrobi¢ wywolanie, oraz dzigki przytoczonej powyzej obserwacji. Z konstruktora evgAppD funkcja bedzie
mogla wyluska¢ ,pozwolenie” na rekurencyjne wywolania dla podterméw. Gdyby miala dowdd, ze jej
wyniki maja zwiazek z wykresem EvalGraph to mogtaby uzyska¢ ,pozwolenie” na uruchomienie aplikacji
w dziedzinie.

Uzyskanie zwiazku wynikéw funkcji ze zdefiniowanym wczesniej wykresem jest proste, zamiast zwra-
caé wartosci typu D zwracam wartosci typu{ d : D | EvalGraph tm denv d }. Ponizej kod calej funk-
¢ji, duze ulatwienie ze strony Coqa to rozszerzenie Program, wystarczylo ze zwracalem d, a dowdd ze ta
wartos¢ jest w wykresie funkcji byl generowany automatycznie.

Program Fixpoint eval (tm:Tm) (denv:DEnv) (H:EvalDom tm denv) {struct H}:
{ d:D | EvalGraph tm denv d } :=
match tm as T
return (tm = T -> { d:D | EvalGraph T denv d })
with

| TmVar i => fun _ =>
Dlookup denv i

| TmO0 => fun _ =>
DNat O
| TmS => fun _ =>
DS
| TmAbs tmO => fun _ =>

DClo tmO denv

| TmApp tmO tml => fun H> =>
let (df,Hdf) eval (EvalDom_app_invF H H’) in
let (dx,Hdx) := eval (EvalDom_app_invX H H’) in
let (dy,Hdy) app (EvalDom_app_invA H H’ Hdf Hdx) in
dy

end (eq_refl tm)

with app (df dx:D) (H:AppDom df dx) {struct H} :
{ d:D | AppGraph df dx d } :=
match df as DF
return df = DF -> { d:D | AppGraph DF dx 4 }
with

| DClo tm denv => fun H’ =>
let (dy, Hdy) := eval (AppDom_clo_inv H H’) in

let H := apgClo Hdy in
exist (fun d => AppGraph (DClo tm denv) dx d)
dy H
| DS => fun H’> =>

match dx as DX return dx = DX -> { d:D | AppGraph df DX d } with
| DNat n => fun H’’> =>
(DNat (S n))

| DClo tm denv => fun H’ =>



| DS => fun H’ =>
end (eq_refl dx)

| DNat n => fun H’ =>

end (eq_refl df)

Przeanalizujmy przypadek aplikacji:

| TmApp tmO tml => fun H> =>
let (df,Hdf) eval (EvalDom_app_invF H H’) in
let (dx,Hdx) := eval (EvalDom_app_invX H H’) in
let (dy,Hdy) app (EvalDom_app_invA H H’ HAf Hdx) in
dy

Argumenty sa ustawione na niejawne, wiec funkcje sg aplikowane jedynie do dowoddéw, ktére tu-
taj sa wyluskiwane za pomoca projekcji na EvalDom. Funkcja EvalDom_app_invF H H’ zwraca dowdd,
ze podterm jest w dziedzinie ewaluacji. Z rekurencyjnego wywotania otrzymujemy df oraz dowdd ze
EvalGraph tmO env df. Podobnie dla drugiego podtermu, ostatecznie EvalDom_app_invA H H’ zwraca
ostatni podterm konstruktora evgAppD czyli funkcje co zaaplikowana do dowodow ze df i dx sa w wy-
kresie funkcji zwraca strukturalnie mniejszy dowdd, ze sa one w dziedzinie funkcji app . Co oznacza, ze
moge uruchomié¢ funkcje aplikacji i bedzie to rekursja strukturalna.

Wyekstraktowany kod do jezyka Haskell wyglada tak, jakby go napisal czlowiek (zakladajac ze réw-
niez zrobilby defunkcjonalizacje) oraz oczywiscie pomijajac formatowanie.

eval :: Tm -> DEnv -> D
eval tm denv =
case tm of {
TmVar i -> dlookup denv i;
TmApp tmO tml -> app (eval tmO denv) (eval tml denv);
TmAbs tmO -> DClo tmO denv;
TmO -> DNat O;
TmS -> DS}

app :: D->D ->D
app df dx =
case df of {
DClo tm denv -> eval tm (dext denv dx);
DNat n -> Prelude.error "absurd case";
DS ->
case dx of {
DNat n -> DNat (S n);
_ => Prelude.error "absurd case"l}}

5 Podsumowanie

Zamierzony cel udalo mi sie osiagnac, sa kwestie nad ktérymi wydaje mi sie, ze nalezy sie zastanowic:

Czy skonstruowana funkcja jest uzywalna do obliczen wewnatrz teorii typoéw? Moim zdanie
nie, rodzi ona kilka problemoéw. Pierwszy jest taki, ze obliczenia sa zdefiniowanie rekursja strukturalng
po dowodzie. Poniewaz dowody zwykle konczymy poleceniem Qed to obliczenia bylyby bezwzglednie
zatrzymane w pierwszym wywolaniu. Nie mozna Coqa zmusi¢ by takie funkcje rozwijal, taktyki unfold
ani compute nie moga z tym nic zrobié.



Mysle, ze nawet gdyby przyjaé konczenie wszelkich dowodéw za pomoca Defined to musieliby$Smy sie
pilnowaé by nie uzy¢ zadnych twierdzen z biblioteki standardowej - bo tam sa konczone w standardowy
sposob. Ta strategia wydaje sie by¢ niepraktyczna.

Drugi problem to moim zdaniem malte utrudnienie przy przepisywaniu terméw. Przy mojej pierwszej
probie formalizacji NBE zamienialem pewne relacje na funkcje wierzac ze to zwigksza przejrzystosé i
utatwia mi zadanie. Wierzylem ze jezeli bede pisat

Vo, ..(f ©)...

zamiast
Vo, Jy, Wz yA..(y)...

to zyskam prostote. Niestety to jest funkcja cze$ciowa, wiec musialem zawsze mie¢ dowdd na temat
argumentu.

Vz,3h: Dom x, ...(f x h)...

Robigc dowody, gdy chcialem przepisaé jaki$ argument z na inny z’ napotykalem problem z typami
zaleznymi. Mianowicie zalozenia ,argument jest w dziedzinie” dotyczyly z, a nie x’, wigc przepisywania
wymagaly abym co chwile uruchamial taktyke generalize dependent i dopiero przepisywal. Gdy uzy-
walem automatyzacji za pomoca autorewrite to musialem réwniez pisa¢ taktyki co generalizujg wszelkie
zalozenia mogace utrudni¢ przepisywanie. W efekcie nie panowatem momentami co si¢ doktadnie dzieje
w pewnych fragmentach niektérych dowodow.

Czy mozna co$ wnioskowaé¢ na temat stworzonej funkcji? Mysle ze napotykalo to by proble-
my z poprzedniego paragrafu, mamy jednak wykres funkcji, obecnie mysle ze mozna dowodzi¢ rzeczy
o formalizowanej funkcji wygodnie poslugujac sie relacja.

Obecnie przy formalizacji NBE wyrazam takie wlasnosci jak ,ewaluacja dobrze otypowanego termu
koniczy sig”.

Theorem Terminating_on_WtTm:
forall Gamma tm tp denv,
Gamma |-- tm : tp ->
EvalCxt Gamma denv —->
exists dtm, EvalTm tm denv dtp

Poza wyrazaniem tego typu twierdzen potrafie obecnie takze przygotowywaé certyfikowane funkcje
do ekstrakeji:

Definition wtTm_eval Gamma t A (H: Gamma |-- t : A)

: { dt | exists denv, EvalCxt Gamma denv /\ EvalTm t denv dt } :=

let HValTm := Valid_for_WtTm H in

let HValTp := ValTp_from_Tm HValTm in

let HValCxt := ValCxt_from_Tp HValTp in

let HTermCxt := Terminating on_ValCxtl HValCxt in

let HDomCxt := Exists_apply EvalCxt EvalCxt_Dom Gamma
HTermCxt EvalCxt_Dom_corr in

let (de,Hde) := evalCxt HDomCxt in (*!!! <--= TUTAJ !!!x%)

let HTermTp := Terminating_on_WtTm H Hde in

let HDomTp := Exists_apply (EvalTm t) (EvalTm_Dom t)
de HTermTp (@EvalTm_Dom_corr t) in

let (dt,Hdt) := evalTm HDomTp in (*!!! <-- TUTAJ !!!%)

let Hprf := conj Hde Hdt in

exist _ dt (ex_intro _ de Hprf)

Funkcja dostaje term, ktéry jest dobrze otypowany i zwraca jakis dt : D, dzieki grafowi funkcji
wygodnie wyrazilem ze jest to element bedacy ewaluacja wlasnie tego termu w beztypowej dziedzinie
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- czyli to co chcemy. Poniewaz jest to funkcja w teorii typéw to bez watpienia jest okreslona, tzn ten
ekstraktowany algorytm, dla wszystkich dobrze otypowanych terméw.

Mozna zwréci¢ uwage takze na kod tej funkcji, caly algorytm to uruchomienie beztypowej ewaluacji,
kod wyglada jak assembler poniewaz wnioskuje, ze beztypowa ewaluacja jest okreélona. Estetyke mozna
poprawié przenoszac to do jednego twierdzenia lub uzywajac taktyki refine. Istotne wydaje mi sig, ze nie
programowatem ewaluacji dla otypowanych terméw od nowa, tylko mogltem postuzyé sie ,,wymeczona”
funkcja beztypowego ewaluatora do ekstrakcji.

Jakie jest poréwnanie ze schematem indukcja-rekursja? Widze jeden plus na korzysé uzycia
dwdch relacji niz indukcji-rekursji. Chodzi o problem z wymazywaniem tych predykatow i zakodowanych
wywolaniach rekurencyjnych w dowodzie. Uzyskany kod odpowiada temu jak zaprogramowatem funkcje
w Coqu, a wigc gdybym zdecydowal si¢ uzy¢ CPSu by wplywaé na kolejnosé obliczen to moge to zrobié
- o ile poradze sobie z robieniem dowodéw dla obligacji. Mam wplyw na to jak wyglada i jak dziata
ekstraktowany kod. Wierze, ze to jak funkcja liczy te argumenty nie ma wplywu na to jak wyglada
EvalGraph oraz EvalDom. W przypadku indukcji-rekursji, zaktadajac ze mozna robié ekstrakcje z wy-
mazywaniem, musialbym dla kazdego ewaluatora robi¢ od nowa predykaty - bo w nich sa zakodowane
wywolania konkretnej funkcji. (Oraz problem ze wywolania rekurencyjne sa w dowodzie, wigc majac kon-
kretny mechanizm ekstrakcji, ktory by dziatal, bylibySmy skazani na to, gdzie on te wywotania z dowodu
przeniesienie).

Czy mozna prosciej uzyskaé ekstrakcje funkcji z wykresu? Szukajac informacji o funkcjach
czeSciowych znalaztem takze prace nad rozszerzeniem mechanizmu ekstrakcji w Coqu do bezposred-
niej obstugi wykreséw funkcji [5]. Mechanizm prawdopodobnie zostanie wlaczony do kolejnego wydania
systemu Coq. Jestem w posadaniu developerskiej wersji, lecz jeszcze nie poréwnywalem jak wyglada
ekstraktowany kod. Zamierzam dopiero to zrobi¢ gdy bede ekstraktowal co§ wigkszego niz przykladowy
ewaluator, dopiero wtedy spodziewam sie mozliwych réznic.

Natomiast jezeli chodzi o wykorzystanie to skoro ekstrakcja bedzie bezposrednio z wykresu do jezyka,
to nie bedzie mozliwe przygotowanie takiej certyfikowanej funkcji jak ta z innego paragrafu.

Inne pytanie jakie mozna zadaé, to to czy mozna uzy¢ innej machinerii Coqa do zdefiniowania tych
funkcji. Oprocz rekursji strukturalnej mozliwe jest podanie innych miar dla polecen Program Fixpoint
czy Function. Wersja {measure ...} wymaga abym podal miare z danego typu w funkcje naturalne,
poniewaz chce przy ekstrakcji wymazaé argument po ktérym robie rekursje to musi on by¢ w Prop
a poniewaz na nim obliczenia sg zabrobione to takiej miary nie mozna zrobi¢. Wersja {wf ...} wymaga
abym zamiast EvalDom postuzyl si¢ dobrze ufundowana relacja. Nawet gdyby udalo mi si¢ zrobi¢ dobrze
ufundowana relacje, lub udowodnitbym ze obecna taka jest, to nie wiem jak uzy¢ wf dla przeplatajacych
sie funkcji. Funkcja ewaluacji i aplikacji muszg, si¢ przeplataé¢ z powodu defunkcjonalizacji, a przy robieniu
réznych eksperymentéw Coq dawal komunikat:

Cannot use mutual definition with well-founded recursion or measure
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