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Prefazione

Ciao Daniele, ho appena inoltrato il tuo lavoro al mio professore,
lui apprezza molto il progetto Matematica C3
e penso che la tua versione gli possa far comodo
soprattutto per i primi anni del nostro serale.
Gia I'anno scorso ha tentato I'adozione ufficiale del C3 normale,
ma, come precario, e riuscito a strappare solo una promessa,
promessa che verra mantenuta solo se tra un paio di settimane
(quando iniziera per me e per lui la scuola) lo rivedro in cattedra.
In ogni caso, che ci sia lui o no, proporro lo stesso al coordinatore il progetto C3,
“Software Libero, Conoscenza Libera, Scuola Libera”, giusto?
Buon lavoro,
Alice

Giusto, Alice.
La cosa importante & che il testo non sia considerato un oggetto scritto da altri, da un gruppo
di professori pit1 0 meno strambi, ma sia una traccia. Una traccia lasciata sul terreno di un
territorio sconosciuto, a volte inospitale a volte stupefacente.
Una traccia come quella scritta su una mappa del tesoro: un po” bruciacchiata consumata e
piena di incrostazioni. A volte incomprensibile, con degli errori che portano fuori pista, a
volte scritta male, con alcune parti mancanti oppure con alcune parti inutili che confondono.
Non seguire acriticamente la mappa, non fidarti del testo, leggilo con la penna in mano,
correggi, cambia, cancella e aggiungi, parlane in classe.
Contribuisci alla sua evoluzione.
Grazie, ciao.

Matematica C* Diversi anni fa, Antonio Bernardo ha avuto il coraggio di coordinare un
gruppo di insegnanti che mettendo insieme le proprie competenze hanno creato un testo
di matematica per il biennio dei licei scientifici: Matematica C3. Con grande generosita e
lungimiranza, il gruppo ha scelto di rilasciare il lavoro con una licenza Creative Commons
libera. Questa licenza permette a chiunque di riprodurre I'opera e divulgarla liberamente, ma
permette anche di creare altre opere derivate da Matematica C°.

Specificita di questa versione Questa versione modifica Matematica C* in modo da adattarlo
ai programmi delle scuole diverse dal liceo scientifico. Nell'organizzazione del testo si ¢ tenuto
conto delle indicazioni ministeriali per la matematica dei licei.

Viene dato pil1 spazio alla geometria nel piano cartesiano proponendo in prima: i punti, i
segmenti, le figure; in seconda: le rette. Le trasformazioni geometriche sono proposte sotto
forma di schede che guidano I'attivita di laboratorio di matematica. Nei numeri naturali viene
proposto 'uso di grafi ad albero nella soluzione delle espressioni e nella scomposizione in
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viii Prefazione

fattori dei numeri. Nelle disequazioni, il centro dell’attenzione & posto nello studio del segno
di un’espressione.

Per quanto riguarda il tema dell’informatica, in prima viene presentato il foglio di calcolo
e la geometria della tartaruga mentre in seconda, la geometria interattiva con 1'uso di un
linguaggio di programmazione e di una apposita libreria grafica.

Adozione Questo manuale non vorrebbe essere adottato nel senso di essere scelfo dal collegio
docenti; vorrebbe essere adottato nel senso di essere preso in carico, da insegnanti, alunni,
famiglie, come un proprio progetto, bisognoso di cure e attenzioni. Ha senso adottarlo se
siamo disposti a contribuire alla sua crescita. Si puo contribuire in diversi modi: usando il
testo o anche solo qualche capitolo, magari per supportare attivita di recupero o per trattare
temi non presenti nel libro di testo in adozione; segnalando errori, parti scritte male o esercizi
non adeguati; proponendo cambiamenti alla struttura; scrivendo o riscrivendo parti del testo;
creando esercizi; realizzando illustrazioni.

Obiettivi Il progetto Matematica C* ha per obiettivo la realizzazione di un manuale di mate-
matica, per tutto il percorso scolastico e per ogni tipo di scuola, scritto in forma collaborativa
e con licenza Creative Commons. Seguendo 'esempio di questa versione, altri insegnanti,
studenti, appassionati di matematica, potrebbero proporre delle modifiche per adattare il testo
alle esigenze di altri percorsi scolastici.

Supporti Matematica C3 & scaricabile dal sito www.matematicamente.it. Mentre il can-
tiere in cui si lavora a questa versione si trova in: bitbucket.org/zambu/mc3_al_dolce e
bitbucket .org/zambu/mc3_a2_dolce. E disponile in formato elettronico pdf direttamente vi-
sualizzabile o stampabile. Sullo stesso sito sono disponibili i sorgenti in IATEX, che ne permetto-
no la modifica. I diversi volumi che compongono 'opera possono essere stampati, fotocopiati
in proprio o stampati in tipografia per le sole le parti che occorrono. Oppure puo essere usato
in formato elettronico su pc, netbook, tablet, smartphone. Puo essere proiettato direttamente
sulla lavagna interattiva interagendo con il testo, svolgendo direttamente esempi ed esercizi,
personalizzando con gli alunni definizioni ed enunciati; ricorrendo eventualmente a contenuti
multimediali esterni presenti sui siti internet, confrontando definizioni e teoremi su Wikipedia,
cercando sull’enciclopedia libera notizie storiche sugli autori, ricorrendo eventualmente a
contenuti multimediali esterni presenti sui siti internet (sul sito www.matematicamente.it
sono disponibili gratuitamente test interattivi e alcune videolezioni).

Daniele Zambelli.


www.matematicamente.it
bitbucket.org/zambu/mc3_a1_dolce
bitbucket.org/zambu/mc3_a2_dolce
www.matematicamente.it

Divisibilita e scomposizione di polinomi

1.1 Divisione tra polinomi

1.1.1 Algoritmo di Euclide

Ricordiamo la divisione tra due numeri, per esempio 147 : 4. Si tratta di trovare un
quoziente q e un resto v < 4, in modo che 147 = q x 4 + r. Un algoritmo per trovare questi

due numeri e il seguente:
dividendo \ / divisore
1 4
1

47

12 36— quoziente
2
2

NN

/ 3
resto

Verifichiamo che 147 = 36 x 4 4+ 3, dunque q = 36 e v = 3 soddisfano la nostra richiesta.

In questo paragrafo ci proponiamo di estendere questo algoritmo dal calcolo numerico al
calcolo letterale, in particolare alla divisione tra polinomi.

Nell'insieme dei polinomi in una sola variabile, ad esempio x, vogliamo definire 'ope-
razione di divisione, cioe, assegnati due polinomi, A(x) dividendo e B(x) divisore, vogliamo
determinare altri due polinomi, Q(x) quoziente e R(x) resto, con grado di R(x) minore del grado
di B(x), periquali: A(x) = B(x)-Q(x) + R(x).

Per eseguire 1'operazione si usa un algoritmo molto simile a quello usato per la divisione
tra numeri interi. [llustriamo l'algoritmo con un esempio.

Esempio 1.1. Eseguire la divisione tra i polinomi A(x) = 3x*+5x —4x3 —1eB(x) = 3x2 — 1.
Prima di eseguire 1’algoritmo dobbiamo sempre controllare che:

il dividendo sia di grado maggiore o uguale a quello del divisore: A(x) ha grado 4, B(x)
grado 2

i polinomi siano ordinati secondo le potenze decrescenti della variabile, in questo caso
la x poiché cid non ¢ vero, riscriviamo A(x) ordinato: A(x) = 3x* —4x3 +5x—1
dividendo e divisore siano in forma completa, cioé abbiano i termini con tutti i gradi; nel
nostro esempio, i due polinomi non sono in forma completa, quindi inseriamo i termini
mancanti ponendo 0 come coefficiente delle potenze mancanti:

A(x) = 3x* —4x3 + 0x? + 5x — 1; B(x) = 3x% 4+ 0x — 1.

I passi da eseguire sono i seguenti:



Capitolo 1. Divisibilita e scomposizione di polinomi

1. Disponiamo i polinomi secondo il seguente schema, del tutto simile a quello usato per
la divisione tra numeri.

dividendo divisore
3t~ 40 45x —1|3x% +0x —1
Spazio per i calcoli Spazio per il quoziente

2. Dividiamo il primo termine del dividendo per il primo termine del divisore, otteniamo x?

che ¢ il primo termine del quoziente; esso va riportato nello spazio dedicato al quoziente.

3x* —4x® 40x2 +5x -1 ‘ 3x2  40x -1

I

2

X

3. Moltiplichiamo il primo termine ottenuto per tutti i termini del divisore e trascriviamo il
risultato del prodotto sotto il dividendo, avendo cura, per essere facilitati nel calcolo, di:

incolonnare i termini con lo stesso grado, ossia scrivere i risultati del prodotto in
ordine da sinistra verso destra;

cambiare tutti i segni ottenuti, in questo modo risulta pit1 pratico eseguire la somma
algebrica dei polinomi invece della sottrazione.

3xt —4x3 40x2 4+5x -1 ‘3)(2 +0x -1

—3x* —0x® 42 - 4 x2 ¥

4. Sommiamo il dividendo con il polinomio sottostante e riportiamo il risultato in un’altra
riga. Questo polinomio si chiama primo resto parziale. Notiamo che ha grado 3,
maggiore del grado 2 del divisore, pertanto la divisione va continuata.

3x* —4x® 4+0x2 45x -1 | 3x2  +0x -1

—3xt —0x3 42 x2

43 4% 5 -1
5. Ripetiamo il procedimento tra il resto parziale ottenuto, —4x> + x> + 5x — 1 e il diviso-
re 3x% + Ox — 1. Dividiamo il primo termine del resto che & —4x3 per il primo termine

del divisore che & 3x?. Otteniamo —%x che ¢ il secondo termine del quoziente.

3x* —4x3 4+0x2 45x -1 | 3x2  +0x -1

—3x* —0x® 42 P

—4x3 +x2 45x -1
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6. Proseguiamo moltiplicando —%x per B(x), riportiamo il risultato del prodotto, con segno
opposto, sotto i termini del primo resto parziale e addizioniamo i due polinomi.

3x —43 40x2 45x —1 | 3x% 40x -1

—3x* —0x3 42 P C—

—4x3 4x2  45x -1

—4x3 402 —%x

11
2 +?X -1

X

7. Possiamo ripetere per l'ultima volta il procedimento precedente tra il resto parzia-
le Rp(x) =x%+ 13—1x — 1 eil divisore B(x) in quanto hanno lo stesso grado. Dividendo il
termine di grado maggiore di Ry, (x), che & x2, per il termine di grado maggiore di B(x)
che & 3x? si ottiene 1 che ¢ il terzo termine del polinomio quoziente.

3xt —4x® +0x2 45x -1 | 3x%2  4+0x -1

734 703 2 2 = -
X X +x X 3x +3

43 2 45x -1

+4x3 +0x2 —Z=x

Non possiamo pit ripetere 1’algoritmo poiché il resto ottenuto ha grado minore del grado

del divisore.
2_ éx—&- ! e resto R(x) = —|—Ex—g
373 3 3

In conclusione A(x) : B(x) ha quoziente Q(x) = x
Verifica Verifichiamo se abbiamo svolto correttamente i calcoli; dovrebbe risultare, come
detto sopra: A(x) = Q(x) - B(x) + R(x).

4 1 11 2 4 1 11 2

(3X2—1) <X2—3X+3>+3X—33X4—4X3+X2—X2+3X—3+3X—3
15 3
=3 4P+ x— =
X X +3x 3

=3x*—4x3+5x—1=A(x).
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I polinomi Q(x) e R(x) soddisfano quindi le nostre richieste. Ma sono unici? E sempre
possibile trovarli? A queste domande risponde il seguente teorema.

Teorema 1.1 (Divisione euclidea). Siano A(x) e B(x) due polinomi in una sola variabile, esistono
e sono unici due polinomi Q(x) e R(x), con grado di R(x) minore o uguale del grado di B(x), tali
che A(x) = Q(x) - B(x) + R(x).

U Osservazione Nel caso in cui il grado di A(x) sia minore del grado di B(x) il teorema
resta valido, in questo caso Q(x) = 0 e R(x) = A(x). Nel caso di polinomi in pii1 variabili il
teorema della divisione euclidea non vale.

Definizione 1.1. Si dice che un polinomio A (dividendo) e divisibile per un polinomio B
(divisore) se esiste un polinomio Q (quoziente) per il quale A = Q - B.

Esempio 1.2. Eseguiamo la divisione tra A(x) = x3—2x24+x—2eB(x) = x2+1. Idue
polinomi sono ordinati secondo potenze decrescenti della variabile, il grado di A & maggiore
del grado di B e quest’'ultimo deve essere completo. Inseriamoli nello schema per eseguire
l'algoritmo. Risulta: (x> —2x2+x—2) : (xX2+1) = (x —2) il resto R(x) & il polinomio nullo
e A(x) e divisibile per B(x). Infatti (X2 + 1) (x—2)= (x3 —2X2 4 x— 2).

x3 2% 4x 2 x2 40x  +1

-3 —0x?2 —x X -2

—2x2 4+0x -2
—2x2 4+0x 2

In conclusione, se A(x) & un polinomio di grado n e B(x) un polinomio di grado m
conn > m, quando si esegue la divisione tra A e B si ottiene un polinomio quoziente Q(x)
di grado n — m e un polinomio R(x) di grado g < m. Si dimostra che i polinomi Q(x) e R(x)
SONO unici.

Se R(x) & il polinomio nullo, la divisione e esatta e il polinomio A & divisibile per il
polinomio B. Se n < m, allora la divisione non si puo eseguire e si ottiene la frazione

algebrica 4.

1.1.2 Regola di Ruffini

Per eseguire la divisione tra due polinomi, nel caso in cui il divisore sia di grado 1 si pud
applicare la regola di Ruffini. Questa regola deriva dall’algoritmo di Euclide ma lo rende pit1
semplice.

Partiamo da un esempio e eseguiamo innanzitutto la divisione con 'algoritmo di Euclide:

(3x4+8x3+9x2+4x—5) t(x+2)

Utilizzando l’algoritmo di Euclide otteniamo:
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3x* 483 49x%2 4+4x 5 X +2
—3x* —6x3 33 422 +5x 6
+2x3 49x2
—2x3 —4x? R=+7
+5x2  +4x
—5x2 —10x
—6x -5
+6x +12
+7

Possiamo osservare che la parte letterale e facilmente ricostruibile, se abbiamo messo per
bene in colonna, e molti coefficienti sono inutilmente ripetuti. Riscriviamo la divisione senza
la parte letterale e con i coefficienti essenziali riquadrati:

@ +8 49 +4 5

-3 |6
(2) +9
-2 |4

R= +7

In questa versione senza le variabili sono stati evidenziati i dati, riquadrati i risultati
intermedi e cerchiati i risultati. Tutti gli altri valori sono inutili o ripetuti. La regola di Ruffini

permette di scrivere solo i dati necessari:

) +8

+9 +4 =5

2| [ 5[]

+12 ‘

) @ @ @

)

Ma come si possono ottenere tutti i coefficienti senza 'algoritmo di Euclide? Vediamo in

questo caso concreto:

—2 e 'opposto del termine noto del divisore;

addiziono +3 con 0 e ottengo +3;
moltiplico —2 con +3 e ottengo —6;
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addiziono +8 con —6 e ottengo +2;
moltiplico —2 con +2 e ottengo —4;
addiziono +9 con —4 e ottengo +5;
moltiplico —2 con +5 e ottengo —10;
addiziono +4 con —10 e ottengo —6;
moltiplico —2 con —6 e ottengo +12;
addiziono —5 con +12 e ottengo +7.

Come & riassunto nel seguente diagramma dove le frecce verdi tratteggiate indicano
addizioni e quelle rosse punteggiate indicano moltiplicazione.

+3. 48. 49. +4.| -5

—2 —6 —4= =10 | +12

+3 +2 +5 —6 +7

E aggiungendo le variabili si ottiene il risultato:

Q=3+2x*>+5x—6 R=+7

Come avevamo calcolato con l'algoritmo di Euclide.
Da notare che:

la prima riga contiene i coefficienti del dividendo;

il termine noto del dividendo e posto a destra della seconda linea verticale;

nella seconda riga, prima della prima linea verticale si scrive il termine noto del divisore
cambiato di segno, cosi invece di ricordarsi di cambiare di segno ogni volta (come
nell’algoritmo di Euclide), lo si fa una volta per tutte;

l'algoritmo inizia con un’addizione tra il primo coefficiente del dividendo e 0 (addizione
facile);

nella terza riga otteniamo i coefficienti del risultato;

dividendo un polinomio di grado enne per un polinomio di primo grado si ottiene un
polinomio di grado n — 1, quindj, in questo caso, il primo monomio sara di grado 2;

il termine in basso a destra ¢ il resto della divisione, per forza di grado zero;

se il resto della divisione & zero vuol dire che il dividendo € un multiplo del divisore.

Esempio 1.3. Eseguire la seguente divisione:

(-3a+a®+1):(a—3)

11 divisore & del tipo (x 4+ xp) quindi posso usare la regola di Ruffini. Prima di tutto
mettiamo in ordine il dividendo completandolo:

(-3a+a®+0a>—3a+1):(a—3)

Poi inseriamo i dati nello schema di Ruffini ed eseguiamo addizioni e moltiplicazioni.
Dobbiamo ricordarci di cambiare segno al termine noto del divisore



Sezione 1.1. Divisione tra polinomi 7

A LB B
OrOrOO0

Infine scriviamo il risultato: quoziente e resto:
Q=a’+3a+6; R=19

1.1.3 Teorema di Ruffini

Teorema 1.2 (del resto). Il resto della divisione di un polinomio A(x) per un binomio del tipo x + k
e uguale al valore che A(x) assume quando al posto della variabile x si sostituisce il valore —k,
R = A(—k).

Dimostrazione. Dalla divisione di A(x) per x — k otteniamo la seguente uguaglianza:
Alx) = (x=k)-Qx) +R

in cui si e scritto R anziché R(x), poiché essendo il divisore di primo grado, il resto & di grado
zero quindi e una costante.

Essendo tale relazione valida per qualsiasi valore che si attribuisce alla variabile x, sosti-
tuiamo al suo posto il valore —k e otteniamo:

A(—k)=(—k+k)-Q(k)+R
Ma:

A(—k) = 0 per ipotesi;
(—k +k) = 0 per ovvi motivi.

Quindi 'espressione precedente diventa:

0=0-Qk)+R = R=0 ged

Dalla:

A(—k) = (~k+k) - Q(k) + R = R = A(—k)

Si ottiene il seguente corollario:

Il valore assunto da A(x) quando x e sostituito da —k & uguale al resto della divisione
di A(x) per (x + k), cioe: A(—k) =R.

Dal teorema del resto si puo ottenere il

Teorema 1.3 (di Ruffini). Condizione necessaria e sufficiente affinché un polinomio A(x) sia
divisibile per un binomio del tipo x + k é che risulti A(—k) = 0.



8 Capitolo 1. Divisibilita e scomposizione di polinomi

Dimostrazione. Prima implicazione: A(x) divisibile per x +k = A(—k) =0.

Poiché A(x) e divisibile per x + k, per definizione di divisibilita deve essere R = 0. Ma,
per il teorema del resto, A(k) = R = 0, quindi, per la proprieta transitiva dell'uguaglianza,
A(=k)=0.

Seconda implicazione: A(—k) = 0 = A(x) divisibile per x + k.

Il resto della divisione del polinomio A(x) per il binomio x + k, per il teorema del resto
risulta R = A(—k) e per ipotesi A(k) = 0, ne segue che R = 0. Per definizione di divisibilita,
essendo il resto della divisione zero, segue che A(x) & divisibile per x + k. O

1.2 Scomposizione in fattori

1.2.1 Cosa vuol dire scomporre in fattori

Scomporre un polinomio in fattori signi- sono i suoi fattori primi. Anche 42 =6-7 ¢
fica scrivere il polinomio come il prodotto di una scomposizione, ma non ¢ in fattori primi.
polinomi e monomi che moltiplicati tra loro Allo stesso modo un polinomio va scomposto
danno come risultato il polinomio stesso. Si in fattori non ulteriormente scomponibili che
puod paragonare la scomposizione in fattori di = si chiamano irriducibili.

un polinomio alla scomposizione in fattori dei I polinomio 3a®b? — 3ab* si pud scompor-
numeri naturali. re in fattori in questo modo:
42=2.3.7
— 3a%b? —3ab* =3ab? - (a—b) - (a+b)
7 6 _
/\ 3(1b2 (0.2 — bz)
2 3 —
(a—b) (a+Db)
Per esempio, scomporre il numero 42 si-
gnifica scriverlo come 2-3-7 dove 2,3 e 7 infatti eseguendo i prodotti si ottiene:

3ab?(a—b)(a+b) = 3ab?(a® + ab — ba — b?) = 3ab? (a2 —b2) = 3a’b? — 3ab*

La scomposizione termina quando non e possibile scomporre ulteriormente i fattori indivi-
duati. Come per i numeri la scomposizione in fattori dei polinomi identifica il polinomio in
maniera univoca (a meno di multipli).

Definizione 1.2. Un polinomio si dice riducibile (scomponibile) se puo essere scritto come
prodotto di due o piti polinomi (detti fattori) di grado maggiore di zero. In caso contrario
esso si dira irriducibile.

La caratteristica di un polinomio di essere irriducibile dipende dall’'insieme numerico al
quale appartengono i coefficienti del polinomio; uno stesso polinomio puo essere irriducibile
nell’insieme dei numeri razionali, ma riducibile in quello dei numeri reali o ancora in quello
dei complessi. Dalla definizione consegue che un polinomio di primo grado e irriducibile.

Definizione 1.3. La scomposizione in fattori di un polinomio e la sua scrittura come
prodotto di fattori irriducibili.
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1.2.2 Raccoglimento fattore comune
Raccoglimento totale

Questo ¢ il primo metodo che si deve cercare di utilizzare per scomporre un polinomio.

Il metodo si basa sulla proprieta distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione.

Prendiamo in considerazione il seguente prodotto: a(x +y +z) = ax+ ay + az.

Il nostro obiettivo e ora quello di procedere da destra verso sinistra, cioé avendo il polino-
mio ax + ay + az per individuare il prodotto che lo ha generato possiamo osservare che i tre
monomi contengono tutti la lettera a, che quindi si pud mettere in comune, o come anche si
dice “in evidenza”. Percio scriviamo

ax+ay+az=a(x+y+z).

Esempio 1.4. Scomponiamo in fattori 6a°b — 15a%b® — 21abc.

6a’b —15ab% — 21a%be = 3a®b(2a®) + 3ab(—5b2) + 3a®b(—7¢)
= 3ab (2a3 —5b% 7c)
Possiamo notare che i coefficienti numerici 6, 15 e 21 hanno il 3 come fattore in comune.

Notiamo anche che la lettera a? & in comune a tutti i monomi, come la lettera b. Raccogliendo
tutti i fattori comuni si avra il prodotto 3a?b (2a® —5b2 — 7c).

Procedura 1.4. Mettere in evidenza il fattore comune:

a) trovare il MCD di tutti i termini che formano il polinomio: tutti i fattori in comune con
I'esponente minimo con cui compaiono;

b) scrivere il polinomio come prodotto del MCD per il polinomio ottenuto dividendo ciascun
monomio del polinomio di partenza per il MCD

c) verificare la scomposizione eseguendo la moltiplicazione per vedere se il prodotto da come
risultato il polinomio da scomporre.

Esempio 1.5. Scomporre in fattori 5a?x? — 10ax’.

a) trai coefficienti numerici il fattore comune & 5, tra la parte letterale sono in comune le
lettere a con esponente 1 e x con esponente 2, pertanto il MCD & 5ax?
b) divido ciascun termine del polinomio per 5ax?:

5a%2x? :5ax2 = a
—10ax® : 5ax? = —2x3

¢) quindi 5a2x2 —10ax® = 5ax%(a — 2x3).
Esempio 1.6. Scomporre in fattori 10x>y3z — 15x3y°z + 5x%y3z.

a) Trovo tutti i fattori comuni con I’esponente minore: MCD = 5x?y3z
b) divido ciascun termine del polinomio per 5x2y3z:

10x°y3z : 5x?y’z = 2x3
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—15x%y°z : 5x?y3z = —3xy?
+5x%y3z : 5x%ydz = +1

¢) il polinomio si puo allora scrivere come 5x?y%z - (2x3 — 3xy? + 1)

U Osservazione Lascomposizione in fattori riguarda la moltiplicazione e la divisione quindi
il terzo termine del polinomio di partenza da come risultato 1, non 0.

U Osservazione Avremmo anche potuto scegliere il fattore da raccogliere con il segno (—),
in questo caso avremmo ottenuto: 75x2y3z (—2x3 + 3xy2 +4z).

Esempio 1.7. Scomporre in fattori —8x2y3 + 10x3y2.

1. a) Sescegliamo come mcd il fattore —2x?y?

b) otteniamo —8x%y3 + 10x3y? = —2x2y?(4y — 5x).
2. a) Sescegliamo come mcd il fattore 2x?y?

b) otteniamo —8x2y> + 10x3y? = 2x?y?(—4y + 5x).

Non e detto che il fattore da raccogliere debba essere un numero o una lettera, potrebbe
essere anche un’espressione comune a pitt addendi come negli esempi seguenti.

Esempio 1.8. Scomporre in fattori 6a(x —1) +7b(x —1).

a) Il fattore comune & (x — 1);
b) dividendo i termini otteniamo:

6a(x—1):(x—1) =6a
7b(x —1):(x—1) =7b.

In definitiva 6a(x — 1) + 7b(x — 1) = (x — 1)(6a + 7b).
Esempio 1.9. Scomporre in fattori 10(x + 1)2 —5a(x +1).

a) il fattore comune & 5(x +1);
b) in definitiva 10(x + 1) —5a(x + 1) = 5(x + 1) [2(x + 1) — a].

1.2.3 Raccoglimento parziale

Quando un polinomio non ha alcun fattore comune a tutti i suoi termini, possiamo provare
a mettere in evidenza tra gruppi di monomi e successivamente individuare il polinomio in
comune.

Osserviamo il prodotto (a+b)(x +y +z) = ax+ ay + az+ bx + by + bz. Supponiamo
ora di avere il polinomio ax + ay + az + bx 4 by + bz come possiamo fare a tornare indietro
per scriverlo come prodotto di polinomi?

Esempio 1.10. Scomponiamo in fattori ax + ay 4+ az + bx + by + bz. Non c¢’e nessun fattore
comune a tutto il polinomio.

Proviamo a mettere in evidenza per gruppi di termini. Evidenziamo a tra i primi tre
termini e b tra gli ultimi tre, avremo: a(x +y + z) + b(x +y + z). Ora risulta semplice vedere
che il trinomio (x +y + z) € in comune e quindi lo possiamo mettere in evidenza ax + ay +
az+bx+by+bz=alx+y+z)+bx+y+z)=(x+y+2z)(a+b).
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Procedura 1.5. Eseguire il raccoglimento parziale.

a) Dopo aver verificato che non é possibile effettuare un raccoglimento a fattore comune totale
raggruppo i monomi in modo che in ogni gruppo sia possibile mettere in comune qualche
fattore;

b) wverifico se la nuova scrittura del polinomio ha un polinomio (binomio, trinomio. ..) comune a
tutti i termini;

c) se e presente il fattore comune a tutti i termini lo metto in evidenza;

d) seil fattore comune non e presente la scomposizione é fallita, allora posso provare a raggruppare
diversamente i monomi o abbandonare questo metodo.

Esempio 1.11. Scomporre in fattori ax + ay + bx + ab.

a) Provo a mettere in evidenza la a nel primo e secondo termine e la b nel terzo e quarto
termine: ax+ ay +bx+ab =a(x+y) +b(x+ a)

b) in questo caso non c’é nessun fattore comune: il metodo & fallito. In effetti il polinomio
non si puo scomporre in fattori.

Esempio 1.12. Scomporre in fattori bx —2ab +2ax — 4a>.

a) Non vi sono fattori da mettere a fattore comune totale, proviamo con il raccoglimento
parziale: b nei primi due monomi e 2a negli altri due;
b) bx—2ab +2ax —4a? = b(x —2a) +2a(x —2a) = (x —2a)(b +2a).

Esempio 1.13. Scomporre in fattori bx® +x2 —bx — 1 + abx + a.

a) Raggruppiamo nel seguente modo: bx® +x2—bx—1+abx+atra quelli con sottolinea-
tura semplice metto a fattore comune by, tra quelli con doppia sottolineatura metto a
fattore comune 1

b) bx* + 22 —bx—1+abx+a=bx(x2=1+a)+1(x*—1+a) = (x¥*+a—1)(bx+1).

Esempio 1.14. Scomporre in fattori 5ab? — 10abc — 25abx + 50acx.

a) Il fattore comune & 5a, quindi:
5ab? —10abc — 25abx + 50acx = 5a(b? — 2bc — 5bx + 10cx)

b) vediamo se & possibile scomporre il polinomio in parentesi con un raccoglimento
parziale 5a(b? — 2bc — 5bx + 10cx) = 5a[b(b —2¢) — 5x(b —2¢)] = 5a(b — 2¢)(b — 5x).

1.2.4 Riconoscimento di prodotti notevoli
Differenza di due quadrati

Un binomio che sia la differenza dei quadrati di due monomi puo essere scomposto come
prodotto tra la somma dei due monomi (basi dei quadrati) e la loro differenza.

(A+B)- (A—B)=A2-B2 = A2-B2=(A+B)-(A—B).
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Esempio 1.15. Scomporre in fattori %a4 —25b2.

4 4 2 (25 2 (22 29
50 25b—<3a) (5 = (5a%+5b ) - ( 502 ~5b

Esempio 1.16. Scomporre in fattori —x° 4 16y2.

2
—x® 4+ 16y% = — <x3> + (4y)? = (x3 + 4y) . (—x3 + 4y)
Esempio 1.17. Scomporre in fattori a?— (x+ 1)2. La formula precedente vale anche se A e B
sono polinomi. a? — (x+1)P2=la+(x+1)]-la—(x+1)] =(a+x+1)(a—x—1)

Esempio 1.18. Scomporre in fattori (2a — b2)2 — (4x)2.
2
<2a _ b2) — (4x)? = <2a 2+ 4x) : (Za - 4x>

Esempio 1.19. Scomporre in fattori (a +3b)% — (2x — 5)2.

(a+3b)%2—(2x—5)>=(a+3b+2x—5)- (a+3b—2x+5).

Per questo tipo di scomposizioni, la cosa pit difficile e riuscire a riconoscere un qua-
drinomio o un polinomio di sei termini come differenza di quadrati. Riportiamo i casi
principali:

(A+B)2—C2=A2+2AB+B2—(C?
AZ—(B+C)2=AZ2—-B2—-2BC— (2
(A+B)>—(C+D)?>=A%242AB+B2—-C?—-2CD —-D2

Esempio 1.20. Scomporre in fattori 4a? —4b% — c? + 4bc.
Gli ultimi tre termini possono essere raggruppati per formare il quadrati di un binomio.

4a% — 402 — % 4 4be = 4a® — (4b2 42 —4bc)
= (2a)>—(2b—c)> = (2a+2b—c)- (2a—2b +c).

Esempio 1.21. Scomporre in fattori 4x* — 4x? —y2 + 1.
2
Sl 1= (2x2 —1) P =23 —14y)- (23 —1—y)
Esempio 1.22. Scomporre in fattori a® + 1 +2a + 6bc — b? —9¢2.

a®+1+42a+6bc—b2—9c = (a2+1+2a>—(b2+9c2—6bc)
=(a+1)2?—=(b—3c)>=(a+1+b—3c)-(a+1—b+3c).
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Quadrato di un binomio

Uno dei metodi pit1 usati per la scomposizione di polinomi e legato al saper riconoscere
i prodotti notevoli. Se abbiamo un trinomio costituito da due termini che sono quadrati di
due monomi ed il terzo termine e uguale al doppio prodotto degli stessi due monomi, allora
il trinomio pud essere scritto sotto forma di quadrato di un binomio, secondo la regola che
segue.
(A+B)?=A2+2AB+B> = A2+2AB+B?=(A+B)?

Analogamente nel caso in cui il monomio che costituisce il doppio prodotto sia negativo:
(A—B)?=A2—2AB+B?> = AZ—2AB+B2=(A—B)?
Poiché il quadrato di un numero e sempre positivo, valgono anche le seguenti uguaglianze.
(A+B)?=(—A—B)> = A24+2AB+B?>=(A+B)>=(—A—B)?

(A—B)?=(-A+B)?> = A2—2AB+B>=(A—B)>=(—A+B)%

Esempio 1.23. Scomporre in fattori 4a® + 12ab? + 9b*.
Notiamo che il primo ed il terzo termine sono quadrati, rispettivamente di 2a e di 3b?, ed
il secondo termine ¢ il doppio prodotto degli stessi monomi, pertanto possiamo scrivere:

2 2
402 +12ab? 4+ 9b* = (2a)? + 2 cdot(2a) - (3b2) + (3b2) _ <2a +3b2)

Esempio 1.24. Scomporre in fattori x> — 6x + 9.
Il primo ed il terzo termine sono quadrati, il secondo termine compare con il segno “meno”.
Dunque: x2—6x+9=x2—2-3-x+3% = (x—23)2, maanche x2 —6x +9 = (—x + 3)2.

Esempio 1.25. Scomporre in fattori x* + 4x? + 4.

Pud accadere che tutti e tre i termini siano tutti quadrati. x* + 4x? + 4 & formato da tre
quadrati, ma il secondo termine, quello di grado intermedio, & anche il doppio prodotto dei
due monomi di cui il primo ed il terzo termine sono i rispettivi quadrati. Si ha dunque:

X+ ax® 44 = (x2)2+2- (2)- (x3) +(2)* = (x2—|—2)2.

Procedura 1.6. Individuare il quadrato di un binomio:

a) individuare le basi dei due quadrati;
b) wverificare se il terzo termine ¢ il doppio prodotto delle due basi;
c) scrivere tra parentesi le basi dei due quadrati e il quadrato fuori dalla parentesi;

N4

d) mettere il segno “pitt” 0 “meno” in accordo al segno del termine che non é un quadrato.

Puo capitare che i quadrati compaiano con il coefficiente negativo, ma si puo rimediare
mettendo in evidenza il segno “meno”.

Esempio 1.26. Scomporre in fattori —9a? 4 12ab — 4b?.
Mettiamo —1 a fattore comune —9a? 4+ 12ab — 4b? = —(9a% — 12ab + 4b?) = —(3a —2b)2.
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Esempio 1.27. Scomporre in fattori —x* —x? — %.

1 1 1\?
Y S R R 202\ (22
X*— X 1 (x+x+4> (x+2>

Esempio 1.28. Scomporre in fattori —x? + 6xy? — 9y*.

by~ oyt = — (2 - bu? +9y*) = — (x—3y?)’

Possiamo avere un trinomio che “diventa” quadrato di binomio dopo aver messo qualche
fattore comune in evidenza.

Esempio 1.29. Scomporre in fattori 2a> 4 20a? + 50a.
Mettiamo a fattore comune 2a, allora 2a> 4+ 20a? + 50a = 2a(a? + 10a 4+ 25) = 2a(a + 5)2.

Esempio 1.30. Scomporre in fattori 2a + 4a + 2.
20> +4a+2=2 (a2+2(1—|—1) =2(a+1)?
Esempio 1.31. Scomporre in fattori —12a® + 12a% — 3a.
1263 +12a% —3a = —3a (4(12 _da+ 1) — 3a(2a—1)2

Esempio 1.32. Scomporre in fattori %az +3ab + 6b2.

2
3 2 2_3 (1, 2y _3 (1
8(1 +3ab + 6b —2(4(1 +2ab +4b =5 2a—|—2b ,

o anche

3
(a2 +8ab + 16b2) — 2 (a+4b)?

3
gaz+3ab+6bZ= S

| W

Quadrato di un polinomio

Se siamo in presenza di sei termini, tre dei quali sono quadrati, verifichiamo se il polinomio
¢ il quadrato di un trinomio secondo le seguenti regole.

(A+B+C)?>=A%2+B%+C?+2AB +2AC +2BC.
A2+ B%2+ C?4+2AB+2AC+2BC=(A+B+C)*=(—A—B—C)%

Notiamo che i doppi prodotti possono essere tutt’e tre positivi, oppure uno positivo e due
negativi: indicano se i rispettivi monomi sono concordi o discordi.

Esempio 1.33. Scomporre in fattori 16a* 4+ b% + 1 + 8a%b + 8a? + 2b.
I primi tre termini sono quadrati, rispettivamente di 4a2,b e 1, si pud verificare poi che gli

altri tre termini sono i doppi prodotti: 16a* + b> + 1+ 8a?b + 8a> +2b = (4a>+b + 1)2.
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Esempio 1.34. Scomporre in fattori x* +y? + 2% — 2x%y — 2x%z + 2yz.
2 2
x4+y2+22—2x2g—2x2z—|—2yz:(x2—y—z> :<—x2+y+z>

Esempio 1.35. Scomporre in fattori x* — 2x3 4 3x? — 2x + 1.
In alcuni casi anche un polinomio di cinque termini puo essere il quadrato di un trinomio.
Per far venire fuori il quadrato del trinomio si puo scindere il termine 3x> come somma:

3x%2 = x2 +2x2.
In questo modo si ha:

=23 43 —2x+ 1 =x =23 P+ 2P —2x+1 = (x> —x+1)?

Nel caso di un quadrato di un polinomio la regola & sostanzialmente la stessa:

(A+B+C+D)?>=A%2+B>+ C?>+D?+2AB+2AC+2AD +2BC +2BD +2CD.

Cubo di un binomio

I cubi di binomi sono di solito facilmente riconoscibili. Un quadrinomio ¢ lo sviluppo del
cubo di un binomio se due suoi termini sono i cubi di due monomi e gli altri due termini sono
i tripli prodotti tra uno dei due monomi ed il quadrato dell’altro, secondo le seguenti formule.

(A+B)> =A3+3A°B+3AB%+B% = A3+3A’B+3AB>+B%=(A+B)%

(A—B)>=A3—-3A’B+3AB>—B> = A3_-3A%B+3AB?2—B3=(A—B)>.

Per il cubo non si pone il problema, come per il quadrato, del segno della base, perché un
numero, elevato ad esponente dispari, se & positivo rimane positivo, se € negativo rimane
negativo.

Esempio 1.36. Scomporre in fattori 8a® + 12ab 4 6ab? + b°.

Notiamo che il primo ed il quarto termine sono cubi, rispettivamente di 2a e di b, il
secondo termine ¢ il triplo prodotto tra il quadrato di 2a e b, mentre il terzo termine e il triplo
prodotto tra 2a e il quadrato di b. Abbiamo dunque:

8a® +12a%b + 6ab? + b2 = (2a)® +3- (2a)?- (b) +3- (2a) - (b)? = (2a+b)?

Esempio 1.37. Scomporre in fattori —27x3 +27x% — 9x + 1.
Le basi del cubo sono il primo e il quarto termine, rispettivamente cubi di —3x e di 1.
Dunque:

273 4 27x% —9x +1=(=3x)3+3- (=3x)2- 143 (-3x)- 1> +1 = (-3x+1)°

Esempio 1.38. Scomporre in fattori x® —x* + %xz - 21—7

2

Le basi del cubo sono x? e —3 i termini centrali sono i tripli prodotti, quindi (x* — 3)3.
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1.2.5 Altre tecniche di scomposizione
Trinomi particolari

Consideriamo il seguente prodotto:

(x+3)(x+2) =x>+2x+3x+3-2=%x%+ (2+3)x + 6 = x* + 5x + 6.

Poniamoci ora I'obiettivo opposto: se abbiamo il polinomio x* + 5x + 6 come facciamo a
trovare ritrovare il prodotto che lo ha originato? Possiamo notare che il 5 deriva dalla somma
trail 3 e il 2, mentre il 6 deriva dal prodotto tra 3 e 2. Generalizzando:

(x+a) (x+b)=x*+ax+bx+ab=x*+(a+b)x+a-b

Leggendo la formula precedente da destra verso sinistra:

¥+ (a+b)x+a-b=(x+a) (x+b)

Possiamo allora concludere che se abbiamo un trinomio di secondo grado in una sola
lettera, a coefficienti interi, avente il termine di secondo grado con coefficiente 1, se riusciamo
a trovare due numeri a e b tali che la loro somma & uguale al coefficiente del termine di primo
grado ed il loro prodotto & uguale al termine noto, allora il polinomio & scomponibile nel
prodotto (x 4+ a)(x + b).

Osserva che il termine noto, poiché e dato dal prodotto dei numeri che cerchiamo, ci dice
se i due numeri sono concordi o discordi. Inoltre, se il numero non & particolarmente grande
& sempre possibile scrivere facilmente tutte le coppie di numeri che danno come prodotto il
numero cercato, tra tutte queste coppie dobbiamo poi individuare quella che ha per somma il
coefficiente del termine di primo grado.

Esempio 1.39. x* +7x + 12
I coefficienti sono positivi e quindi i due numeri da trovare sono entrambi positivi. 1l
termine noto 12 puo essere scritto sotto forma di prodotto di due numeri naturali solo come:

121, 6-2;, 3-4

Le loro somme sono rispettivamente 13, 8, 7. La coppia di numeri che da per somma (S)
+7 e prodotto (P) 412 & pertanto 4-3 e +4. Dunque il trinomio si scompone come:

X2+ 7x+12=(x+4)- (x+3).

S P
Esempio 1.40. x? — 8x + 15.

I segni dei coefficienti ci dicono che i due numeri, dovendo avere somma negativa e
prodotto positivo, sono entrambi negativi. Dobbiamo cercare due numeri negativi la cui
somma sia —8 e il cui prodotto sia 15. Le coppie di numeri che danno 15 come prodotto sono
-15 —1 e —5 —3. Allora i due numeri cercati sono —5 e —3. Il trinomio si scompone come:

x> —8x+15=(x—5)- (x—3).
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s P
Esempio 1.41. x? +4x — 5.

I due numeri sono discordi, il maggiore in valore assoluto & quello positivo. C’¢ una sola
coppia di numeri che da —5 come prodotto, precisamente +5 e —1. Il polinomio si scompone:

X2 +4x—5=(x+5) (x—1).

Esempio 1.42. x* — gx - 1PO.

I due numeri sono discordi, in modulo il pit1 grande & quello negativo. Le coppie di numeri
che danno —10 come prodotto sono —10 +1, ma anche —5 +2. Quelli che danno —3 come
somma sono —5 e +2.

x> —3x—10=(x—5)- (x+2).

Esempio 1.43. In alcuni casi si pud applicare questa regola anche quando il trinomio non e di
secondo grado, & necessario pero che il termine di grado intermedio sia esattamente di grado
pari alla meta di quello di grado maggiore.

x4+5x2+6=(x2+3)-(x2+2)

x +x3 —12*(7(3—&—4) (X3—3)
—10a?+9 = (a?—9) - (az—l) (a+3)-(a—3)-( —

—x* —x —|—20——(x +x% —20) :—(x2—|—5)-(x2—4):—(x2+5)-(x+2)-(x—2)

20 —12x3 —Mx =2x- (x* —6x* —7) =2x - (x* = 7) - (x> +

—2a” +34a° —32a% = —2a® (a* — 17a% + 16) = —2a> (a®

=-2d%(a—1)(a+1)(a—4)(a+4).

E possibile applicare questo metodo anche quando il polinomio & in due variabili.

Esempio 1.44. x* +5xy + 6y?.
Per capire come applicare la regola precedente, possiamo scrivere il trinomio in questo

modo: x> + gxy + gyz.

Bisogna cercare due monomi A e B tali che A + B =5y e A - B = 6y?. Partendo dal fatto
che i due numeri che danno 5 come somma e 6 come prodotto sono +3 e +2, i monomi cercati
sono +3y e +2y, infatti +3y + 3y = +5y e +3y - (+2y) = +6y?. Pertanto si puod scomporre
come segue: x> + 5xy + 6y% = (x +3y) (x + 2y).

La regola, opportunamente modificata, vale anche se il primo coefficiente non ¢ 1. Vediamo
un esempio.

Esempio 1.45. 2x% —x — 1.

Non possiamo applicare la regola del trinomio caratteristico, con somma e prodotto; con
un accorgimento, possiamo riscrivere il polinomio in un altro modo. Cerchiamo due numeri la
cui somma sia —1 e il prodotto sia pari al prodotto tra il primo e I'ultimo coefficiente, o meglio
tra il coefficiente del termine di secondo grado e il termine noto, in questo caso 2 - (—1) = —2.
I numeri sono —2 e +1. Spezziamo il monomio centrale in somma di due monomi in questo
modo

2% —x—1=2-2x+x—1
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Ora possiamo applicare il raccoglimento a fattore comune parziale

22— x—1=2">-2x+x-1=2x-(x—1)+1-(x—=1) = (x—1)- (2x+1).
——

—X

Procedura 1.7. Sia da scomporre un trinomio di secondo grado a coefficienti interi ax? 4+ bx + ¢
con a # 1, cerchiamo due numeri m ed n tali che m+n = bem-n = a- c se riusciamo
a trovarli, li useremo per dissociare il coefficiente b e riscrivere il polinomio nella forma p =
ax? + (m +n) - x + ¢ su cui poi eseguire un raccoglimento parziale.

Scomposizione con la regola Ruffini

Anche il teorema di Ruffini permette di scomporre in fattori i polinomi. Dato il polino-
mio P(x), se riusciamo a trovare un numero k per il quale P(k) = 0, allora P(x) & divisibile per
il binomio x — k, allora possiamo scomporre P(x) = (x —k) - Q(x), dove Q(x) & il quoziente
della divisione tra P(x) e (x — k).

Il problema di scomporre un polinomio P(x) si riconduce quindi a quello della ricerca del
numero k che sostituito alla x renda nullo il polinomio. Un numero di questo tipo si dice
anche radice del polinomio.

Il numero k non va cercato del tutto a caso, abbiamo degli elementi per restringere il campo
di ricerca di questo numero quando il polinomio ¢ a coefficienti interi.

U Osservazione Le radici intere del polinomio vanno cercate tra i divisori del termine noto.

Esempio 1.46. p(x) = x> +x2 —10x + 8.

Le radici intere del polinomio sono da ricercare nell’insieme dei divisori di 8, precisamente
in{£ 1; £ 2;+ 4; £ 8}. Sostituiamo questi numeri nel polinomio, finché non troviamo quello
che lo annulla.

Perx =1sihap(1)=(1)*+(1)2—10-(1)+8=1+1—-10+8=0, pertanto il polinomio
e divisibile per x — 1.

Utilizziamo la regola di Ruffini per dividere P(x) per x — 1.

Predisponiamo una griglia come quella a fianco, al
primo rigo mettiamo i coefficienti di P(x), al secondo

1 1 -1 8 rigo mettiamo come primo numero la radice che abbia-
1 1 2 —8 mo trovato, cioé 1. Poi procediamo come abbiamo gia
‘ 1 2 -8 ‘ indicato per la regola di Ruffini.

Inumeri che abbiamo ottenuto nell"ultimo rigo sono
i coefficienti del quoziente: q(x) = x2+2x—8.
Possiamo allora scrivere:

X+ x2—10x+8 = (x—1)- (x% +2x —8).

Per fattorizzare il polinomio di secondo grado x? + 2x — 8 possiamo ricorrere al metodo del
trinomio notevole. Cerchiamo due numeri la sui somma sia +2 e il cui prodotto sia —8. Questi
numeri vanno cercati tra le coppie che danno per prodotto —8 e precisamente tra le seguenti
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coppie (+8,—1), (—8,+1), (+4,—2), (—4, +2). La coppia che da per somma +2 & (+4,—2). In
definitiva si ha:

P 4Hx2—10x+8=(x—1)- (x> +2x —8) = (x — 1) (x — 2) (x + 4).
Esempio 1.47. x* —5x3 — 7x2 4 29x 4 30.

Le radici intere vanno cercate tra i divisori di 30, precisamentein{£1+2+3£5+6 £ 10
=+ 15 + 30}. Sostituiamo questi numeri al posto della x, finché non troviamo la radice.

Perx =1sihaP(1) =1-5—-7+429+430 utilizzando la regola di Ruffini, abbiamo:
senza effettuare il calcolo si nota che i numeri
positivi superano quelli negativi, quindi 1 non 1 -5 =7 29 | 30
€ una radice. Invece: 1 1 6 1 _30

P(-1)=+145-7-29+30=0

Una radice del polinomio & quindi —1 e,

Con i numeri che abbiamo ottenuto nell’ultima riga costruiamo il polinomio quoziente e
possiamo scrivere:

x* —5x% — 7x2 +29x +30 = (x + 1) (x® — 6x% — x + 30).

Con lo stesso metodo scomponiamo il polinomio x* — 6x? — 1x + 30. Cerchiamone le radici
tra i divisori di 30, precisamente nell’insieme {£ 1 +2 + 3 £ 5 £ 6 + 10 & 15 £ 30}. Bisogna
ripartire dall’ultima radice trovata, cioe da —1.

P(—1) = (=10 =6 (—1)2—1-(-1)+30 =—1—6+1+30# 0

P(+2) = (+2)2 —6-(+2)2—1-(+2) +30 = +8 —24—2+30 # 0

P(+2) = (2> —6-(—2)2—1-(—2)+30=—-8—-24+2+30 =0

Quindi —2 € una radice del polinomio. 1 6 -1 | 30
Dividi il poli i 2).
ividiamo il polinomio per (x + 2) 5 5 16 | 30
1 -8 15| 0

11 polinomio q(x) si scompone nel prodotto x3—6x2 —x+30 = (x+2) - (x? —8x + 15).
Infine possiamo scomporre x> — 8x + 15 come trinomio notevole: i due numeri che hanno
per somma —8 e prodotto +15 sono —3 e —5. In conclusione posiamo scrivere la scomposizione:

Xt =53 —7x2+29x+30 = (x +1) - (x+2) - (x —3) - (x—5).

Non sempre e possibile scomporre un polinomio utilizzando solo numeri interi. In alcuni
casi possiamo provare con le frazioni, in particolare quando il coefficiente del termine di grado
maggiore non € 1. In questi casi possiamo cercare la radice del polinomio tra le frazioni del
tipo %, dove p & un divisore del termine noto e q & un divisore del coefficiente del termine di
grado maggiore.

Esempio 1.48. 6x> —x —2.
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Determiniamo prima di tutto l'insieme nel quale possiamo cercare le radici del polinomio.
Costruiamo tutte le frazioni del tipo £, con p divisore di —2 e q divisore di 6. I divisori di 2
sono {# 1; &+ 2} mentre i divisori di 6 sono {+ 1; + 2; &+ 3; £ 6}. Le frazioni tra cui cercare sono

1,12 2 2y . f, .1 _ 21
{:l:l,:tz,:tl,:t3,:|:6} Cc10e {:l: 1,:|22,:|22,:|Z3,:|Z3}

Siha A(l) =—-3;A(—1) =5A (;) =—1A (—;) =0.

Sappiamo dal teorema di Ruffini che il polinomio A(x) =
6x> —x —2 & divisibile per (x + %) dobbiamo quindi trovare il
polinomio Q(x) per scomporre 6x> —x —2 come Q(x) - (x + %)

Applichiamo la regola di Ruffini per trovare il quoziente.
‘ 6 4 ‘ 0 Il quoziente & Q(x) = 6x — 4 Il polinomio sara scomposto

in (6x —4) - (x + 1). Mettendo a fattore comune 2 nel primo
binomio si ha:

N|—

6x>—x—2 = (6x—4)- (x-i-;) = 2(3x—2) (x—&-;) =(Bx—2)(2x+1)

Binomi omogenei
Un binomio omogeneo ¢ un binomio del tipo x™ F a™. Vediamo come scomporlo a seconda
del valore di n.
n=1

x + a e irriducibile perché di primo grado.
x — a e irriducibile perché di primo grado.

n=2
x2 + a2 e irriducibile.
x2—a2=(x—a)(x+a).
n=3
3 3 N gl
x°+a e d1v1s.1b.11e per (x + a) usando la 1 0 0 Ll
regola di Ruffini:
—a —a +a?| -d®
‘ 1 —a +4a? ‘ 0
Quindi: X3 + a® = (x + a)(x2 — ax + a?)
x3 — a3 e divisibile per (x — a) usando la 3
. .. 1 0 0 —a
regola di Ruffini:
+a +a  +a? | +dd
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Quindi: x> — a® = (x — a)(x%2 4+ ax + a?)

n=4
x* 4+ a* 1o si pud scomporre usando uno sporco trucco: aggiungere e toglie-
2,42
re: —2x“a“.

xt+at =x* +2x202 + a* —2x%2a? = (X2 4+ a?)? —2x2a? =
(xz +a?— \ﬁxa) (xz +a%+ ﬁxa)
x* — a* si pud scomporre trattandolo come la differenza di due quadrati:
x*—at=(x2—a?)(x®+a?) = (x—a)(x+a)(x* + a?)
n=>5
x> + a° & divisibile per (x + a) usando la regola di Ruffini ottenendo:
x4+ a® = (x4 a)(x* — ax® + x2a? — xa® + a?)
x® — a e divisibile per (x — a) usando la regola di Ruffini ottenendo:
x> —a® = (x —a)(x* + ax® + x2a% 4+ xa® + a*)

n==~6..

1.2.6 Scomposizione mediante metodi combinati

Nei paragrafi precedenti abbiamo analizzato alcuni metodi per ottenere la scomposizione
in fattori di un polinomio e talvolta abbiamo mostrato che la scomposizione si ottiene combi-
nando metodi diversi. Sostanzialmente non esiste una regola generale per la scomposizione
di polinomi, cioe non esistono criteri di divisibilita semplici come quelli per scomporre un
numero nei suoi fattori primi. In questo paragrafo vediamo alcuni casi in cui si applicano vari
metodi combinati tra di loro.

Un buon metodo per ottenere la scomposizione & procedere tenendo conto di questi
suggerimenti:

1. analizzare se si puo effettuare un raccoglimento totale;
2. contare il numero di termini di cui si compone il polinomio:

a) con due termini analizzare se il binomio e
i. una differenza di quadrati A> —B% = (A —B)(A +B)
ii. una differenza di cubi A3 — B3 = (A —B) (A2 + AB + B?)
iii. una somma di cubi A3+ B3 = (A +B) (A2 — AB + B?)
iv. una somma di quadrati nel qual caso & irriducibile A + B.
b) con tre termini analizzare se &
i. un quadrato di binomio A2 + 2AB + B2 = (A + B)?
ii. un trinomio particolare del tipo x24+Sx+P = (x+a)(x+b)cona+b =S
ea-b="P
iii. un falso quadrato, che & irriducibile A2 + AB + B2.
c) con quattro termini analizzare se e
i. un cubo di binomio A% + 3A%B +3AB2 + B® = (A + B)®

ii. una particolare differenza di quadrati
A2+ 2AB+B?—C2=(A+B+C)(A+B—-C)
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iii. un raccoglimento parziale ax +bx + ay+by = (a+b)(x +y).
d) con sei termini analizzare se &
i. un quadrato di trinomio A2 + B2 4+ C2 + 2AB +2AC +2BC = (A + B+ C)?
ii. un raccoglimento parziale
ax+bx+cx+ay+by+cy=(a+b+c)(x+y).

3. se non riuscite ad individuare nessuno dei casi precedenti, provate ad applicare la regola

di Ruffini.

Esempio 1.49. a’x + 5abx — 36bx.

Il polinomio ha 3 termini, e di terzo grado in 2 variabili, & omogeneo; tra i suoi monomi si
ha MCD = x effettuiamo il raccoglimento totale: x - (a® + 5ab —36b?). Il trinomio ottenuto
come secondo fattore e di grado 2 in 2 variabili, omogeneo e puo essere riscritto

a?+ (5b) - a — 36b2.

Proviamo a scomporlo come trinomio particolare: cerchiamo due monomi m ed n tali che m +
n =5bem-n = —36b%idue monomi sono m = 9b ed n = —4b

a®x 4+ 5abx — 36b%x = x - (@ +9b) - (a —4b).

Esempio 1.50. x% 4y + 2xy —2x — 2y.
Facendo un raccoglimento parziale del coefficiente 2 tra gli ultimi tre monomi perché
otterremmo x? +y2 +2 - (xy — x —y) su cui non possiamo fare alcun ulteriore raccoglimento.
I primi tre termini formano pero¢ il quadrato di un binomio e tra gli altri due possiamo

raccogliere —2, quindi (x + y)2 —2- (x+y), raccogliendo (x +y) tra i due termini si ottiene

x2+y2+2xy—2x—2y =(x+4vy)-x+y—2).

Esempio 1.51. 8a + 10b 4 (1 —4a —5b)? —2.
Tra i monomi sparsi possiamo raccogliere 2 a fattore comune

p=2-(4a+5b—1)+ (1—4a—5b)%.

Osserviamo che la base del quadrato ¢ 'opposto del polinomio contenuto nel primo
termine: poiché numeri opposti hanno stesso lo quadrato possiamo riscrivere:

p=2-(4a+5b—1)+ (—1+4a+5b)>.

8a+10b+(1—4a—5b)>—2=(4a+5b—1)-(2—1+4a+5b)
= (4a+5b—1)-(1+4a+5b).

Esempio 1.52. t3 —23 + 12 — 22,

11 polinomio ha 4 termini, & di terzo grado in due variabili. Poiché due monomi sono
nella variabile t e gli altri due nella variabile z potremmo subito effettuare un raccoglimento
parziale: -2 4+t2—22 =t*. (t+1)—2%-(z+1), che non permette un ulteriore passo.
Occorre quindi un’altra idea.
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Notiamo che i primi due termini costituiscono una differenza di cubi e gli altri due una
differenza di quadrati; applichiamo le regole:

24222 =(t—2)- (t2+tz+z2) +(t—2) (t+2).
Ora effettuiamo il raccoglimento totale del fattore comune (t — z)

-2 +t7 -2 = (t—2)- <t2+tz+22+t+z) :
Esempio 1.53. x3 —7x —6.

I polinomio ha 3 termini, e di 3° grado in una variabile. Non possiamo utilizzare la
regola del trinomio particolare poiché il grado & 3. Procediamo con la regola di Ruffini:
cerchiamo il numero che annulla il polinomio nell’insieme dei divisori del termine noto D =
{+£1,£2;+3;,+ 6}

SihaP(+1)==1—-7—6 # 0. P(—1) == 1 0 _7 -6
—14+7—6 = 0. Quindi P(x) & divisibile
per (x + 1), determiniamo il quoziente con la -1 -1 !
regola di Ruffini: ‘ 1 -1 -6 ‘

Pertanto: P(x) =x> —7x—6 = (x + 1) - (x2 —x— 6).

11 polinomio quoziente ¢ un trinomio di secondo grado; proviamo a scomporlo come
trinomio notevole. Cerchiamo due numeri ae b talichea+b =—-1lea-b = —6. I due
numeri vanno cercati tra le coppie che hanno —6 come prodotto, precisamente (—6,+1),
(=3,+2), (+6,—1), (+3,—2). La coppia che fa al caso nostro & (—3,+42) quindi si scompone q =
x2—x—6=(x—3) (x+2).

In definitiva x> —7x —6 = (x +1) - (x —3) - (x + 2).

Esempio 1.54. a* + a?b? + b*.

Osserva che per avere il quadrato del binomio occorre il doppio prodotto, aggiungendo e
togliendo a®b? otteniamo il doppio prodotto cercato e al passaggio seguente ci troviamo con
la differenza di quadrati:

2
a* +2a%b? + bt — a?b? = (a2 +b2) —(ab)? = (a2 T2+ ab) (a2 Fb2 ab) .
Esempio 1.55. a?x? 4 2ax? —3x* —4a? —8a +12.
a®x? +2ax? —3x* —4a®> —8a+ 12 = x> <a2+2a—3) —4 <a2+2a—3)
2

x2—4) (a2 +2a-3)

(x+2)(x—2)(a—1)(a+3).
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1.3 Esercizi

1.3.1 Esercizi dei singoli paragrafi
1.1.1 Algoritmo di Euclide

1.1. Completa la divisione

7xt 40x3 —5x2  4x -1 | 22 40x -1

-
2
3
—Exz +x =1
< 7
4

1.2. Esegui le seguenti divisioni

a) (—2x5 +8x* +10x3 —52x2 + 14x +34) : (2x — 4)
[Q=—x*+2x34+9%> —8x—9; R=—2]

b) (5x° +10x° — 30x* — 15x3 — 20x? 4 75x — 103) : (—5x + 10)
[Q=—x"—4x*—2x3 x> +2x—11; R=7]

) (—10x° 4 33x* +26x> + 20x* —58x +37) : (—x +4)
[Q = 10x* + 7x3 + 2x* —12x 4 10; R = —3]

d) (55x8 —7x7 — 61x5 + 50x° — 79x* + 24x3 + 8x* + 26x — 5) : (—5x* —3x +7)
[Q=—11x0+8x° —8x* +6x3 +%x% +3x —2; R=—x+9]

e) (12x® 4+ 69x” + 120x° — 20x> + 123x* — 265x> 4 93x> — 161x + 107) : (—12x3 + 3x* — 6x + 11)
[Q=—x"—6x*—11x° +x2—10x +9; R = —5x% 4 3x + 8]

f) (—40x° —12x* —40x> — 44x> + 124x — 40) : (8x —4)
[Q = —5x* —4x® —7x® —9x +11; R = 4]

g) (40x5 — 60x% +90x? + 220x + 121) : (—10x — 10)
[Q = —4x* +4x3 +2x%> —11x — 11; R =11]

h) (88x® —29x” + 36x° + 56x> — 165x* — 187x> — 53x? + 111x + 83) : (—11x% + 5x + 10)
[Q=—-8x’—x>—11x* —11x3 + 7x +8; R =x + 3]

1.3 (*). Esegui le divisioni tra polinomi.

a) (3x>—5x+4):(2x—2) [Q(x) =3x—1; R(x)=2]
b) (4x3—2x2+2x—4) 1 (Bx—1) [Q(x) = %xz—%x+ %,‘ R(x) :—%]
c) (5a®—a?—4):(a—2) [Q(a) =5a®>+9a+18; R(a)=32]
d) (6y>—5y* +y>—1) : (2y* —3) Q) =3y*—3v*+3y— 2 Rly)=Fy— 7l
e) (6—7a+3a%>—4a%+a%) : (1—2a% [Q(a) =2—1a% R(a)=%a®—7a+4]
f) (2 =113 +2x +2) : (x> —2x2 + 1)

g) (15x* —2x+5) : (2x* +3)

92 a4, ls (2 33
h) X 2x+2x gX 1 3% )" 2x° —3x
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1.1.2 Regola di Ruffini

1.4. Esegui le seguenti divisioni

a) (—11x° 4+ 11x* —4x+3) (x—1) [Q=—-11x*—4; R=—1]
b) (—12x* +126x> — 68x* + 78x +29) : (x — 10) [Q =—-12x® +6x> —8x —2; R=9]
c) (2x* =123 +17x? —8x+24) (x —3) [Q=2x3—6x*—x—11; R=-9]
d) (—7x*—45x3 —18x? +5x +36) : (x +6) [Q=—-7x3—3x>+5; R=6]
e) (—5xt —4x3 —3x2+7x+4): (x+1) [Q275x3+x2—4x+11,' R =-7]
f) (9x* —94x3 —52x* —30x —22) : (x — 11) [Q—9x +5x% 4 3x 4 3; R =11]
g) (—4x° —54x* —106x> +44x% + 7x +73) : (x +11) [Q = —4x* —10x> + 4x> +7; R = —4]
h) (7x*— 42x372x2+6x+41):(x76) [Q =7x3—2x—6; R=5]
i) (10x* —66x> —26x> —25x +81) : (x —7) [Q =10x3 +4x> +2x —11; R =4]
i) (3x* —10x 4 14x2 —6x+3) (x—1) [Q=3x>—7x*+7x+1; R=4]
k) (11x* +80x% +17x2 —39x — 66) : (x +7) [Q =11x3 +3x% —4x — 11; R = 11]

1.5 (*). Risolvi le seguenti divisioni utilizzando la regola di Ruffini.

a) (3% —4x?+5x—1): (x—2) [Q(x) =3x*4+2x+9; R(x)=17]
b) (x®*=x3+x*—1):(x—1) [Q(x) =x*+x®>+x+1; R(x)=0]
c) (x*—10x2 +9) (x—3) [Q(x) = x¥®*+3x> —x—3; R(x)=0]
d) (x*+5x2+5x —5x —6) : (x +2) [Q(x) =x3+3x>—x—3; R(x)=0]
e) (43 —2%+2x—4): (x+1) [Q(x) =4x*> —6x+8; R(x)=—12]
D (3v- 39 av-2)ied) Q)= - Byt Fy—ds Ry - 142)
g) (27x3 =3x*+2x+1) : (x+3)

h) (2x4—5x3—3x—|—2):(x—1)

1 2 1
: 5, 1.4 0902 % \. -
i) (x —|—3x 2x 3x).(x+3>

1.1.3 Teorema di Ruffini

1.6 (*). Risolvi utilizzando, quando puoi, il teorema di Ruffini.

a) Per quale valore di kil polinomio x® —2x? + kx + 2 & divisibile per x> —1? [k = —1]
b) Per quale valore di k il polinomio x*> — 2x? + kx & divisibile per x*> — 1? [nessuno]
¢) Per quale valore di k il polinomio x3 —3x2 + x — k & divisibile per x +2? [k = —22]
d) Scrivi, se possibile, un polinomio nella variabile a che, diviso per a?> —1 da come

quoziente a? + 1 e come resto —1 [a*—2]

1.7 (*). Risolvi utilizzando il teorema di Ruffini.

a) Trovare un polinomio di secondo grado nella variabile x che risulti divisibile per (x —1)
e per (x —2) e tale che il resto della divisione per (x — 3) sia uguale a —4 [—2x% 4 6x — 4]
b) Per quale valore di a la divisione (2x2 —ax+ 3) :(x+1) daresto 5? [a=0]
¢) Per quale valore di k il polinomio 2x3 —x% 4 kx — 3k & divisibile perx+2? [k =—4]
d) Ipolinomi A(x) = x3 +2x2 —x 43k —2 e B(x) = kx? — (83k — 1)x — 4k + 7 divisi entrambi
per x + 1 per quale valore di k hanno lo stesso resto? [k =2]
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1.2.1 Cosa vuol dire scomporre in fattori

1.8. Associa le espressioni a sinistra con i polinomi a destra.

a) (a+2b)? g) 2a® —4ab +3ab — 6b?
b) 3ab?(a®—b) h) a?+4ab +4b?
c) (2a+3b)(a—2b) i) 902 —1b2
) (3a—Db)(Ba+Db) j) 3a%b? —3ab?
e) (a+b)? k) a?+b? +c? +2ab +2bc +2ac
f) (a+b+c)? 1) a®+3ab +3ab? + b3

1.2.2 Raccoglimento fattore comune

1.9 (*). Scomponi in fattori raccogliendo a fattore comune.

a) ax+3a%x — abx [ax(3a—b+1)]
b) 15b2 4 12bc + 21abx + 6ab? [3b(7ax + 2ab + 5b + 4c)]
c) 15x%y — 10xy + 25x%y? [5xy (5xy + 3x — 2)]
d) —12a®b? — 6a°b® — 15ab? [—3a%b? (4a°b° + 5a +2)]
e) 2ab? 4+ 2b%c — 2a%b? — 2b?c? [2b%(a+c—a? —c?)]
) 2m7 +8m® 4+ 8md [2m5 (m 4 2)?]
g) 9x?b + 6xb + 18xb? [3bx(3x + 6b +2)]
h) 20a® +15a” 4+ 10a* [5a* (3a® +4a +2)]
i) x?b—x° —4x3b? [—x? (x® +4b>x — b)]

1.10. Scomponi in fattori raccogliendo a fattore comune.

a) 3xy 4—16x2 i) 18x2y3—10x3y2 q) clle_bl+ b2
b3 b $) 42 -2 =
b) +3 i) 7xy+x r) 50 +2a
c) 3xy —12y? k) ab?—a+a? s) x*y2ab —x%yab
d) x® —ax? 1) 2b° 4 4b* —b? t) 2b° +4b* —b?
e) 9a® —6a? m) 2a’b?x —4a’b u) —5a* —10a%? —30a
f) 5x% —15x n) —a*—ad®-a° v) —a?b? —a®b® + b3
g) —2x3 +2x 0) —3a’b? 4 6ab? — 15b w) —2x0 4 4x5 — 6x3y’
3 2.7 4 .2, 1, 3.3 L,
h) Eax +§ax p) 9x+3x 3x X) 4xy+2xy Xy

1.11. Scomponi in fattori raccogliendo a fattore comune.

5 5
a) %azb—§a4b3—ga2b2 g) fa x—|—4 ax? -
b) 12a3x® —18ax® — 6a3x* 4+ 3a%x* h) 5a2 +10ab? —15a
c) ga4bc2 —4ab3c? + Eabc2 i) a+a* !4 an?
3 3 j) a™+a® + a3
d) —Za*bx + -ab*x —2a%b%x k) 2x2m — 6x(n1) 4 gx(3n+1)
g g 5 1) a2xn—1 _ 2a3xn+1 + C14X2n
e) —§a3b3—§a4b2+6a3b4 m) a(x+y)—b(x+1y)
£) 91m5n3 + 117m3n* n) (x+y)?®—(x+y)?

0) 5y3(x —y)® —3y?(x —y)
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p) 5a(x+3y) —3(x+3y) r) 2(x—3y) —yBy —x)
q) 2x(x —1) —3a%(x — 1)

1.12 (*). Scomponi in fattori raccogliendo a fattore comune.
a) 3x%(a+b)—2x3(a+b)+5x°(a+b) [X?(a+1b)(5x3 —2x + 3)]
b) 2x—y)? —5x3(2x —y) —3y(2x—y)® [(2x—1y) (2x—y —5x3 —12x%y + 12xy? —3y3)]
1.2.3 Raccoglimento parziale

1.13 (*). Scomponi in fattori con il raccoglimento parziale a fattore comune, se possibile.

a) 2x—2y+ax—ay [(x—y)2+a)] d)3x*—3x*+3x—3 [Bx—3) (x*+1)]
b) 3ax —6a+x—2 [(x=2)Ba+1)] e)x®*—x*+x—1 [(x—1) (x> +1)]
c) ax+bx—ay—by [(a+b)(x—y)] £) ay+2® —2ax® —y [(a—1) (y—2x%)]

1.14. Scomponi in fattori con il raccoglimento parziale a fattore comune, se possibile.

a) 3ax—9a—x+3 i) P+ +x+1

b) ax® +ax? +bx+b i) b2x —b%y +2x — 2y

c) 2ax—4a—x+2 k) b%x —b%y —2ax — 2ay
d) b2+ b%y +2ax +2ay 1) xy+x+ay+a+by+b
e) x> +x*+x—1 m) 3x+ 6+ ax+2a+bx+2b
f) 3+x2—x—1 n) 2x—2+bx—b+ax—a
g) x> —1—x+x? 0) 2x—2+bx—b—ax+a
h) —x3—x—1—x2 p) 2x+2+bx—b—ax+a

1.15 (*). Scomponi in fattori con il raccoglimento parziale a fattore comune, se possibile.

a) bx2—bx+b+x2—x+1 [(b+1)(x%2—x+1)]
b) a®—a?b?—ab+ b3 [(a2—b) (a—b?)]
c) %azb +3ab2—%a—5b [(2ab—1) ($a+5b)]
1.16 (*). Scomponi in fattori raccogliendo prima a fattore comune totale e poi parziale.
a) 211x2 4212 4 215x 4 216 21 (x +2)(x +16)]
b) 6x% +6xy —3x(x +y) — 9x?(x +y)? [-3x(x +y) (3x2+3xy —1)]
c) 2x3 4+ 2x%2 —2ax? —2ax [2x(x+1)(x —a)]
d) §GX3 ;;axzi—éaxl—;a i [%a(x2+1)(2x—1)]
e) gxz—gxy+§x3f§x2yf§(x27xy) [éx(x—y)(16+x)]
f) 2b(x +1)?> —2bax —2ba + 4bx + 4b [2b(x +1)(x —a+3)]

g) 2bx? +4bx — 2x% —4dax

h) x*+x3 —x% —x

i) 15x(x +y)? 4+ 5x% +5xy

j) 2a?mx —2ma? —2a’x +2a?

1.2.4 Differenza di due quadrati

1.17. Scomponi i seguenti polinomi come differenza di quadrati.
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a) a?—25b? g) 144x* —9y? m) —1+a?

b) 16 — x*y? h) 16x* — 8122 n) 2a%—50

c) 25 —9x? i) a?b* —c? 0) a®—16ab®
d) 4a* —9b? j) 4x6 —9y* p) —4x*y? +y?
e) x* —16y> k) —236x8—|2—25b2 q) —4a?+b?
f) EX‘*—%y‘* 1) az—% r) 25x2y2—%z6

1.18 (*). Quando & possibile, scomponi in fattori, riconoscendo la differenza di due quadrati.

a) (b+3)%—x? [(b+3—%x)(b+3+x%)] d) (x—3)2—9y? [(x +3y —3)(x — 3y —3)]
b) a®— (61?2 [(a*~b+1)(a*+b-1)] ) x+1)*—(y—1)* [(x+y)lx—y+2)]
o) x—=12—a? [(x+a-1(x—a-1] ) P +2x+1-y* [[x+y+1)(x—y+1)]

1.19 (*). Quando e possibile, scomponi in fattori, riconoscendo la differenza di due quadrati.

a) (2x+3)2—(2y+1)? [Ax+y+2)(x—y+1)]
b) a®—2ab+b%—4 [([a—b—2)(a—b+2)]
c) (2x—3a)?—(x—a)? [(3x —4a)(x —2a)]
d) a2—6a+9—x*>—16—8x [-(x+a+1)(x—a+7)]
e) x2+25+10x —y? + 10y — 25 [(x+y)(x —y+10)]

1.2.4 Quadrato di un binomio

1.20. Quando é possibile, scomponi in fattori, riconoscendo il quadrato di un binomio.

a) a>—2a+1 h) lxz—lx—kl n) x* —6xy + 9y’
b) x* +4x +4 2:1 3 9 0) —x? —6xy — 9y?
)9 ) gat—tatss R
d) 16t2+8t+1 0 210 4
5 j) 4x x+9 , 1,
e) 4x +1+4X k) 9X2+4:+12X q) 16a +Zb —4ab
2
R 1) 4%+ 4xy +y? 14452 2, 1 s
P 5 4 3 3 r) X~ —6xa°+ —a
g) 7a*+ab+b m) a*+36a% +12a 16

1.21. Individua perché i seguenti polinomi non sono quadrati di un binomio.

a) 4x* +4xy —y? non & un quadrato di binomio perché ..................c.oociiiii.. ;

b) x? —6xy + 9y non & un quadrato di binomio perché...................coooiiiiii... ;

c) 25+ 100x +x? non & un quadrato di binomio perché ................covviiiiiiiin... ;
1 2

d) sz +3xy+gnon € un quadrato di binomio perché.................... .. ... ;

e) 25t2 44 — 10t non & un quadrato di binomio perché.................ccoviiiiiiin...

1.22 (*). Quando e possibile, scomponi in fattori, riconoscendo il quadrato di un binomio.
a) 24a® +6a +24a? [ba2a+1)2]  d) xby +x%y +2x4y [x%y (x* + 1)2]

b) 3a®x —12axb +12b>x  [3x(a—2b)%]  e) x5 +4xt +4x3 [x3(x +2)2]
c) 5a2 +2ax+%xz [%(x+5a)2] f) 2y3_12'92x—|—18x2y [2y(3X—y)2]
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g) —50t> — 8t +40t? [-2t(5t—2)%]  h) 21052 426.320 4 3% [(25%+3%)7]

1.2.4 Quadrato di un polinomio

1.23. Quando & possibile, scomponi in fattori, riconoscendo il quadrato di un polinomio.

a) a®+b%+c?+42ab+2ac+2bc g) a®+2ab+b2—2a+1-2b
b) X% +y?+22 4 2xy — 2xz —2yz

1
h) x>+ -y?+4—xy+4x—2
c) X2 +y?+4+4x+2xy +4y ) 1Y Y Y

d) 4(14—6(1b—4(12b+12(13+b2+9(12 1) C12+b2+C2—2C1C—2bC+2C1b
e) 90+ 222+ y* — 6x32 — 6x3y? + 22 i) —x2—2xy —9—y%+6x+6y
0 L2 o6 qb? b acd 4 2b2ed k) 4a? +4ab —8a+b? —4b + 4
) &7+ +c’+ab+ac”+2b% 1) a2b?+2a2b + a® — 2ab® — 2ab + b2

1.24. Individua perché i seguenti polinomi non sono quadrati.

a) a?+b?+c? non e un qUadrato PErché .............ovuuieniieiiniaiiieiie e, ;
b) x? +y?+4+4x +4xy + 4y non & un quadrato perché ................cooviiiiiiina... ;
c) a?+b? +c?—2ac—2bc—2ab non & un quadrato perché .................coooovnnn.. ;

d) a®+b2—1—2a—2b+2ab noneéun quadrato perché...............ccoovviieiinni...

1.25 (*). Quando é possibile, scomponi in fattori, riconoscendo il quadrato di un polinomio.

a) a®+4ab—2a+4b>—4b+1 [(a+2b—1)?]
b) a?b%+2a’b + a® + 4ab? 4 4ab + 4b? [(ab+ a+2b)?]
c) x> —6xy +6x+9y% —18y +9 [(x —3y +3)?]

1.26. Quando & possibile, scomponi in fattori, riconoscendo il quadrato di un polinomio.
a) x*+2x34+3x2 +2x+1 scomponi prima  3x? = x? + 2x?
b) 4a*+8a%>+1+8a®+4a scomponiprima 8a% =4a?+4a?
c) 9x*+6x3 —11x* —4x +4 scomponi in maniera opportuna  —11x?

1.2.4 Cubo di un binomio

1.27. Quando é possibile, scomponi in fattori, riconoscendo il cubo di un binomio.

a) —x?—3x°+3x3+38 f) —x3—6x2—12x—8
b) b®+12a’b —6ab? —8a> g) x3y° + 1+ 3x%y? + 3xy?
c) —12a% +8a® — b3+ 6ab h) x®+3x—3x*—1
d) —12a?b +6ab +8a® — b3 i) —5x%y3 —5x% — 15x*y% — 15x%y
e) x3—i—x2—|—1x—&—l i) x3—x2—&—fx—l
3727 37 27

1.28. Individua perché i seguenti polinomi non sono cubi.

a) al® —8a—6a” +12a* noneun cubo perché............coouiiiiiiiiiiiiiiiiiaii.,
b) 27a3 —b% +9a%b —9ab? non e un cubo perché.............ccooiiiiiiiii
) 8x% + b3+ 6x%b + 6xb? non & un cubo Perché...........o.ovviiiei i,
d) x® +6ax®> —6a*x +8a® non @ un cubo Perché...............coouiiuiiiiiiiiiiiiiian..

1.29 (*). Quando é possibile, scomponi in fattori, riconoscendo il cubo di un binomio.
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a) a®+3a*b? +3a%b* + b° [(a2+b2)3] c) a®+3a®+3a*+ad [a3(a+1)%]
b) 8a®—36ab +54ab>—27b> [2a—3b)3]  d) al®—8a—6a” +12a*  [a(a—2)°]

1.2.5 Trinomi particolari

1.30. Scomponi in fattori i seguenti trinomi particolari.

a) x> —5x—36 h) x> —5x+6 0) x*+4x—12
b) x> —17x+16 i) x2—8x—9 p) x> —3x+2

c) x2—13x+12 i) x> —7x+12 q) x*+3x—10
d) x> +6x+8 k) x> —6x+38 r) x2+13x +12
e) x> +7x+12 1) x> —51x +50 s) x> +2x—35
f) x*—2x—3 m) x> —3x—4 t) x2 4 5x — 36
g) x> +9x+18 n) x> +5x—14 u) x> +8x+7

1.31. Scomponi in fattori i seguenti trinomi particolari.

a) x*+8x2+12 d) x*+9%2—-10 g) a*b? —a?b—-72
b) x*—5x2+4 e) x6—x3-30 h) x*+11x2 +24
c) x0—5x3 +4 f) x*y> —2xy —35 i) —x0+7x3—10

1.32 (*). Scomponi i seguenti polinomi seguendo la traccia.

a) 2x2 —3x—5=2x242Xx—5x—5=..cciiiiiii. .. [(x+1)(2x —5)]
b) 3y +y—10=3y?>+6y—5y—10=................ [(y+2)(3y—5)]
C) 52— 11t +2=5t2—10t—t+2=.........coeiiiiinnnnn. il
d) 3t2+4t—1=-3t2+3t+t—1=..cooeeriiiiinian., il
e) 2x2 —3x—9 =2x>—6Xx+3x—9=........c.iii.... [(x—=3) (2x +3)]

1.33. Scomponi i seguenti polinomi.

a) 3a2—4a+1 c) 4b%> —4b—-3 e) x*+10ax + 16a®
b) 11k —6k2 +7 d) 6x*> —13x—15 f) 2x*+x2 -3

1.2.5 Scomposizione con la regola Ruffini

1.34 (*). Scomponi in fattori i seguenti polinomi utilizzando il teorema di Ruffini.

a) x3—9x —9+4x2 [(x+1)(x+3) (x—3)]
b) m®+2m? —m-—2 [(m—1)(m+1) (m+2)]
c) a®+a?—4a—4 [(a+1)(a—2)(a+2)]
d) 3a®+a-2 [(a+1)(3a 2)]
e) 6a®—a?—19a—6 [(a—2)(3a+1)(2a+3)]
f) x3—5x2+8x—4 [(x—1)(x—2)?]

1.35 (*). Scomponi in fattori i seguenti polinomi utilizzando il teorema di Ruffini.

a) a®+6a*+11a2+6 Suggerimento: sostituisci aZ=x [(a2+1)(a%+2)(a%+3)]

b) 2x2™ +x™ — 3 Suggerimento: x™ = a [(x™—=1)(2x™ +3)]
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c) x® — ax? —2ax + 2a? Suggerimento: cerca le radici tra i monomi divisori di 2a®  [(x —

a) (x> —2a)]

1.36. Scomponi in fattori i seguenti polinomi utilizzando il teorema di Ruffini.

a) x>—8 e) 27x3 —1
b) x*+8 f) x> +32
c) x>-8 g) x> —32
d) —x*+38 h) 83 +1

1.2.5 Binomi omogenei

i) 27x% —8
i) x®+ad
k) x3—d®
1) 125x3 4 8a3

1.37. Scomponi in fattori i seguenti binomi omogenei.

a) x¥*—1 g) 8x3 —27y3 m) a®b®—1
b) 27 —x3 h) 0,001% —x3 n) a®—1

c) x¥*+1 i) 1073x3 —10%y3 0) a®—1

d) x3+38 j) x®—y® p) a®—125
e) 614a3—éib3 k) 2277x3—8y3 q) x*—y?
f) §a3—ﬁb3 1) §x3—8 r) x +%y3

1.3.2 Esercizi riepilogativi

1.38 (*). Scomponi in fattori.

a) (x+1)?—(y—172 [(x+y)(x— y+2)]

b) 5x4y2+5x2y+§ [5(%+x y) ]
¢) (y—12—2y+2 [(y—1) (y—3)]
d) 4—(y—1)? [(y+1)(3—y)]
e) 4x> —xy—4x+y [(x—1) (4x —y)]

1.39 (*). Scomponi in fattori.
a) x> —(2+a)x+2a
b) 2x% +5x —12
c) 11—6(12—|—4b4—ab2
d) 8la—16a%b?
e) a2—10a—75
f) ax+bx—3ay —3by
g) X +x+x2+1
h) 0,09x*y® — 0,04y
i) —a?x —2abx — b?x +5a% + 10ab + 5b?

1
i) §x2 —0,25b?

1.40 (*). Scomponi in fattori.
a) x*(x* —18x% +81) —x0 +729

f) 0,§a2—%b2
g) 3x+k+3x%+kx
h) x3+3x —4x?
i) 4x2—7x—2

j) 6x% —24xy + 24y

[(x+1) (x —|—1) (x —X+l)
[155y (3x%y? +2) (3x*y2 —2)

1
[36

[(x+1)(
[x(x—1)
(

[(x—2) (x—al]
[(x+4)(2x —3)]

[(1a—2b2)7

[a(9—4ab)(9+4ab)]

)
[(a—15)(a+5)]
[(a+b)(x—3y)]
]
1
[(a+b)2(5 x)]
(2x +3b) (2x — 3b)]

[<9(x +3)(x —3)(2x* +9)]
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b) x> —2x% —x+2 [(x+1)(x—1)%(x> +x+2)]
) xB —yB —2xPy? 4+ 2x%y® [(x =y (x+y)>(x* +y?)]
d) 16ab —81a°b’ [ab(2 —3ab?)(2 + 3ab?)(4 + 9a?b*)]
e) 6x7 4+ 2x0 —16x° + 8x* [2x*(x —1)(x +2)(3x — 2)]
f) x* —4x? —45 [(x—3)(x+3) (x> +5)]
g) —3a’x? +9a’x* —9a3x® + 3ax® [Bax?(x —a)3(x + a)?]
h) x3 —13x? +35x + 49 [(x+1)(x—7)]
i) 4ab3c?+20ab3 —3abc? —15ab [ab(4b% —3)(c2 +5)]
j) 6a®b® —12a*b5 + 6ab” [6a%b3(a —b)%(a +b)?]
1.41 (*). Scomponi in fattori.

a) (—x2+6x—9)2—(4x—12)(x+1) [(x —3)(x® —9x% 4 23x — 31)]
b) x+1—-2(x2+2x+1) + (3x* +x> +3x +1)(x —2) [(x+1)(x3—5x—3)]
c) 36x% +24xy — 48x +4y? — 16y + 15 [(6x +2y —3)(6x +2y —5)]
d) x¥®—2—x+2x* [(x+2) (x> +1) (x+1)(x—1)]
e) 6a’+11a® +3a [a(Ba+1)(2a+3)]
f) 3a* —24ax3 [Ba(a—2x) (a? + 2ax + 4x?)]
g) x> —2x+1

h) x% +y2 4 z* — 2xy + 2xz2 — 2yz?
i) a®+b? +3a*b3 +3a%b°
j) a®—6a%+12a—8

1.42. Scomponi in fattori.

a) a2+b%>—1—2ab i) x*—7x%2 —60

b) a*+2b—1—b? i) x®—5x2 4 6x

c) —8a?b +24ab? —18b3 k) %%+ 10xy + 2542

d) 6a® —24ab* 1) 27a® —54a*b + 36a%b? — 8b3
e) a*+b* —2a%b? m) 64a® —48a°b? + 12a3b* — b®
f) x0 —9xty +27x%y? — 273 n) 4a®x? —4b?x? —9a?y? + 9b?y?
g) x> —12x+32 0) x0 —6x*+12x%> —8

h) x2—8x+15 p) a’ — a*b? — 4a3b? 4 4b*

1.43. Scomponi in fattori.

a) 27a® —54a*b + 36a%b? — 8b> f) 3x3 4+ x> —8x +4

b) 18a*b —2b3 g) 4a® —9 —4b% +12b

c) x* —9x2+20 h) x®+3x> —6x—8

d) 3a*b3 —6a°b® —9a2b3 i) 16x3 —72x% +108x — 54

e) lxz—&—lax—i—laz ])1 14_~_12 1
4 3 9 8 4 6 27

1.44 (*). Scomponi in fattori.

a) xa+tl _g5ya _ gya—2 [Xa—Z(XS —5x2 4)]
b) x4 W2y (x - 3) XV 1(2x — 1) (x2 +x —1)]
C) X411+1 _ 3n+1yn +2Xny4n _2y5n [(Xn _y )( 3n+1 +2y4n)]
d) Xn—O—Z + 3Xny2n X2y3 _ 3y3+2n [( —y )(X + 3y2n)]



Frazioni algebriche

I polinomi, rispetto alle operazioni si comportano come i numeri interi, in particolare
la divisione tra due polinomi spesso da un resto. Cosi, proprio come abbiamo fatto con i
numeri interi, anche con i polinomi dovremo utilizzare le frazioni per poter eseguire sempre
le divisioni. Per poter operare con le frazioni dovremo imparar a calcolare il minimo comune
multiplo tra polinomi.

2.1 Divisore comune e multiplo comune

Per determinare MCD (massimo comune divisore) e mcm (minimo comune multiplo) di due o
pitt polinomi occorre prima di tutto scomporli in fattori irriducibili.

U Osservazione La cosa non é semplice poiché non si puo essere sicuri di aver trovato il
massimo comune divisore o il minimo comune multiplo per la difficolta di decidere se un
polinomio é irriducibile: prudentemente si dovrebbe parlare di divisore comune e di multiplo
comune.

Un polinomio A si dice multiplo di un polinomio B se esiste un polinomio C per il
quale A = B - C in questo caso diremo anche che B ¢ divisore del polinomio A.

2.1.1 Massimo Comun Divisore

Dopo aver scomposto ciascun polinomio in fattori irriducibili, il massimo comune divisore
tra due o piti polinomi & il prodotto di tutti i fattori comuni ai polinomi, presi ciascuno una
sola volta, con il minimo esponente. Sia i coefficienti numerici, sia i monomi possono essere
considerati polinomi.

Procedura 2.1. Calcolare il MCD tra polinomi:

a) scomponiamo in fattori irriducibili ogni polinomio;
b) prendiamo i fattori comuni a tutti i polinomi una sola volta con I'esponente piii piccolo;
c) se non ci sono fattori comuni a tutti i polinomi il MCD e 1.

Esempio 2.1. Determinare il MCD (3ab® — 3b%; 6ab? — 6b%;  2a’b? — 24ab? + 12b2).

Scomponiamo in fattori i singoli polinomi;

3a?b® —3b3 =3b% (a2 —1) =3b%(a—1)(a+1)
6a%b? —6b2 = 6b? (a® —1) =6b%(a—1) (a> +a+1)
12a%b? — 24ab? 4 12b% = 12b? (a®> —2a + 1) = 12b*(a — 1)

i fattori comuni a tutti i polinomi presi con 1’esponente piti piccolo sono:

33
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trainumeriil 3
tra i monomi b?
traipolinomi a — 1.

quindi il MCD = 3b%(a — 1).

2.1.2 Minimo comune multiplo

Dopo aver scomposto ciascun polinomio in fattori, il minimo comune multiplo tra due o
pitt polinomi ¢ il prodotto dei fattori comuni e non comuni di tutti i polinomi, quelli comuni
presi una sola volta, con il massimo esponente.

Procedura 2.2. Calcolare il mcm tra polinomi:

a) scomponiamo in fattori irriducibili ogni polinomio;
b) prendiamo tutti i fattori comuni e non comuni dei polinomi, i fattori comuni presi una sola
volta con il massimo esponente.

Esempio 2.2. Determinare il mcm (3a2b3 —3b3% 6a%b2 —6b%;, 2a2b% —24ab? + 12b2).

Scomponiamo in fattori i singoli polinomi;
3a?b® —3b% =3b% (a?—1) =3b%*(a—1)(a+1)
6a3b? —6b% = 6b% (a®—1) =6b*(a—1) (a2 +a+1)
12a%b? —24ab? 4 12b% = 12b? (a® —2a + 1) = 12b%(a —1)%
i fattori comuni e non comuni presi con il massimo esponente sono:

tra i coefficienti numerici il 12
tra i monomi b®
tra i polinomi (a—1)?- (a+1)- (a*+a+1).

quindi il mem = 12b3(a —1)%(a+1) (a®? + a +1).

2.2 Definizione di frazione algebrica

Diamo la seguente definizione:

Definizione 2.1. Si definisce frazione algebrica una espressione del tipo % dove A e B sono
polinomi.

Di seguito vediamo come calcolare il quoziente tra espressioni letterali.

Esempio 2.3. Determinare il quoziente tra m; = 5a3b%c® e my = —3a?bc’.

Questa operazione si esegue applicando, sulla parte letterale, le proprieta delle potenze e
sul coefficiente la divisione tra numeri razionali: q = 5a3b%c® : (—3a%bc®) = gikz’zc; =—3ab.

Il quoziente & quindi un monomio.
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Esempio 2.4. Determinare il quoziente tra m; = 5a3b%c® e my = —3a’bed.
In questo caso 1’esponente della a nel dividendo & minore dell’esponente della stessa
s 1es o e . P . 3H2:5

variabile nel divisore quindi si ottiene q; = 5a%b%c® : (—3a’bc’) = % = —% —3a .

Quando vogliamo determinare il quoziente di una divisione tra un monomio e un polino-
mio e tra polinomi si presentano diversi casi.

Casol Monomio diviso un polinomio.
Determinare il quoziente tra: D = 2a’b e d = a? +b.
I1 dividendo € un monomio e il divisore un polinomio. Questa operazione non ha come

2a%b
a2+b”

risultato un polinomio ma una frazione. q =2a%b: (a®>+b) =

Caso II Un polinomio diviso un monomio.
Determinare il quoziente tra: D = 2a®b + a®b® —3ab? e d = %ab.

q = (2a%b + a®b® —3ab?) : ($ab) = 4a? +2a*b? — 6b. Il quoziente & un polinomio.
Determinare il quoziente tra: D = 2a’b + ab® —3ab% e d = %a5b.

Dividiamo ciascun termine del polinomio per il monomio assegnato: il quoziente sara q =

(2a®b+ a®b® —3ab?) : (3a°b) = % +2b? — %%, 1l quoziente & una somma di frazioni
algebriche.

Caso III  Un polinomio diviso un altro polinomio.
Determinare il quoziente tra: D =x—3e d = x>+ 1.

La divisione tra polinomi in una sola variabile & possibile, quando il grado del dividendo &
maggiore o uguale al grado del divisore; questa condizione non si verifica nel caso proposto.

Il quoziente ¢ la frazione algebrica q = ;‘2131

Conclusione Una frazione algebrica puo essere considerata come il quoziente indicato tra
due polinomi. Ogni frazione algebrica € dunque un’espressione letterale fratta.

2.3 Condizioni di esistenza per una frazione algebrica

Per “discussione di una frazione algebrica” intendiamo la ricerca dei valori che, attribuiti
alle variabili, non la rendano priva di significato. Poiché non & possibile dividere per 0, una
frazione algebrica perde di significato per quei valori che attribuiti alle variabili rendono il
denominatore uguale a zero. Quando abbiamo una frazione algebrica tipo 4 poniamo sempre
la condizione di esistenza (abbreviato con C.E.): B # 0.

Esempio 2.5. Determinare le condizioni di esistenza di HTX

Questa frazione perde di significato quando il denominatore si annulla: C.E.x # 0.
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Esempio 2.6. Determinare le condizioni di esistenza di 7.

Questa frazione perde di significato quando il denominatore si annulla: C. E. x # —3.

Esempio 2.7. Determinare le condizioni di esistenza di W.

C.E.ab # 0. Sappiamo che un prodotto & nullo quando almeno uno dei suoi fattori
e nullo, dunque affinché il denominatore non si annulli non si deve annullare né a né b,
quindi a # 0eb # 0. Concludendo C.E.a # 0ADb # 0.

Esempio 2.8. Determinare le condizioni di esistenza di %.

C.E. 2x+5 # 0, per risolvere questa disuguaglianza si procede come per le usuali
equazioni: 2x +5# 0= 2x # -5 = x # —% si puo concludere C.E. x # —%.
—x3—8x

x242 °

C.E.x2+2 # 0, il binomio & sempre maggiore di 0 perché somma di due grandezze
positive. Pertanto la condizione x2 +2 # 0 & sempre verificata e la frazione esiste sempre.
Scriveremo C.E.Vx € R.

Esempio 2.9. Determinare le condizioni di esistenza di

Esempio 2.10. Determinare le condizioni di esistenza di X%i 1
C.E.x2 —4 # 0 per rendere nullo il denominatore si dovrebbe avere x> = 4 e questo
si verifica se x = 42 oppure se x = —2 possiamo anche osservare che il denominatore

e una differenza di quadrati e che quindi la condizione di esistenza si puod scrivere co-
me C.E.(x —2)(x +2) # 0, essendo un prodotto possiamo scrivere C.E.x =2 # 0Ax+2# 0
e concludere: C.E.x # 2 /A x # —2.

Procedura 2.3. Determinare la condizione di esistenza di una frazione algebrica:

a) scomporre in fattori il denominatore;
b) porre ciascun fattore del denominatore diverso da zero;
c) escludere i valori che annullano il denominatore.

2.4 Semplificazione di una frazione algebrica

Semplificare una frazione algebrica significa dividere numeratore e denominatore per
uno stesso fattore diverso da zero, in questo modo infatti la proprieta invariantiva della
divisione garantisce che la frazione non cambia di valore. Quando semplifichiamo una
frazione numerica dividiamo il numeratore e il denominatore per il loro MCD che & sempre
un numero diverso da zero, ottenendo una frazione ridotta ai minimi termini equivalente a
quella assegnata. Quando ci poniamo lo stesso problema su una frazione algebrica, dobbiamo
porre attenzione a escludere quei valori che attribuiti alle variabili rendono nullo il MCD.

16x3y2%z

10xy2 -
C.E.xy? # 0 — x# 0Ay # 0. Puoi semplificare la parte numerica. Per semplificare la
parte letterale applica la proprieta delle potenze relativa al quoziente di potenze con la stessa

base: x3 : x = x>~ =x? e y? : y? = 1. Quindi:

Esempio 2.11. Semplificare

16x3y°z _ 8x’z 8 ,
5

Tow? 5 58 °
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a?—6a+9

Esempio 2.12. Ridurre ai minimi termini la frazione:
a*—81

Scomponiamo in fattori

il numeratore: a> —6a +9 = (a —3)?
il denominatore: a* —81 = (a®> —9) (a2 +9) = (a—3)(a+3) (a®>+9)
(a=3)
(a—3)-(a+3)-(a2+9)
C.E(a—3)-(a+3)- (a2 —|—9) # 0dacui C.E.a # +3 e a # —3, il terzo fattore non si
annulla mai perché somma di un numero positivo e un quadrato;
(a—3)} a3

(a—37-(a+3)-(a2+9) =~ (a+3)(a2+9)"

riscriviamo la frazione

semplifichiamo:

x4 + X2132 _ X3y _ Xy3

Esempio 2.13. Ridurre ai minimi termini la frazione in due variabili: ———=>—— 5
X* —X“Ys +x°y —xy
Scomponiamo in fattori

a2 =3y —xy® =2 (2 +12) —xy (2 +12) =x (2 +12) (x—y)

xt—x2y? + 3y —xy® =x2 (x* —y?) +xy (x2 —y?) =x(x +y)?(x —y)
Py —x3y—xyd _ x(¥*+y?) (x—y)

xt—x2y24xdy—xyd T x(x+y)(x—y)

C.E.x-(x+y)?- (x> +y?) # 0cioe C.E.x # 0Ax # —y

APy )T X242

Alx+y)2x—gT — (x+y)?’

la frazione diventa:

semplifichiamo i fattori uguali:

Le seguenti semplificazioni sono errate.

dib questa semplificazione ¢ errata perché a e b sono addendi, non sono fattori;

+x+4 questa semplificazione & errata perché x? & un addendo, non un fattore;

+2
x#ﬂj 1 3da=2) _ a2 ME’)’M: 1
T &7 T 7 AJlaby
(2x8y] _ 1 a®+ab _ dlatb) _ d+b _ 14b
(3y72x)¢ Sy—2x’ a’ af? of a

2.5 Moltiplicazione di frazioni algebriche

Il prodotto di due frazioni ¢ una frazione avente per numeratore il prodotto dei numeratori
e per denominatore il prodotto dei denominatori.

Si vuole determinare il prodotto p = % : % possiamo scrivere prima il risultato dei prodotti
dei numeratori e dei denominatori e poi ridurre ai minimi termini la frazione ottenuta: p =

% . % = % = %, oppure prima semplificare i termini delle frazioni e poi moltiplicare: p =
7.0 _ #1200 _ 4

15°21 = 38 28~ 9

Esempio 2.14. Prodotto delle frazioni algebriche f; = —% efy = 25‘;#.

Poniamo le C. E. per ciascuna frazione assegnata ricordando che tutti i fattori letterali dei

denominatori devono essere diversi da zero, quindi C.E.a # 0/Ab # 0/ c # 0. Il prodotto
3a2  25ab%c’ _ _15a2c3.

e la frazione f = — 355 b =~ ap?
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Esempio 2.15. Prodotto delle frazioni algebriche f; = —zg’% efy, = %.

L'espressione ¢ in due variabili, i denominatori sono polinomi di primo grado irriducibili;
poniamo le condizioni di esistenza: C.E. 2b+1 # 0Aa—3 # 0dunque C.E.b # —% ANa# 3.

I prodotto e la frazione f = — 28(Jlr1 - 10b — —% in cui non & possibile alcuna

semplificazione.

1 Osservazione f = _ 34 . M. Questa semplificazione contiene errori in quanto la
26+1 A3 p q

variabile a € un fattore del numeratore ma € un addendo nel denominatore; analogamente la
variabile b.

Esempio 2.16. Prodotto delle frazioni algebriche in cui numeratori e denominatori sono
5x—5
x—4x2+4x3°

polinomi f; = efy, =

2x°—
x2 3x+2

Scomponiamo in fattori tutti i denominatori (servira per la determinazione delle C.E.) e
tutti i numeratori (servira per le eventuali semplificazioni),

fr = 2x%—x  _ x-(2x—1)

1= 558x2 =~ -1 (x—2)”

fp= x5 5-(x—1)
x—4x24+4x3 x-(2x—1)2

poniamo le C. E. ricordando che tutti i fattori dei denominatori devono essere diversi

dazero:C.E.x—1# 0Ax—2%# 0Ax# 0N 2x—1# 0dacuiC.E.x # 1Ax# 2A
x# OAx# %

determiniamo la frazione prodotto, effettuando le eventuali semplificazioni:

Xele=t] | 5l AT 5
T G (x-2) L i AT

2.6 Divisione di frazioni algebriche

L’'introduzione delle frazioni algebriche permette di trasformare ogni divisione in una
moltiplicazione. Il quoziente di due frazioni ¢ la frazione che si ottiene moltiplicando la prima
con il reciproco della seconda. Lo schema di calcolo pué essere illustrato nel modo seguente,
come del resto abbiamo visto nell’'insieme dei numeri razionali:

m.p_m9g_m-dg
n'q nop np
Si vuole determinare il quoziente q = 75 : 4. Il reciproco di § & la frazione 3 dunque,
_5.7_5 A5
LS VR ISV A A Th

3a-3b o _ a’—ab

Esempio 2.17. Determinare il quoziente delle frazioni algebriche f; = >a%b o2

3a—3b __ 3-(a—b)

Scompomamo in fattori le due frazioni algebriche: f; = 3% = 55— ef, =
a’>—ab _ a(a=b),
b2 vz’

poniamo le condizioni d’esistenza dei denominatori: 2a%b # 0Ab? # 0dacui C.E.

a# 0Ab#£ 0
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determiniamo la frazione inversa di fp. Per poter determinare 1'inverso dobbiamo porre
le condizioni perché la frazione non sia nulla. Poniamo il numeratore diverso da zero,
Cp:a# 0Na—b# 0dacuiCy:a# 0Na#b

aggiorniamo le condizioni C.E.a # 0Ab# 0Aa#b

cambiamo la divisione in moltiplicazione e semplifichiamo:

3-(a—b) a-(a=b) 3-la—by b  3b
2a2b ° b2 2a%¥  a-(a—b] 243

2.7 Potenza di una frazione algebrica

La potenza di esponente n, naturale diverso da zero, della frazione algebrica % con B+£0
(C.E.) ¢ la frazione avente per numeratore la potenza di esponente n del numeratore e per
denominatore la potenza di esponente n del denominatore: (%)n = ’%—:.

x—2
x2—1
Innanzi tutto determiniamo le C. E. per la frazione assegnata

Esempio 2.18. Calcoliamo (

x—2 x—2
x2—1 (x—1)-(x+1)
da cui C.E.x # 1/Ax # —1. Dunque si ha

x—2 3_ (x —2)3
<X2—1> C(x—1P3 (x4+ 1%

2.7.1 Casi particolari dell’esponente

(x=D(x+1) # 0,

Se n = 0 sappiamo che qualsiasi numero diverso da zero elevato a zero ¢ uguale a 1 lo

. T, N . . . . 0
stesso si puo dire se la base € una frazione algebrica, purché essa non sia nulla. (%) =1

conA # 0eB # 0.

0
a—2
E io 2.19. ali condizioni deve rispettare la variabile a per avere | ——— | =17
sempio Quali izioni deve risp r variabile a p ver <5a2+10a>

0

Scomponiamo in fattori numeratore e denominatore della frazione: (%)
determiniamo le C. E. del denominatore: a # 0/ \a+2 # 0dacui,C.E.a # 0/A\a # —2.
Poniamo poi la condizione, affinché la frazione non sia nulla, che anche il numeratore
sia diverso da zero. Indichiamo con Cy questa condizione, dunque Cp: 3a —2 # 0, da

: 2
cuia# 5
le condizioni di esistenza sono allora a # -2 A\ a # 0N\ a # %

Se n & intero negativo la potenza con base diversa da zero e uguale alla potenza che ha
per base l'inverso della base e per esponente I'opposto dell’esponente. (4) "~ = ()™

conA # 0eB # 0.
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Esempio 2.20. Determinare (

x24+5x+6 -2
x3 +x ’

x+(x2+1)

C.E. del denominatore x # 0ex?>+1 # 0da cui C.E.x # 0 essendo laltro fattore
sempre diverso da 0. Per poter determinare la frazione inversa dobbiamo porre le
condizioni perché la frazione non sia nulla e cioeé che anche il numeratore sia diverso da
zero, quindi si deve avere Cp: (x +2)(x+3) # Odacui Cp:x # —2ex # —3

-2 2. (2 2
T . 2)- 3 . +1
quindisex # 0,x # —2ex # —3siha (W) :u:z(;ﬁ'

—2
Scomponiamo in fattori numeratore e denominatore: <(X+2)(X+3)>

2.8 Addizione di frazioni algebriche

Come per le frazioni numeriche, anche nelle frazioni algebriche 1’addizione & I'operazione
pitt complicata. Infatti per addizionare due frazioni algebriche bisogna:

Procedura 2.4. Per addizionare frazioni algebriche:

a) scomporre in fattori i denominatori;

b) determinare il mcm;

c) riscrivere le frazioni in modo che abbiano lo stesso denominatore;
d) addizionare i numeratori;

e) semplificare il risultato ottenuto ponendo le condizioni di esistenza.

xX+2 B x—2 n —4x
x2—2x 2x+x%2 x2—4

Esempio 2.21.

a) scomporre in fattori i denominatori

x+2 x—2 —4x

x(x—2) x(2+x) + (x+2)(x—2)

b) determinare il mcm

mcm =x- (x+2) - (x—2)

¢) riscrivere le frazioni in modo che abbiano lo stesso denominatore
dividiamo il mcm per ciascun denominatore e moltiplichiamo il quoziente ottenuto per
il relativo numeratore:

(x+2)%2 — (x —2)% — 4x2
x-(x+2)(x—2)

d) addizionare i numeratori
eseguiamo le operazioni al numeratore:

X2+ Ax +4—x2+4x —4—4x2 8x — 4x2

x-(x+2)-(x—2) Cox-(x+2)-(x—2)
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e) semplificare il risultato ottenuto ponendo le condizioni di esistenza
per semplificare la frazione dobbiamo scomporre il numeratore:

—4x - (x—27 4
X'(X+2)~M_X+2 AN x#0 AN x#2.
2x X 5x2 —7

Esempio 2.22.

X

2 x+l x—1 ¥ -2Fi2-x

a) Scomponiamo in fattori x> —2x? + 2 — x, essendo gli altri denominatori irriducibili:
=22 +2—x=x*(x—2)—1(x—2) = (x—2) (x* —1) = (x—2)(x +1)(x — 1) che &
anche il mem dei denominatori;

b) Calcoliamo il mecm dei denominatori: mem = (x —2)(x+1)(x —1);

¢) dividiamo il mcm per ciascun denominatore e moltiplichiamo il quoziente ottenuto per
il relativo numeratore:

Cox(x+1D)(x—1) =2x(x = 2)(x = 1) +x(x = 2)(x + 1) — (5x2 —7)
B (x—2)(x+1)(x—1)

d) eseguiamo le operazioni al numeratore:

x(x2 —1) —2x(x%2 —3x +2) +x(x2 —x —2) — (5x* = 7)

(x=2)(x+1)(x—1)

= x =23 +6x% —dx+x° —x2—2x —5x* +7
n (x—2)(x+1)(x—1) a

—x —4x—2x+7 —7x+7

T+ DE-D T -2+ DE-1)
e) scomponiamo il numeratore e semplifichiamo la frazione ottenuta, ponendo le condizio-
ni. La frazione somma é:
—7(x—T

7
T =2+ (x—2)(x+1) NoxAA
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2.9 Esercizi

2.9.1 Esercizi dei singoli paragrafi
2.1 Divisore comune e multiplo comune

2.1 (*). Calcola il MCD e il mcm dei seguenti gruppi di polinomi.

n) 3x+y+3x2+xy; -1, 9% +6xy+y> [1;(x+1)(3x—1)(3x+1)(3x+y)

a) a+3;, 5a+15 a?+6a+9 [(a+3); 5(a+3)?]
b) a2—b% ab—b% a?b—2ab?+b3 [(a—b); b(a+b)(a—Db)?]
c) x2—5x+4; x2—3x+2; x*—4x+3 [(x—1); (x—1)(x—2)(x —3)(x —4)]
d) x¥2+2x—2; x2—4x+4; x*—4 [1; (x—2)2(x+2) (x* —|—2x 2)]
e) a®b? —2a%b3% a®b—4a?b%+4ab? a®b? —4ab* [ab(a—2b); a®b?(a—2b)%(a+2b)]
£) 34+2x2-3x; xX¥*—x; x2—-2x+1 [(x—1); x(x —1)?(x + 1)(x +3)]
g) a—b; ab—a?* a?-b? [(a—D); ( b)(a+b)]
h) b+2a; b—2a; b*>—4a% b>—4a+4a? [1; (b—2a)(b+2a) (b 4a+4a)]
i) a®—9; 3a—a% 3a+d? [1; a(a 3)(a+3)]
j)a+1l, a®>—-1;, a+1 [(a+1); (a+1)(a—1)(a® —a+1)]
k) ¥ +2xy+y% ¥ —y%  (x+y)P(x—y) [(x+y); (x+y)?(x—y)]
1) B3+b2—4b—4; b2—qa; b>2-1 [1; (b—1)(b+1)(b—2)(b+2) (bz—a)]
m) a—2;, a*2—9; a’+a—6 [1; (a—2)(a—3)(a+3)]

]

]

0) x—1; x*—2x+1; x*—1 [(x—1); (x—1)3(x+1
2.2. Calcola il MCD e il mem dei seguenti gruppi di polinomi.

a) 2x3 —12x%y +24xy? —16y3;  6x% —12xy;  4x3 —16x%y + 16xy>
b) x> —9x+x% 4—(x—1)% x2+4x+3

c) x—2;, x—1; x*—3x+2

d) a®>—1; b+1, at+ab—b—1

e) x; 2x2 —3x; 4x%2—9

fyx—1;, x*—1; x¥-1

g) y>+8a% y+2a y?-—2ay+4ad?

h) z—5 2z—10; 2z2—-25 z*+25+10z

i) a?—2a+1;, a>—3a+2;, 1—a

j) 2% 3x—2; 3x2—2x; 10x?

k) a®2—a; a?+aq a—a% 2d2-2

1) x—2;, x*—4, ax+2a—3x—6, a>—6a+9
m) x> —a?%, x+4a x*+ax; ax+a?

n) X2 —dx+4; 2x—x% P —2x x5 x3—2x2

2.3 Condizioni di esistenza per una frazione algebrica

2.3. Determinare per ciascuna frazione la condizione di esistenza.

33 x—2x2+1 <) 2x e) b—-1
a) " B ix—7 3ab
38 54 atb-1
b) - % d) == f) 2001
x2 +4x +4 a’bc a(b>—1)

2
)
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2 —a —6a —5ab
ay 1 —oe—oer
8) 75y 46 ) 2a-b 1V 362+ 4ap
h 3x —8 m) —X _8y I') yil
i~ X2 +y? ayt+a+y+1
3 x—2x2 41 n) 2x+3y—1 5) —8a + 3ab*
i) x—1 3x2 %4xy a§b2—35b4
2 _ X + _
) 3b Y a’ —2b
j) 2 °) 22 t) —5—5
a—>b Xx*—y a’—b
K) a+2ab—6b ) a?—1 ) —8a+3
a+b p 2a2x + 4ax + 2x a®+3a2+3a+1

2.4 Semplificazione di una frazione algebrica

2.4 (*). Semplifica le seguenti frazioni e indica le condizioni di esistenza.

x2—6x+9
x2—9
4x% —4
8x2 —8
ax+x+a’+a
aZ+2a+1
42 —4+4+x3 —x
2x + 2
5x + 5y
3x +3y + ax + ay
3a3—3a2—a+1
9a% —1
2x —2—ax+a

X2 —2x+1
6a2 —4ab+3a—2b

a)
b)
c)
d)
e)

f)

g)

402 +4a+1
4x + 4y

3x +3y + ax + ay

a2 —b%—ac+be

ab +ac+b2—¢2
x? 4+ xy

2x+2y+ax+ay
3ax+6a+3x+6

6ax+6x+12a+12

1)

2x2 —x—1

2.5 (*). Semplifica le seguenti frazioni e indica le condizioni di esistenza.

2x% +3x —2
2x2+x—6
x> —x24+x—1
2x2 —x—1
2x2 — 4xy
ax —2ay +2x —4y

a)
b)

c)

d)
e)
f)

[2x+1]
3x2 —x—2 3x+2
2x? —5x 42 [2x—1]
2)?()2 _ 72X +6 2x—3
a’+a"+a+1 [aerl}
a§c+x+2a+2 x+2
X2 +6x 49 X+
—2x+24+ax—a [af—Z]
x2 —2x+1 x—1
4x3 — ax* + 8x — 8x? 4x(x%+2)
1 7X2 x+1
2x2 —3x+1 [2x—1]
2x22 —5x+3 2x—=3
X“+x—2 [Lﬂ]
x24+2x—3 x+
x2—2x+1 [L]
x3—3x2+3x—1 x—1
6a%b3 —9a3b? [3azbz]
2§1b—3a2 —2b+3a a-1
X~ +7x+ 12 [LH]
XZ -9 X—
x3—1 { 1 }
X3+ x2—1 x24+x—1
8a°b’ —4a’p° [4a3b5}
2c132—a—1—&-2a2 a+l
2xc—x—3 [2x_3]
3x2+2x—1 3x—1
x> +x2—2x—2 [xz—z}
X3 +x2+2x+2 x?+2
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—2a—a® a 0) 4x +4y [L]
8) 2b+ab+4+2a [e+2] 6x + 6y + 2ax + 2ay a+t
h x2 +3x — 28 7 ) X3 —x2+x—1 {x2+1}
) XZ +2x—24 [m] p X3—3X2 +3x—1 (x—1)2
23 =T T7x—2 (221 ) X —xy (1]
i) 2x3 —5x2 +x+2 2x+1 d 2x2 —2xy + ax? — axy a+2
o ora b)Yt (]
B+l S+a—
a)t)ztt;t%—'—l +2 (Xi+4)2—4xz x%+4—2x
k x+2 2xc—x—1 _
) X2+2>2(—15 [x+5] S) 2X2+X [XT]
1y 22X 2_2"1_2 [flﬂ 9 X4 2xy +y* — 1 {x+y+1}
X_ngz X2 +y2+1+42xy—2x—2y Lx+y—l
3
™) b rarl T St [M}
22— x—3 ax? —ax +x2 —x x(a+1)
n) 311 [Xzzf;il} X0 —1 x4 x241
x*+ V) x4 -1 x2+1
2.5 Moltiplicazione di frazioni algebriche
2.6 (*). Determinate i seguenti prodotti, indicando sempre le condizioni di esistenza.
2) 3x — 6y '2x2y2+xy3 {_3(2x+9)}
5xy3 4y2 —x2 5y2(x+2y)
4 2
x* —5x"+4 X
by XX 1]
A x2713 x3 —4x
x —2a 3a—3x
c) . [6]
x—a a—2x
Q) ~1-2a—a?> a®—3a>+3a—1 L]
1+a?2—2a a*+2a°—2a—1 arl
2a* +6a+12+4a® a®>—7a+10 ,z(a,s)}
e) 16— ot ' 55 + 1502 s
_4 7 4 —7
H [-53]
y2 36x1 Y
) x*—3x+2 x2+3x+2 [LH]
8) T Ta @ ox+1 X

x2—4dx+4 X2 +2x+4 1
-8 22 5]
3 +3x2+3x+1 ax+x

i : +1
) x2+2x+1 x2 4+ x [a+1]
N A3 — 4?2 —x+1 3 +2x%2+x o
J 8x3 —1 2x2 —x—1

K) x> —x—6 X2 +x—6 [ 1 }

2x2 n 8x+8 x° +22x2 —9x—18 , 2(x—2)
— —x— 2x2 —2x +2
1 x*—1 2xc—x—1 X X+ o)

x2—2x+1 283 +x2+2x+1  x3+1

2.7. Determinate i seguenti prodotti, indicando le condizioni di esistenza.
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2) x> —4  2x2+8x+8 £) 22 —5x—3 2ax+4a+2x+4
X2 +4x+4 4x2—16 ax—3a+x—3 4ax—4x+8a—38

b) 23 —2x2 —3x+3 x2—2x+1 ) X —x x> —8
22x22—4x—|—2 X ngl 8 —x12 (x2+4)2—4x2

o) a‘—b° , 6x2y—672<y . Bral+a+l xt—5x2+4
3x2—3y ax—a?}ﬁ—by—bx h) ax+x+2a+2 x2—3x+2

) 2X2 —x=3 X +1 H 2x2—5x—3  2ax-+4a+2x+4
37‘2 +2x—1 %X —x—3 ax—3a+x—3 4ax—4x+8a—38

e) X“+x—2 X +2x—15 3 2ax+4a+2x+4 —a—>b
x24+2x—3 x2—x—6 ) 4ax—4x+8a—8 a?tabtatb

2.6 Divisione di frazioni algebriche

2.8 (*). Semplificare le seguenti espressioni, evidenziando le condizioni di esistenza.

x2—5x+6 x2—x—6 (x—2)2
a) x2—-9 = x2-4 {X2*9}
b) x2+axfxfa. x2+2x+1 {(X+a)2}

x2—1 "x24+x+ax+a x+1
0 2x2—3x+1 421 1]
x3—3x2—x+3 x*2—2x—3 2x+1
d4) xt—1 ) X3 —x2+x—1 [L—l]

X2 —2x2+1 " x3—3x2+3x—1 x+l
o) xy+x+2y+2.x2—3x+2:x2+5x+6 [m}

xy+2x—y—2 x2—5x+6 x2—9 y+2
) a®—a®> a®—2a-3 ) a?—9 12a® — 6a? [a73]

2a24+a—-1 a®2-2a+1/) \12a2-12a+3 a?—4a+3 Za+6
)az—bz—a—b‘ a’?—ab 5a+5ab—5a? [71]
& 3a2 —3b2 3a2 a? —2ab + b? 5

X¥B—x2+x—1 2372 +7x—2 2% —5x+2 [Xzﬂ}

h : .
) 2x2 —x—1 2x3 —5x24+x+2 x2—5x+6

2.9. Semplificare le seguenti espressioni, evidenziando le condizioni di esistenza.

2) 43 —4x2—8  x2—1 0 23 —x—3 x> 4+x*—2x—2
x2—-16 " x2+x-—2 x2—1 = x2+4+2x+1

b) x4 Xl d) —2a (—ab %\ a ”
5x—10 20x b3 4 "\ 2p3

2.7 Potenza di una frazione algebrica

2.10. Determina, con le dovute condizioni sulle variabili, le seguenti frazioni.
2) (3"2)2 o 12ab \2 [fa—b\ 2]
5y3 a2b — ab? 2a2

3
X+ 2
b) (x232> 4) 2x ) ([ 2
x2 +4x+3 x+3
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: a2 — b2 5a2 —5ab\ f a2—9 1263 —6a2\°
¢ B rav?+2a2b  \ dab +4b2 12a2—12a+3) \«®—4a+3

2.8 Addizione di frazioni algebriche

2.11. Vero o falso? Se falso calcola il risultato corretto.

2 2 1 +1
a);+1j2:;~’21;:1 e)1+;:’;+1:1
1 1 1+ 1 1 141
b) ?JFQZTX f) ?—g+%_a_a_b
1.1 _—y+1 1.2 3 il
C)Xer—y_x—y g)x+x ”

2
+ i
B A= hy x— 2 = XY V] [g]

X X x+y

2.12. Riduci le seguenti somme di frazioni algebriche.

x+2y x—y X 3x . 1 1
a2 —3x 4 — _
a) 5 +33 e) 2y+ 2 i) i X+2’i m) —y y
2
Matioga  Dgtity DN w2
a 2b b x+1 x—1 ¥y Xy
c) -—z5—ab g) —— k) - x+1
9 27 xy Xy_]_ 8x 4x: )1_ 1
1 1 o] 2x +1 1 X—=
d)erl h) —= 4+ = —6x 1) 3 % D) 1 1
x  3x Xx+y x—y

D gt ] 0 [~
b) T4 5 & Wit 2
L EIY Xi2+xi1+x2—;x+2 ]
d) c:;_la—FaiZ_a [‘1(“2*2)} J) 5113+x2—2;x+1 {rxl)z
e) aj—1+1lia+ail [ k) Xlx_ 2%—1—)63_1 {;(32(’):;)]
f) 1—x+f1er b 2 x—1 x3—1 [ngln
Esercizi riepilogativi
2.14 (*). Semplifica le seguenti espressioni.
23 B oty o

b)

1 1 1 ) ,
T—x "x—2 'x sitw] gy X, 2ox (2]
x—1 X2 —4
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2.15 (*). Semplifica le seguenti espressioni.

5 &3, (11) (1,11
a+3 a 3/ \a 3 3
1 1 a?2-1

b) a—1+a+1 2a

)1 a+b <2a—b B a—b)
a—b\ a+b a
) X 42x+1 K1 28
1—x2 x—1  4x2—-1
1 1 1

e)

f)

x—1+x2—2x+1+x373x2+3x—1
1-x  x¥+1 +3x2—4x+1

(x—1)2 (x+1)2 1—x2

) 1 Jr2x+2 6x+17 x+2

) 23 T Tox T3x—2 32—2x

h) 3x B 3 n 9
x2—2xy+y?2 x—y 2y—2x

2.16. Semplifica le seguenti espressioni.

6x 3 1
2—x x+2
x? B 1
xt+x24+1 x24x+1

b)

2.17 (*). Semplifica le seguenti espressioni.

24x x+1 18(x —1)

) T 4T a2 22 8
2 ’ 4

b _ _
) x2—9x+20 25—x2 x24x—20
Q) 4ay—4a2+ r y—a
Yy +8a®  y+2a y2—2ay+4a?
d4) 8x —12 B 5x B 20x
4x2 —12x4+9  2x2+3x  9—4x?
x> —2x+3 x—2 1

e) B+l T —x+1 x4l
f) t2—1_4z—1+ 24z — 42 —2t22
4412 2241 2t2z+t2+8z+4

2
X Y _ 5).(1_X* Xy
o (+1-2):(1-32) =
2
h) (x—|—a_x—a>:(1_x—a>
XxX—a x+a X+ a

2.18. Semplifica le seguenti espressioni.

x2—4 x2—5x+6 X3 —x

a)

47

[ a?+1 ]
2a(a—1)

bZ
[a(bfa)

x34+3x—2
x—1

[x27x+l |
(x—1)3 |

x2—1

[7x37x2+x71 ]
(2]
X

{3(5y73x)}
2(x—y)?

(x—1)2 o x—1
x3—3x24+3x—1 (1—x%)3

2x—1-x2 1—x

7(x+1)
(x+4)(x—1)

22
{(x+5)(x—5)(x—4)}
a
[yszay+4a2 |
b=

x2—2x |
x3+1 |

3—2t2]
t24+4 |

x—y |
Xty ]

x3—8

2x2 —5x—3 B 2x3 —x—1
ax—3a+x—3 ax?—ax+xZ2—x

x2—4x+47x2—4x+4+x372x2—x+27x2—4x+4
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b+1 1 a+1-b

c) 2+ab+a a a@+2a+1-b? L
d) x*—x2a? ) x2 + ax 2xa? + a? 0
4x2a2 +4xad +a* "\ 2x2a+xa?  x2—ax
2.19 (*). Semplifica le seguenti espressioni.
1 B 1 _ 1 [ 2 ]
xy+yz—y2—xz zx+zy—xy—z> xy—x2—yz+xz (x—y)ly—=2)
b) 1_2x(x—2) 2—x2  6+(3—x) [157){]
x+2 —x—2 x+2 x+2
a%b? a+b 1
¢) 3 3 o3 I\ 3 13 2 12 lab]
a*—ab’+a’b—>b a’—b ar—b
d4) 2a2+a_ a+1 1+a#—l_az—i—Sa [a_l}
ad—1 a?+a+l a a?+a a’+a
e) x—|—2_2—x x2+1 B [ﬁ]
x—3 1—x x?—4x+3 x—3
1 2% X 1 2(1—x)
£y = |2 (2 1)
) 2 [x2—4 (x+2 )] 2—x { x+2 }
x3 —x2 X
—1):(1— —1
8) <1x2 X ) ( x+1> =1
1 1 22—22 -7
W () (5 3
z z+1 z—5 2z—10
. X+y 1 X Ty
i) x2+x+xy+y y+1+x+l [U“}

j) <i+alz+i3)(11a31> [i5]

X X 2x X2 +2x+1 N
k) <x—1+x—|—1+1—x2>. 4x2 (5]
1 1 1 1+a+a?
) | = — : L
) (a+a2—a a—2) 1—ad [a=]
m) x2—5 L6 2x +4 L]
x2+4x+4  24+x  4x+8) 2x2+45x x+2
2.20. Semplifica le seguenti espressioni.
2) x+1 n 5  x+3), 3 i
2x—2  2x2—-2 2x+2) 4x2—4
b) x3—|—x2+x+1_x3—1+x2—3x—4_2x2—x—1 0
x2+2x+1 x2—1 x2+4+2x+1 x2—1
o) x* —x2a? X% + ax . 2xa? + a3 0

4x2a2 +4xa3 + a* " 2x2a+xa?2 " x2—ax

) a a c13—a2—i-c1—1+ a 0
a2—1 a2+1 2a? 1+a




Complementi di algebra di primo grado

3.1 Equazioni di grado superiore al primo riducibili al primo grado

Le equazioni di grado superiore al primo possono, in certi casi, essere ricondotte ad
equazioni di primo grado, utilizzando la legge di annullamento del prodotto.

Definizione 3.1. Nei numeri reali, un prodotto di pit1 fattori & uguale a zero se e solo se
almeno uno dei fattori € uguale a zero.

Questa legge puo essere usata per risolvere equazioni di questo tipo:

(x—4)(x+2)(3x—1) =0

Infatti il prodotto precedente vale zero se e solo se:

x—4 =0cioex =4,
x+2=0cioex =-2;
3x —1 =0cioe x = fracl3;

Verifichiamo le tre soluzioni trovate:

sex =4 allora (4—4)(442)(3-4—1)=0-6-11=0;

sex = —2allora (—2—4)(—2+2)(3-(-2)—1)=—-6-0-(—7) =0;

se x = fracl3 allora (x —4)(x +2)(3x — 1) = (fracl3 — 4)(fracl3 + 2)(fracl3-3—1) =
—fracl13 - frac73-0=0.

E abbastanza facile convincersi che ’equazione non ha altre soluzioni, infatti qualunque
altro numero messo al posto della x trasforma 1’espressione a primo membro nel prodotto di
tre numeri diversi da zero e nei numeri reali il prodotto di numeri tutti diversi da zero non
puo essere zero.

La legge di annullamento del prodotto puo essere utilizzata anche per equazioni che,
apparentemente, non presentano un prodotto posto uguale a zero, vediamo un esempio.

Esempio 3.1. Risolvere x> —4 = 0.

I polinomio a primo membro puo essere scomposto in fattori: (x —2)(x +2) = 0. Per la
legge di annullamento, il prodotto dei due binomi si annulla se x —2 = 0 oppure se x +2 = 0.
Di conseguenza si avranno le soluzioni: x = 2, x = —2.

In generale, se si ha un’equazione di grado n scritta in forma normale P(x) = 0 e se il
polinomio P(x) e fattorizzabile nel prodotto di n fattori di primo grado:

(x—a)(x—ay)(x—a3)...(x —an—1)(x —an) =0;

49
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applicando la legge di annullamento del prodotto, le soluzioni dell’equazione sono le soluzioni
delle n equazioni di primo grado:

x—a;=0,x—a=0,x—a3=0,...,x—an_1=0,x—an =0.

Pertanto l'insieme delle soluzioni dell’equazione data sara: I.S. = {aj,a,a3 ..., an_1, an}.

Esempio 3.2. Risolvere x> —x —2 = 0.

Scomponendo in fattori il polinomio a primo membro, ricercando quei due numeri la cui
somma € pari a —1 e il cui prodotto & pari a —2, si ha: (x +1)(x —2) = 0. Utilizzando la legge
di annullamento del prodotto, si ottiene il seguente insieme di soluzioni: I. S. = {—1, 2}.

Esempio 3.3. Risolvere x* —5x? +4 = 0.

Scomponendo in fattori il polinomio a primo membro, utilizzando la regola della scomposi-

zione del particolare trinomio di secondo grado, si ottiene: (x2—1)(x*—4) =0. Scomponendo

ulteriormente in fattori si ha:
(x—1Dx+1)(x—2)(x+2) =0.
Per la legge di annullamento del prodotto & necessario risolvere le equazioni:
x—1=0=x=1, x+1=0=x=-1, x—2=0=x=2, x+2=0=>x=-2.

L'insieme delle soluzioni &:1.S. = {+1, -1, +2, —2}.

3.2 Equazioni numeriche frazionarie

Nelle equazioni affrontate fin’ora abbiamo incontrato delle frazioni, ma l'incognita non
€ mai comparsa a denominatore. Una equazione in cui I'incognita si trova a denominatore
si dice equazione fratta o equazione frazionaria. Per essere risolte le equazioni fratte hanno
bisogno di particolare attenzione infatti finché non abbiamo risolto I'equazione non possiamo
dire se il denominatore ¢ uguale o diverso da zero, ma noi sappiamo che in ogni frazione il
denominatore deve essere diverso da zero. Percio solo dopo aver risolto 1’equazione possiamo
dire se ’equazione stessa aveva senso percio se la soluzione trovata e accettabile o no.

Definizione 3.2. Si chiama frazionaria o fratta un’equazione in cui l'incognita compare al
denominatore.

Procedura 3.1. Per risolvere una equazione fratta dobbiamo:

scomporre in fattori i denominatori;

eseguire il denominatore comune su tutta l'equazione;

scrivere le condizioni di accettabilita e eliminare i denominatori;
risolvere I'equazione intera cosi ottenuta;

controllare se le soluzioni trovate sono accettabili.

AN IR

x24x—2 —1— 5

Esempio 3.4. Risolvere * >~ 2x
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1. scomporre in fattori i denominatori

24x-2 5
xXc+ X -1

x(x—1) 2x
2. eseguire il denominatore comune su tutta I'equazione

2062 4+x—2)  2x(x—1)—5(x—1) 2x24+2x—4 2x2—2x—5x+5

ANx—1)  Zx(x—1) T =1 2x(x—1)

3. scrivere le condizioni di accettabilita e eliminare i denominatori
x#0 AN x#+1 AN +2x+2x+5x=+4+5
4. risolvere l'equazione intera cosi ottenuta
Ix=9=>x=1

5. controllare se le soluzioni trovate sono accettabili
1 & una soluzione non accettabile.

i 3 3x—2 _ 3x
Esempio 3.5. Risolvere 75— = 375

1. scomporre in fattori i denominatori
In questo caso i denominatori sono gia scomposti in fattori irriducibili.
2. eseguire il denominatore comune su tutta I’equazione

(x —2)(3x —2) 3x(x+1) 3x2—2x—6x+4  3x*+3x

= =
1+x)(x—2) (x+1)(x—2) 1+x)(x—2) (x+1)(x—2)
3. scrivere le condizioni di accettabilita e eliminare i denominatori
x# -1 N x#4+2 N —2x—6x—3x=—4

4. risolvere I’equazione intera cosi ottenuta
4
—1lx=—4=x=—
11

5. controllare se le soluzioni trovate sono accettabili
% ¢ una soluzione accettabile.

3.3 Equazioni letterali

Quando si risolvono problemi, ci si ritrova a dover tradurre nel linguaggio simbolico
delle proposizioni del tipo: «Un lato di un triangolo scaleno ha lunghezza pari a k volte la
lunghezza dell’altro e la loro somma & pari a 2k». Poiché la lunghezza del lato del triangolo
non € nota, ad essa si attribuisce il valore incognito x e quindi la proposizione viene tradotta
dalla seguente equazione: x + kx = 2k.

E possibile notare che i coefficienti dell’equazione non sono solamente numerici, ma
contengono una lettera dell’alfabeto diversa dall’incognita. Qual & il ruolo della lettera k?
Essa prende il nome di parametro ed € una costante che rappresenta dei numeri fissi, quindi,
puo assumere dei valori prefissati. Ogni volta che viene fissato un valore di k, 'equazione
precedente assume una diversa forma. Infatti si ha:
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Valore di K Equazione corrispondente

k=0 x=0
k=2 x+2x =4
k:—% x—%x:—l

Si puo quindi dedurre che il parametro diventa una costante, all’interno dell’equazione
nell'incognita x, ogni volta che se ne sceglie il valore.
Si supponga che il parametro k assuma valori all’interno dell'insieme dei numeri reali.
Lo scopo ¢ quello di risolvere l'equazione, facendo attenzione a rispettare le condizioni che
permettono 'uso dei principi d’equivalenza e che permettono di ridurla in forma normale.
Riprendiamo l'equazione x + kx = 2k, raccogliamo a fattore comune la x si ha:

(k+1)x = 2k.

Per determinare la soluzione di questa equazione di primo grado, € necessario utilizzare
il secondo principio d’equivalenza e dividere ambo i membri per il coefficiente k + 1. Si
ricordi pero che il secondo principio ci permette di moltiplicare o dividere i due membri
dell’equazione per una stessa espressione, purché questa sia diversa da zero. Per questa
ragione, nella risoluzione dell’equazione (k 4+ 1)x = 2k & necessario distinguere i due casi:

sek+1# 0, cioe se k # —1, & possibile dividere per k +1esihax = kz—fl
se k+1 =0, cioé se k = —1, sostituendo tale valore all’equazione si ottiene I'equazio-

ne (—1+1)x =2-(—1), cioé 0 - x = —2 che risulta impossibile.

Riassumendo si ha:

x+kx =2k conk € R

Condizioni sul parametro Soluzione Equazione

k=-1 nessuna  impossibile
k #—1 X = k%fl determinata

Ritorniamo ora al problema sul triangolo, spesso nell’enunciato del problema sono presenti
delle limitazioni implicite che bisogna trovare. Infatti, dovendo essere x un lato del triangolo
esso sara un numero reale positivo. Di conseguenza, dovendo essere l'altro lato uguale
a k volte x, il valore di k deve necessariamente essere anch’esso positivo, ovvero k > 0.
Di conseguenza il parametro k non pud mai assumere il valore —1 e quindi il problema
geometrico ammette sempre una soluzione.

Questa analisi effettuata sui valori che puo assumere il parametro k, prende il nome di
discussione dell’equazione.

Procedura 3.2. Stabilire quando una equazione é determinata, indeterminata, impossibile.
In generale, data I'equazione ax +b = 0 si ha ax = —b e quindi:

a) se a# 0,'equazione é determinata e ammette I'unica soluzione x = —g
b) sea=0eb # 0, 'equazione ¢ impossibile;

c) sea=0eb =0, 'equazione é soddisfatta da tutti i valori reali di x, ovvero é indeterminata.
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Esempio 3.6. Risolvere e discutere 1 +x+m = (x +1)> —x(x +m).
Dopo aver fatto i calcoli si ottiene 'equazione (m — 1) - x = —m e quindi si ha:

Sem—1# 0, cioé se m # 1, e possibile dividere ambo i membri per m — 1 e si ottiene

I'unica soluzione x = — 5
se m—1 =0, cioe se m = 1, sostituendo nell’equazione il valore 1 si ottiene 0 - x = —1,

che risulta impossibile.

Esempio 3.7. Risolvere e discutere (k4 3)x = k+4x(k+1).
Effettuando i prodotti si ottiene I'equazione: (3k 4+ 1)x = —k e quindi si ha:

Se3k+1 # 0, cioe se k # —%, e possibile dividere ambo i membri per 3k + 1 e si ottiene
, . . -k

l'unica soluzione x = 515

sek = —%, sostituendo questo valore di k nell’equazione si ottiene 0 - x = %, che risulta
un’equazione impossibile.

Esempio 3.8. Risolvere e discutere a®-x = a+1+x.

Portiamo al primo membro tutti i monomi che contengono l'incognita a? - x —x = a + 1.
Raccogliamo a fattore comune l'incognita x - (a> — 1) = a + 1. Scomponendo in fattori si ha
l'equazionex-(a—1)(a+1)=a+1.

I valori di a che annullano il coefficiente dell'incognitasonoa =1e a = —1.

Se nell’equazione sostituisco a = 1, ottengo 'equazione 0x = 2 che ¢ impossibile;

se sostituisco a = —1, ottengo 1'equazione 0x = 0 che ¢ indeterminata;

escludendo i casi a =1 e a = —1, che annullano il coefficiente della x posso applicare il
secondo principio di equivalenza delle equazione e dividere primo e secondo membro

1 1
per a+ 1, ottengo x = WM =1

Ricapitolando: se a = 1, allora.S. = @ se a = —1, alloral.S. = Rse a # +1Aa # —1,
alloral.S. = { 15 }.

3.4 Equazioni letterali e formule inverse

Le formule di geometria, di matematica finanziaria e di fisica possono essere viste come
equazioni letterali. I due principi di equivalenza delle equazioni permettono di ricavare
le cosiddette formule inverse, ossia di risolvere un’equazione letterale rispetto a una delle
qualsiasi lettere incognite che vi compaiono.

Esempio 3.9. Area del triangolo A = 2.

Questa equazione ¢ stata risolta rispetto all'incognita A, ossia se sono note le misure della
base b e dell’altezza h e possibile ottenere il valore dell’area A.

E possibile risolvere I'equazione rispetto a un’altra lettera pensata come incognita. Note le
misure di A e di b ricaviamo h. Per il primo principio di equivalenza moltiplichiamo per 2
entrambi i membri dell’equazione

A:bé—h: 2A=b-h,

dividiamo per b entrambi i membri % = h. Ora basta invertire primo e secondo membro:

A

h
b
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Esempio 3.10. Formula del montante M = C(1 + it).

Depositando un capitale C per un periodo di tempo t in anni, a un tasso di interesse
annuo 1, si ha diritto al montante M.

Risolviamo l'equazione rispetto al tasso di interesse i, ossia supponiamo di conoscere il
capitale depositato C, il montante M ricevuto alla fine del periodo t e ricaviamo il tasso di
interesse che ci e stato applicato. Partendo da M = C(1 + it), dividiamo primo e secondo
membro per C, otteniamo

M_ 1+1it;

C - 4
sottraiamo 1 al primo e al secondo membro, otteniamo

M

— —1=1it;

C

dividiamo primo e secondo membro per t, otteniamo

M _1q —

t t t-C

Esempio 3.11. Formula del moto rettilineo uniforme s = sy +v - t.

Un corpo in una posizione sy, viaggiando alla velocita costante v, raggiunge dopo un
intervallo di tempo t la posizione s.

Calcoliamo v supponendo note le altre misure. Partendo dalla formulas = sp+v-t
sottraiamo ad ambo i membri s, otteniamo s — sy = v - t dividiamo primo e secondo membro
per t, otteniamo

§—9So
=V
t

3.5 Sistemi da risolvere con sostituzioni delle variabili

Alcuni sistemi possono essere ricondotti a sistemi lineari per mezzo di sostituzioni nelle
variabili.

Esempio 3.12.

1 2
S+2=3
Xy

2 4
Z_I_
x Yy

u+2v=3
2u—4v =1
Possiamo risolvere quest’ultimo con il metodo di riduzione, per ricavare I'inognita u:

=4v=5=>u=—

2u+4dv==6 5
2u—4v =1 4
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Per ricavare l'incognita v:

—2u—4v=—6
2u—4v =-1

7
¢—8v:—7¢v:8

55

Avendo trovato i valori delle incognite u e v possiamo ricavare x e y sostituendo con i

valori trovati nella 3.12:
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3.6 Esercizi

3.6.1 Esercizi dei singoli paragrafi
3.1 Equazioni di grado superiore al primo riducibili al primo grado

3.1 (*). Risolvere le seguenti equazioni riconducendole a equazioni di primo grado.

a) x> +2x=0 0; 2] h) x>+5x—14=0 2; —7]
b) x2+2x—9x—18 =0 (—2; +9] i) —3x2—9x+30=0 [2; —5]
c) 2x2—2x—4=0 2; —1] j) 7x* +14x — 168 =0 [4; —6]
d) 4x2+16x+16 =0 (2] k) x*—16x2=0 (—4; 0; +4]
e) x> —=3x—10=0 5, —2] 1) 2x34+2x2 —20x +16 =0 [—4; +1; 42]
f) x2+4x—12=0 2; =6) m) —2x3+6x+4=0 2; —1]
g) 3x* —6x—9=0 3; =11 n) —2x34+10x*+82x—90 =0 [1; +9; —5]

3.2 (*). Risolvere le seguenti equazioni riconducendole a equazioni di primo grado.

a) x0+7x5—10x* =0 [0; +2; +5] h) 5x3+5x*—80x—80 =0 [—1; +4; —4]
b) x> —3x*—13x+15=0 [-3; +1; +5] i) —3x3+18x2+3x—18=0 [1; —1; +6]
c) x2+10x—24 =0 (—12; 2] j) 4x° +8x2—16x—32=0 2; —2]
d) 2x3 —2x2 —24x =0 [—3; 0; +4} k) X} +11x%*+26x+16 =0 [-1; —2; —8]
e) x*—5x2+4=0 [—2; —1; +1; +2] 1) 2x3 +6x2—32x—96 =0  [4; —4; —3]
f) x3>—5x2—x—5=0 (5] m) 2x34+16x2—2x—16=0 [1; —1; —§]
g) —4x* —28x3+32x2 =0 0; +1; —8] n) —2x3+14x> —8x+56 =0 (7]
3.3 (*). Risolvere le seguenti equazioni riconducendole a equazioni di primo grado.
3 2 3 .
b) §x2+7x—16820 [6; —8]
3, 3
2322 v e _1- .
d) =¥’ =+ =x b = =0 (—1; +3; —3]
e) 2x3 +12x%> +18x+108 =0 (—6]
f) x* —10x3 +35x% —50x +24 =0 (1, +2; +3; +4]
g) —2x3 —12x* +18x +28 =0 (1, +2; =7
h) (x2—6x+8)(x° —3x*+2x3) =0 [0; +1; +2; +4]
i) (25—4)* (3x—2)2 =0 3; -3 2
i) (x—4)3 (23 —4x2—8x+16)" =0 4; +2; —2)
k) (x®—x) (x> —93) (x> +25) =0 [0; +1; —1; +3; —3]
1) x®+3x* —11x3 —27x2 +10x +24 =0 (1; —1; —2; +3; —4]
m) 2x2—x—1=0 [1; 1]
n) 3x*+5x—2=0 -2 1]
0) —5x* +125x% + 10x3 — 10x — 120 = 0 (1; —1; —4; +6]
74 161, 140
- —21x 1: —2: -4
P) X'~ — =0 (1, —2; +5; —4]

q) 6x*+x—2=0 (2 3]
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r) 23 —x2—2x+1=0 [1; —1; 1]
s) 3x3—x2—8x—4=0 -1 2 _%]
t) 8x% +6x* —5x —3 =0 -1 -1 3]
u) 6x°+x* —10x+3 =0 [1; 1 =3
v) 4xt -8 —13x* +2x +3 =0 3; —1; 3; —3]
w) 8x* —10x3 —29x% +40x —12 =0 [2; —2; %; 1]
x) —12x3 + 68x2 —41x +5 =0 5 35 %]
y) (x* +3x3 —3x2 — 11x — 6) (4x°® — 216x3 +2916) = 0 [—1; +2; +3; —3]
3.2 Equazioni numeriche frazionarie
3.4 (*). Risolvi le seguenti equazioni frazionarie.
2 1 X 1
= -3 k = —
a) XTl <2 (3] )){2_% x2+22 0]
b = 3 I_2 _sTex .
R X—=2 x— 3
c)12 i =0 0 m) 1 (5]
X — x4+
d) ——5 —01 0] n) §+11—x+3 [0; -3
X X+
_ — =1 1
€) x+1 x—1 o o) 3x2 +x ) (]
x 6+x X
— = (—1] = -2
) -3 3—x p) x—3 x—3 =2
X2 —4 X +2 6 V2 x5 1 " x—x—2
x+1  x+41 2 x—2 x+1 x2—x-2 2]
-t 0 0 x
3% 2x—6 8) Tx =1 [-1]
i) X__l 1 =2x+1 1]
3.5 (*). Risolvi le seguenti equazioni frazionarie.
5 21 2 3x 6x 3x2
D Bl T x—1 1—2x b1 ) 2 i (x_op R
b) = 0 41
x—2 x+1 x2—x-=-2 i) (4x+6) (1—1>—0 [_%; g]
30 3 =0 (] 2x+1 XlJr XZx—9
) e BT i) t— =2 1
x—1 1 1—x2 . X1+3 1X—4 7;2—)(—12
d) 1 = _1
) Tl x—2 X —x—2 =3 k) —fz(xji)—i-l [—2]
e) — 3x n 5 1-—x P] X2_1 x  2(x*—1)
6—2x ' 10—5x 4—2x ooyt b x#l 1]
f) 11 _ x+3 0] x+1 x+2 x42
x+3 2—x x*+x—6 m) 2 _ 3x—6 [1]
) 1+2x+1—2x_6—8x2 0 Xx+3 x+2 x?245x+6 2
8 1 ox T1rax  1-42 n) 2X_3+ LI 2 (2; 3]

x+2 x—4 x2—2x—38
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x—1_x+2_ 1 [_
x+2 x—1 x24x-2

0) ]

3.6 (*). Risolvi le seguenti equazioni frazionarie.

WIN

18x2—9x—45 6x+1 21x—1

- — 7
2) 1360 Ox 3 - 18 ;6 5]
X
P) 3@ I8 115 3x -3 18x-%0 )
—4
c) (X_4)(X+3):W [4; —3; 3]
1 1 1 1 x2 5
d) <x+5_5>'(x—5+5>+x2—5x_0 3]
1 3 10x +4 5
- R—-{—% 2
) 372 2« 37 —dx —4 [R—{-3 2}]
f) 1<x—1>—2(1—1>—x -1 [—5; +1]
2 X X X
3(2x —3) 1 X
= R—{-3
8) $H A3 9 R = {-3i
X — -x  x—
h — = 32
) 37 x5 0o B 5
. Came2y3 (3x—1 0 3x 1.
i) (40 —10x?) <x+2 1) =0 2 -1 2]
) Lt X —6x+1  x*—2x 1 4]
Va5 x2—4  x—2  x2-2x 3
3.7. (2x—4x*+ 7)6 = —% Osservando i due membri dell’equazione, senza
(x2—5x+7)

svolgere i calcoli, puoi subito affermare che non esiste alcun numero reale che rende vera
l'uguaglianza? I

3.8 (*). Quale numero occorre aggiungere a numeratore e denominatore della frazione tre
settimi perché essa raddoppi di valore? [21]

3.9 (*). Quale numero occorre aggiungere a numeratore e denominatore della frazione due
settimi perché essa triplichi di valore? (28]

3.10. Due amici A e B partono con le loro automobili nello stesso istante da due localita
diverse; A fa un viaggio di 100Km a una certa velocita, B fa un viaggio di 132Km ad una
velocita che supera quella dell’amico di 20Km/h I due amici arrivano nello stesso istante
all’appuntamento. Qual & la velocita di A?

Traccia di soluzione:

se A e B partono insieme e arrivano insieme significa che hanno impiegato lo stesso
tempo per fare il proprio viaggio;
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il tempo & dato dal rapporto tra lo spazio percorso e la velocita;

la velocita di A & I'incognita del problema: la indichiamo con x

I’equazione risolvente e 110 _ 132
1 x  x+20

Prosegui nella risoluzione.

3.11. Per percorrere 480Km un treno impiega 3 ore di piit di quanto impiegherebbe un aereo a
percorrere 1920Km L'aereo viaggia ad una velocita media che & 8 volte quella del treno. Qual
e la velocita del treno?

3.3 Equazioni letterali

3.12 (*). Risolvi e discuti le seguenti equazioni letterali nell’incognita x

a) 1+42x=a+1—2x VaeR— {4}]
b)2x—;:ax—5 [a—Z—)(Z) a# 2—>{ (032)”
¢) b%x =2b+bx [b=0—-R;, b=1-0; b#0Ab# 1 {z2}]
d) ax+2=x+3 la=1-0 a#1-{q}]
e) k(x+2)=k+2 k=0—0; k#0— {35}
f) (b+1)(x+1)=0 b=-1—R;, b#-1-{-1]
g) kK x+2k =x+2 k=1-R;, k=-1-0 k#1Ak#-1— {37}
h)( )(X+1)_x+1 [a=2>R; a#2—{-1)
i) ax+x—2a2—2ax =0 I
j) 3ax—2a=x-(1—-2a)+a-(x—1) I

3.13 (*). Risolvi e discuti le seguenti equazioni letterali nell'incognita x

a)3x—a=a(x—3)+6 [a=3—=R;, a# 3— {2}
b) 2+2x = 3ax+ a— ax [a=2=R; a=1-0; a#2/ha#1-{}]
c) x(a>—4)=a+2 [a=2—0; a=—2—-R, a#-2Na#2-{5}]
d) (x—m)(x+m) = (x+1)(x—1) Mm=1Vm=—-1—-R, m# 1Am#-1—=0]
e)( 2%+ (a—2x+a—2=0[a=2—-R;, a=1-0 a#1Aa#2— {2}

£) (902 —4)x =2(x+1) Ba2-2=0-0; 3a-2# 0 {5555}
g) (a— Dx=a%2-1 [a=1—-R;, a# 1—>{a+1}_]
h) (a+2)x=a?*+a—1 [a:—2—>®; a#—Z%{&%&_l}
i) alx—1)2=a(x>*—1)+2a [a=0—-R; a# 0—>{0}:]
i) bx (b2 +1) — (bx —1) (b2 — 1) = 2b2 [b=0-0; b#0- {15}

3.4 Equazioni letterali e formule inverse

3.14. Interesse I maturato da un capitale C, al tasso di interesse annuo i, per un numero di
anni t:
[I=C-i-t
Ricava le formule per calcolare: C=............ , = , t=..
Se il capitale & 12.000 €, il tasso di interesse 3,5%, il tempo € di 6 anni, calcola I
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3.15. Conversione da gradi Celsius C a gradi Fahrenheit F:

5(F —32)

C=
9

Ricava la formula per calcolare F=.............
Calcola il valore di C quando F vale 106 e il valore di F quando C vale 12

3.16. Valore attuale V, di una rendita che vale V;; dopo n anni, anticipata di t anni al tasso di
interesse 1i:
Va=Vn-(1—-1i-t)

Ricava le formule per calcolare: Vo, = ............ , A= , t=.
Se il valore attuale e 120.000 €, il tasso di interesse il 2%, calcola il valore della rendita
dopo 20 anni.

3.17. Sconto semplice S, per un montante M, al tasso di interesse i, per un tempo t in anni:

 M-iot
14t

Ricava le formule per calcolare: M =............ , A=
Se lo sconto semplice & 12.000 €, il tempo & 12 anni, il tasso di interesse il 4, 5%, calcola il
montante.

3.18. Superficie S di un trapezio di base maggiore B, base minore b, altezza h:

Ricava le formule per calcolare: B =............ , b=............ , h=.............
Se la base maggiore & 12cm, la base minore 8cm, la superficie 12cm?, calcola I'altezza del
trapezio.

3.19. Superficie laterale Sy di un tronco di piramide con perimetro della base maggiore 2p,
perimetro della base minore 2p’, apotema a (attenzione 2p e 2p’ sono da considerare come
un’unica incognita):
(2p+2p')-a
Si=—F7F7—"
Ricava le formule per calcolare: 2p =............ , o 2p = , A=
Se la superficie laterale vale 144cm?, il perimetro della base minore 12cm e il perimetro
della base maggiore 14cm, calcola I’apotema.

3.20. Volume V del segmento sferico a una base di raggio 7 e altezza h

h
V=m-h? (r—=
" < 3>

Ricava la formula per calcolarer =.............
Se il volume misura 200cm? e l’altezza 10cm, calcola la misura del raggio.
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3.21. Superficie totale S del cono di raggio di base r e apotema a:
S=mn-r-(r+a)

Ricava la formula per calcolarea =.............
Se la superficie totale & 98cm? e il raggio 6cm, calcola la misura dell’apotema.

3.22. Velocita v nel moto rettilineo uniforme con velocita iniziale v, accelerazione costante a
dopo un tempo t:

Ricava le formule per calcolare: vop = ............ L, A= , t=.
Se un corpo e passato in 10 secondi dalla velocita 10m/s alla velocita 24m/s qual é stata la
sua accelerazione?

3.23. Spazio percorso s nel moto rettilineo uniformemente accelerato in un intervallo di

tempo t, per un corpo che ha posizione iniziale s, velocita iniziale v e accelerazione a:

1 2
s:so+v0~t+§-a-t

Ricava le formule per calcolare: vop = ............ , A=
Se un corpo ha percorso 100m, partendo dalla posizione iniziale 0, accelerazione 3m/s?,
in 10 secondi, qual’era la sua velocita iniziale?

3.24. Formula di Bernoulli relativa al moto di un fluido:
p+p-g-h+%p~v2:k
Ricava le formule per calcolare: h =............ S P =
3.25. Legge di Gay-Lussac per i gas:
V=Vy-(1+x-t)
Ricava le formule per calcolare: Vg = ............ , b=

3.26. Equazione di stato dei gas perfetti:

pV =nRT
Ricava le formule per calcolare: V =............ , b=
3.27. Rendimento del ciclo di Carnot:
- %
Ricava le formule per calcolare: Ty =............ , =

3.28. Legge di Stevino:
P =Pa+p-g-(za —2z8)

Ricava le formule per calcolare: p =............ S OZA T e S ZB D i,

3.29. Risolvi le seguenti equazioni rispetto alla lettera richiesta.



62 Capitolo 3. Complementi di algebra di primo grado

a Kk —
a)y= X=...,a=
X f)y ( m—1)x=m-—3
b)y=2—- X=..,a= .
2 a—1
2 —
c)y:;—a X=...,a= &) x+2 a+1 0
o_ =".
d)yy=— Xa X=...,a=... h) (a+1)(b—1)x=0
e) 2x+1  2k—1 b=...
2x—1  k+1
3.30 (*). Risolvi le seguenti equazioni rispetto alla lettera richiesta.
X x—b b o . _ b(b+1), __ b(a+b+1)
a) a+b+a—b_a2—b2 a=...; x=... [a— b X= o }
2x bx 1 ) b(x+1) . a(2x—1)
b) St =0 a=.. b=.. o =22 b= el D]
3.5 Sistemi da risolvere con sostituzioni delle variabili
3.31 (). Risolviiseguenti sistemi per mezzo di opportune sostituzioni delle variabili.
1 1
nty =
a) 2" g sostituire u=1 v= % (=2 )]
3x 'y
1 2
Ty =1
b) x3y X5y sostituire u = x—bl—y v=... [(%; —%)]
— =2
XxX+y x—y
3.32 (). Risolvi i seguenti sistemi per mezzo di opportune sostituzioni delle variabili.
5 2 2 4
%0 =2 -+-=-3
2) ¥ (G oq 7 Y (2 ~1)]
1 2 2 3
-+-=1 -——=4
X oy X y
1 2 1 2
by { X Y PRV VR SRS (% -2)]
1,3, 2 1,
X Yy x+1 y—1
3.33 (*). Risolvi i seguenti sistemi per mezzo di opportune sostituzioni delle variabili.
3.3
1 3 2 Xy =9
2, f_ b { [(1; 2)]
x " + 2 3 ) 2X3 _y3 =_6 ( )
2 42
2 3 2 . 5.5 x*+y-=-1
a) §_§+2:4 (L 8’ 2)] c) { x2—3y2 =12 (0]
4 1
-+—-—-=-3
y oz




Equazioni di secondo grado

4.1 Le equazioni di secondo grado in una incognita

Consideriamo il seguente problema: “in un triangolo rettangolo l'ipotenusa e pitt lunga
del cateto minore di 4 cm, mentre l'altro cateto e pitt lungo del cateto minore di 2 cm. Si
vogliono trovare le misure dei tre lati”.

Si puo formalizzare il problema indicando con x la misura incognita del cateto minore.
La lunghezza dell’ipotenusa sara x + 4, mentre quella dell’altro cateto x + 2. Applicando il
teorema di Pitagora si ha: X2+ (x+2)2 = (x+4)% Dopo aver effettuato i calcoli e aver portato
tutti i termini a sinistra del predicato uguale abbiamo: x> — 4x — 12 = 0.

x+2 x+4

Questa e una equazione di secondo grado in una incognita in quanto la variabile x vi compare
elevata al secondo grado.

Definizione 4.1. Si dice equazione di secondo grado, un’equazione del tipo: ax? +bx +c¢ =0
cona,b,c € Rea # 0. Ivaloria, b, c prendono il nome di coefficienti e, in particolare, c
viene detto termine noto.

Un’equazione di secondo grado si definisce:

monomia quando il secondo e il terzo coefficiente sono nulli ax?> = 0
incompleta pura quando il secondo coefficiente & nullo ax? +c¢ =0
incompleta spuria quando il terzo coefficiente & nullo ax? + bx = 0

completa quando i tre coefficienti sono tutti diversi da zero ax? + bx +c¢ = 0.

4.1.1 Risoluzione di un’equazione di secondo grado pura

Il coefficiente della x & nullo e I’equazione si presenta nella forma: ax? + ¢ = 0. Si risolve
portando a secondo membro il termine noto e dividendo per il coefficiente di x2.
Le soluzioni dell’equazione incompleta pura ax? + ¢ = 0 dipendono dal segno di -

se —c/a > 0, ovvero se a e ¢ sono discordi, 'equazione ammette due soluzioni reali distinte

opposte x1 = —/—SV xp = +,/—<
se —c/a < 0, ovvero se a e ¢ sono concordi, I'equazione non ammette soluzioni reali;
se —c/a = 0, allora ¢ = 0, I'equazione ha due soluzioni reali coincidenti nulle x; = xp = 0.

63
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Esempio 4.1. Risoluzione di equazioni pure.
4x> —9 = 0 risoluzione 4x? = +9 = x? = % = X12 = i\/g =X = —% Vxy = +%

4x% 4+ 9 = 0 risoluzione 4x*> +9 = 0 = x> = —%. L’equazione non ammette soluzioni
reali in quanto il quadrato di un numero reale non & mai negativo.

4.1.2 Risoluzione di un’equazione incompleta spuria

Un’equazione incompleta spuria si presenta nella forma: ax? + bx = 0. Per risolverla,
si raccoglie a fattore comune la x precisamente x(ax +b) = 0. Applicando la legge di
annullamento del prodotto si ottiene x; = 0 oppure ax+b = 0 da cui xp; = —%. Pertanto
un’equazione di questo tipo ha sempre due soluzioni reali distinte di cui una nulla.

Esempio 4.2. Risoluzione di equazioni incomplete spurie.

2x% — 4x = 0. Raccogliendo a fattor comune si ha: 2x(x —2) = 0 da cui, applicando la
legge di annullamento del prodotto, segue 2x =0V x—2=0dacuix; =0V x; =2

x? +x = 0. Raccogliendo x a fattore comune, si ha x(x + 1) = 0, da cui, applicando la
legge di annullamento del prodotto, seguex =0V x+1=0dacuix; =0V x; =—1.

4.2 Risoluzione di un’equazione completa

Per risolvere 1’equazione di secondo grado completa si applica una formula che si ottiene
utilizzando il metodo del completamento del quadrato:

ax? 4+ bx + ¢ = 0: equazione completa di secondo grado;

4ax? + 4abx + 4ac = 0: si moltiplicano ambo i membri per 4a

4ax? +4abx + 4ac + b? = b*: si aggiunge ad ambo i membri b?

4a?x? + 4abx + b2 = b? — 4ac: si porta 4ac a secondo membro;

(2ax +b)? = b? — 4ac: il primo membro risulta il quadrato di un binomio;

k = 2ax + b: si sostituisce il binomio 2ax + b con la la variabile k

k? = b% — 4ac: 'equazione diventa un’equazione di secondo grado pura in k

k1, = £vb? —4ac: si calcolano le soluzioni in k (attenzione pero al segno del radicando!)
2ax+b = £vb? —4ac: al posto di k si mette il binomio 2ax + b

2ax = —b = v/b? — 4ac: si separa il monomio con 'incognita;

IR . . , . o .
X1 = —PEVDAAC i risolve I'equazione di primo grado rispetto alla x.
Da quanto ottenuto possiamo osservare che:

la soluzione si ottiene esclusivamente operando sui coefficienti dell’equazione;

—b—+vb2—4ac _ —b+vb2—4ac

il valore dell’incognita si ottiene con due calcoli: x; = ——5——ex; = o

nel calcolo & coinvolta l’estrazione di radice quadrata: I'espressione b? — 4ac prende il
nome di discriminante e si € solito porre b2 —4ac = A Delta).
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Questa formula si pud applicare anche ai tipi di equazioni incomplete che abbiamo gia
studiato. La parola discriminante deriva dal verbo discrimen (divisione); in effetti, il A permette
di effettuare una distinzione tra la tipologia delle soluzioni di un’equazione di secondo grado.
Si possono infatti presentare tre casi:

Primo caso. A = b? —4ac > 0 il radicale v/A & un numero reale e I'equazione ammette
due soluzioni reali e distinte: x; = % Vxy = %

Secondo caso. A = b? —4ac = 0 I'equazione ammette due radici reali e coincidenti:
b
X1 =X = o

Terzo caso. A = b? —4ac < 0,1’equazione non ammette soluzioni reali.

Riassumendo e schematizzando si ha:

ax*4+bx+c=0cona#0

Discriminante  Soluzioni

A>0 Due soluzioni reali e distinte: x; = ’bZ’ a\/Z Vxp = %
A=0 Due soluzioni reali e coincidenti: x; = xp = —5%

A<O Nessuna soluzione reale: 1.S. = ()

Esempio 4.3. Risoluzione di equazioni complete.
3x2—5x+2=0.a=+43,b=—5,¢c = +2. Calcolo del discriminante:
A =b?—4dac = (—5)%> —4(+3)(+2) =25—24 = 1.
Poiché A > 0 I'equazione ammette due soluzioni reali e distinte

—bi\/Z: —(=5)+v1 5+1

2
12 2a M2E Ty (48 T T T 2= 3

4x2 —12x+9=0. a = +4,b = —12, ¢ = +9. Calcolo del discriminante:
A= (—12)% —4(+4)(+9) = 144 — 144 = 0.
Poiché A = 0 1’equazione ammette due soluzioni reali coincidenti

-1 123
2(+4) 8 ="y

X12 =~ = x1p =

12 =5 12 =

x2—x+3=0.a=+1,b=—1,c =+3. Calcolo del discriminante:
A=(—12—4(+1)(+3) =1—12 = —11.

Poiché A < 0 I'equazione non ammette soluzioni reali.
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4.2.1 Formula ridotta per equazioni di secondo grado

Se nell’equazione ax? + bx + ¢ = 0 il coefficiente b & un numero pari, conviene applicare
una formula, detta formula ridotta, che semplifica i calcoli.

Supponiamo b = 2k, I'equazione ax? + bx + ¢ = 0 diventa ax? + 2kx + ¢ = 0 e nella
formula risolutiva dell’equazione si ottiene:

_ 2k+4/(2k)Z—4ac  —2k+2VkZ—ac —k+vVkZ—ac
- 2a - B ‘

2a a

X1,2

Dato che b = 2k quindi k = § la formula ridotta che conviene utilizzare quando b & pari é:

B+ —ac

X1,2 =

La quantita sotto radice, uguale a %, e detta anche discriminante ridotto.

Esempio 4.4. Applicazione della formula ridotta nella risoluzione di equazioni complete.

x? —4x+3 = 0. 1l coefficiente di primo grado @ pari, per cui conviene utilizzare la
formula ridotta:

—(=2) (—2)2—1(3)

: =24+V1=x=1Vxp =3;

—x? —2x + 24 = 0. Applichiamo la formula ridotta:

—(—1) £ \/(—_11)2 —(=D(24) _ 14V =X = 6V Xy =4

—3x2 — 6x + 12 = 0. Per prima cosa dividiamo 1'equazione per —3, per il secondo
principio di equivalenza, si ha I’equazione equivalente x> + 2x —4 = 0. Poiché il
coefficiente della x & pari si pud applicare la formula ridotta:

X1/2=71:|:\/1+ Zfl:t\/\gin:*lJr\/g\/Xz:*lf\/g.

Quando b & pari e a = 1, la formula si dice ridottissima: x5 = (—3) (%)2 —c.

Esempio 4.5. Applicazione della formula ridottissima nella risoluzione di equazioni complete.

x? — 6x + 8 = 0. Il coefficiente b & pari e il coefficiente a = 1, quindi possiamo applicare
la formula ridottissima x1, =3 £v9 -8, quindixy =2V x; =4.

Riassumiamo e schematizziamo la risoluzione di un’equazione di secondo grado:
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Equazioni incomplete

Coefficienti Nome Equazione Soluzioni
b=0,c=0 Monomia ax2=0 x1 =% =0
b=0,c#0 Pura ax®>+c=0 .LS.=0sea-c>0
X1p =+y/—<sea-c<0
b#0,c=0 Spuria ax?+bx =0 x1:O\/x2:—%

Equazione completa ax?+bx+c =0

Discriminante Numero soluzioni Soluzioni

.. e e b2
A>0 Due soluzioni reali e distinte X120 = W
A=0 Due soluzioni reali e coincidenti  x; = xp = f%
A<O Nessuna soluzione reale .S. =0

4.3 Equazioni numeriche frazionarie

Un’equazione in cui compare l'incognita al denominatore si chiama frazionaria o fratta.

3x+2 2x+3
E io 4.6. Risol 1 t i = .
sempio isolvere la seguente equazione T x o

PassoI Determiniamo il mem dei denominatori: mem = (1 +x) - (x —2).

Passo II Imponiamo le Condizioni di Esistenza (C.E.): C.E.x # —1/A\x # 2. La ricerca
dei valori che risolvono l'equazione si restringe ai numeri reali appartenenti all’insieme,
D =R —{-1,2} detto Dominio dell’equazione o Insieme di Definizione (abbreviato L. D.).

Passo III Applichiamo il primo principio d’equivalenza trasportando al primo membro la

frazione del secondo membro ﬁ—f — % = 0. Riduciamo allo stesso denominatore (mcm):

Bx+2)-(x—2)—(2x+3) - (1+x)

%) (x—2) =0

Passo IV Moltiplichiamo ambo i membri per il mcm, certamente diverso da zero per le
condizioni poste; I'equazione diventa: (3x +2) - (x —2) — (2x +3) - (1 +x) =0.

Passo V L’equazione che si ottiene & di secondo grado; portiamo 1’equazione alla forma
canonica: 3x? —6x +2x —4—2x—3—2x*—3x =0 = x> —9x—7 = 0.

Passo VI Calcoliamo il discriminante: A = b2 —4ac = 81 +28 = 109. Il discriminante &
positivo quindi I’equazione & determinata e ammette due soluzioni reali distinte:

94 /109 9— /109 9+ /109
= e V= o

X1,2 > X1 =

277
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Passo VII Confrontiamo le soluzioni con le Condizioni di Esistenza; in questo caso le

radici appartengono all’insieme D; diciamo che sono accettabili e 1'insieme soluzione e:
LS. = J9=vI09 9+v109
.S.= ¥, 7t .

x2 1

x+2

x—2
E io 4.7. Risol 1 t i =
sempio solvere la seguente equazione Z 32 x_1 +

Passo I Determiniamo il mcm dei denominatori. Scomponiamo in fattori i denominatori.
o 2 — . N
Riscriviamo: m = % + X%rz ilmeme (x —2)(x—1)(x+2).

Passo II Imponiamo le Condizioni di Esistenza: C.E.x # 1 Ax # 2/Ax # —2 quindi
D=R—-{1,2,-2}=1D.

Passo III Trasportiamo al primo membro ed uguagliamo a zero; riduciamo allo stesso
denominatore (mcm) i membri dell’equazione:

P4+ 2x2 —x243x—2—x3 —2x2 +4x2 + 8x —4x — 8

x—2)x—1)(x+2) =0

Passo IV Applichiamo il secondo principio di equivalenza moltiplicando ambo i membri
per il mcm, certamente diverso da zero per le condizioni poste in precedenza; I'equazione
diventa: 3x? + 7x — 10 = 0.

Passo V Calcoliamo il discriminante: A = b?> —4ac = 49 + 120 = 169. 1l discriminante
e positivo, I'equazione determinata e ammette due soluzioni reali distinte: x1, = #
cioeé x| = —13—0 Vxy, =1.

Passo VI Confrontiamo con le C. E. in questo caso solo x; appartiene all'insieme D diciamo
che I'insieme soluzione e: I.S. = {—%} mentre x, = 1 non € accettabile.

4.4 Relazioni tra soluzioni e coefficienti

Consideriamo una generica equazione di secondo grado ax? + bx + ¢ = 0 nell'ipotesi in
cui ammetta soluzioni reali (cioe A > 0), sommiamo e moltiplichiamo le soluzioni (o radici)
dell’equazione:

—b—vVA —b+vVA 2b b
X1+ X2 = + = — = ;

2a 2a 2a  a’
o [P VAY [(ZbEVAY B2—A bP4dac—b?  dac ¢
1 2a 2a - 402 4q2 402 a’
.. C b . N C
Quindi, la somma delle radici & x; +xy = -5 il prodotto delle radici e x; - xp = <

Osserviamo che queste relazioni tra radici e coefficienti dell’equazione valgono anche nel
caso in cui le radici non siano reali (A < 0).
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Esempio 4.8. Determinare somma e prodotto delle soluzioni dell’equazione ax? +bx +c =0
senza risolverla.

2x2 +11x—3 =0.

Calcolo il discriminante A = 145 > 0 pertanto le radici sono reali e distinte. Applicando
le precedenti formule si ha:
X1+ X —7E'X X _7§
1FXg==75 %1% = —>.
x?V/2 +3x —2V/2 = 0. Calcolo il discriminante A = 25 > 0 pertanto le radici sono reali e
distinte. Applicando le precedenti formule si ha:
3 3v2 2v2

X1+Xp=—F72==——F7—;X] X2 = —

N 2o

x2+2x+15=0.

Calcolo il discriminante A = —56 < 0 le radici non sono reali anche se la loro somma e
il loro prodotto sono reali, infatti applicando le precedenti formule si ha: x; +xp; = —2
exy-xp =15.

x2 —12x+36 = 0.

1l discriminate A = 122 — 4 - 36 = 144 — 144 = 0. Le radici sono coincidenti, applicando
la formula risolutiva si ha x; = x; = 6. Applicando le formule per calcolare somma e
prodotto si ha x; +x, =12 e xq - xp = 36 da cui si conclude ugualmente che x; = x; = 6.

Esempio 4.9. Determina le radici dell’equazione x> + 2x — 15 = 0 senza applicare la formula
risolutiva, ma sfruttando la somma e il prodotto delle radici stesse.

Calcolo il discriminante A = 64, le radici sono reali. Esse hanno come somma f% =-2e
come prodotto & = —15.

Le coppie di interi che hanno per prodotto —15 sono (—3;5), (3;—5), (15, —1), (—15;1). Tra
tutte queste coppie 'unica che ha per somma —2 & la coppia (—5;3). Pertanto le soluzioni
dell’equazione sono x; = -5V x, = 3.

Esempio 4.10. Si determini la relazione che lega i coefficienti della generica equazione di
secondo grado alla somma dei reciproci delle radici.

Si vuole cioé esprimere Xi] + x% attraverso i coefficienti a, b, ¢ dell’equazione. Osserviamo
in via preliminare che tale somma e possibile con la condizione x; # 0 Ax; # 0 che implica
¢ #0. Si ha:

olo

1 1_X2+X1_—

X1 X2 X1 X2

b

<
a
Esempio 4.11. Si determini la relazione che lega i coefficienti della generica equazione di
secondo grado alla differenza delle radici

Poiché non abbiamo informazioni a priori su quale delle due soluzioni sia la maggiore,
calcoliamo il valore assoluto della differenza richiesta. Il calcolo diventa:

—b—VA —b+VA| | 2VA VA

2a 2a 2a a

X1 —xo| =
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4.4.1 Determinare due numeri conoscendone la somma e il prodotto

Consideriamo la generica equazione di secondo grado ax? + bx + ¢ = 0 nell’ipotesi in
cui ammetta soluzioni reali x; e x;. Essendo a # 0, & possibile dividere ambo i membri
per a, ottenendo: x? + %x—&- € =0. Datoches = x; +x = —% ep =1x1-xp = < siavra
x> —sx+p=0.

Tale equazione risolve quindi la classe di problemi del tipo: “determinare due numeri che
sommati danno s e moltiplicati danno p”.

Dall’equazione x> — sx +p = 0 discende che tali numeri esistono e sono reali se e solo se
A = s> —4p > 0ovvero se il quadrato della somma & maggiore o uguale al quadruplo del
loro prodotto.

Esempio 4.12. Determinare due numeri che sommati danno 12 e moltiplicati danno 35.
L’equazione che risolve il problema &: x? —12x + 35 = 0. Le soluzioni sono x; =5V xy = 7.

Esempio 4.13. Determinare due numeri che sommati danno 5 e moltiplicati danno 9.

L'equazione che risolve il problema &: x? —5x +9 = 0. Poiché A = s? —4p = 25—36 = —11,
I'equazione non ammette soluzioni reali e, di conseguenza, non esistono due numeri reali
aventi la somma e il prodotto richiesti.

4.5 Scomposizione del trinomio di secondo grado

Si consideri il trinomio di secondo grado: ax? + bx + c e sia ax’> + bx+c¢ =0 (con A > 0)
I'equazione associata a tale trinomio. Effettuiamo le seguenti operazioni:

si mette in evidenza a: ax? +bx+c = a (x2 + 2x + £)

si sostituiscono le relazioni trovate nel precedente paragrafo riguardo la somma e il
prodotto delle soluzioni x1 e xp: a (X2 + 2x + £) = a [x% — (x1 +x2)x +x1 - X]

si svolgono i calcoli nella parentesi quadra:

a {x2f(x1 +x2)x +x1 -xz} =a |:X2*X1X*X2X+X1 -xz};

si effettua il raccoglimento parziale e si ottiene:
2

a [x —X1X —X2X + X1 ~x2} =alx(x—=x1) =% (x—=x1)] = a(x—x1) (x —x2).

Sulla base del segno di A e possibile distinguere i casi illustrati in tabella:

Discriminante Soluzioni Scomposizione

Casol: A>0 X1 # Xp ax? +bx+c = alx—x7)(x —x2)
Casoll: A=0 X] = Xp ax? +bx+c = a(x —x1)?
CasolIll: A<O x1 % ¢ R ax?4+bx+c @irriducibile

Esempio 4.14. Scomporre in fattori seguenti trinomi.
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x2 —5x + 6.
54++25—-24
Calcolo le soluzioni dell’equazione x2 —5x 4 6 = 0, con soluzioni X1 = S —

cioe x; =2V xy = 3. Applicando la formula ottenuta nel I caso si ha:
x> —5x+6 = (x —2)(x — 3).

X2 —12x + 36.

Poiché A = 144 — 144 = 0 il trinomio & un quadrato del binomio e applicando la formula
ottenuta nel secondo caso si ha: x> — 12x + 36 = (x — 6).

2x% +3x +5.

Essendo il discriminante dell’equazione associata A = 9 —40 = —31, il trinomio &
irriducibile.

—5x? +2x + 1.

—2+v24 _ 1+V6
-1 —

Calcolo le radici dell’equazione associata —5x> +2x +1 = 0: x12 = 5

quindi x; = 1’5—‘/6 Vxp = 1+5—‘/6 e scrivo la scomposizione:

524+ 2x+1=— (x—l_\/g> <x—1+%>.

5 5

Esempio 4.15. Scrivere un’equazione di secondo grado che ammetta le seguenti soluzioni
X1 = % exp; =3.

Per quanto visto nel paragrafo, si ha: (x — 1) (x +3) = 0 da cui: x*> + 3x — 3x — 3 = 0 cioe:
X2 +5x — 3 = 0 ovvero: 2x2 +5x — 3 = 0.

U Osservazione Si vuole scomporre in fattori il trinomio m = 4x2 + 2x — 6, avente tutti
i coefficienti pari. Anche se osserviamo che tutti i suoi coefficienti sono pari, non possiamo
dividere per due, non essendo una equazione. Il polinomio m = 2x? + x — 3 & diverso da quello
assegnato, mentre le equazioni associate all'uno e all’altro sono equivalenti. Nel procedere alla
scomposizione possiamo usare l'equazione 2x> +x — 3 = 0 le cui radici sono: x; = —% Vxy =1
e operare la scomposizione del trinomio assegnato: p = 4x? +2x — 6 = 4 (x+ %) (x—1).

4.6 Equazioni parametriche

Definizione 4.2. Si definisce parametrica un’equazione i cui coefficienti dipendono da un
parametro.

L'equazione 3x? + (k — 1)x + (2 — 3k) = 0 & parametrica di secondo grado nell’incognita x
i suoi coefficienti dipendono dal valore del parametro k e quindi la natura e il segno delle sue
soluzioni dipendono da k.

In molti problemi di applicazione della matematica in situazioni reali in cui compare
un parametro, non interessa tanto determinare le soluzioni dell’equazione che formalizza
il problema, quanto sapere se le soluzioni hanno determinate caratteristiche. Sappiamo che
attraverso i coefficienti di un’equazione di secondo grado si possono determinare alcune
relazioni tra le sue soluzioni:
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soluzioni reali se A = b% —4ac > 0:
reali coincidenti se A =0,
reali distinte se A > 0;

la somma delle soluzioni & x; +xp, = —2;

a 7
il prodotto delle soluzioni e x; - xp = <.

Nell’equazione 3x? 4 (k — 1)x + (2 —3k) = 0si ha A = (k—1)? —12(2 — 3k) dipendente dal
parametro k. Dall’analisi del A si potranno dedurre quali condizioni deve verificare k affinché
esistano soluzioni reali. Dall’analisi di somma e prodotto x; +x; = — (kgl);vq “Xp = @

potremo stabilire il segno delle soluzioni reali ed altre caratteristiche delle soluzioni.

Esempio 4.16. Assegnata I'equazione (k + 1)x* + (2k + 3)x + k = 0 stabilire per quale valore
dik

a) l’equazione si riduce al primo grado;

b) l'equazione ammette soluzioni reali distinguendo i casi “soluzioni coincidenti” e “solu-
zioni distinte”;

¢) la somma delle soluzioni sia nulla determinando in tal caso le soluzioni.

Svolgimento guidato

a) l'equazione diventa di primo grado se il coefficiente a si annulla cioe k + 1 = 0 quindi
k = —1. In questo caso si ha una sola soluzione reale x = 1
b) studiamo il segno del discriminante: A = (2k + 3)2 —4k(k +1) > 0 da cui ricaviamo

42 +12k+9—4k* —4k >0 = 8k +9 > 0.

In questo caso se k = f% le soluzioni sono coincidenti, se k > f% le soluzioni sono reali

distinte, se invece k < —% non ci sono soluzioni reali;

¢) dalla formula ricaviamo xq +xy = — ((2 ]lff)) e quindi ponendo 2k + 3 = 0 si ha somma

nulla se k = —%. Il valore k = —% € minore di k = —%, pertanto non ci sono soluzioni

reali. Sostituendo k = —% l'equazione diventa x*> +3 = 0 — x* = —3 impossibile!

4.7 Problemi di secondo grado in una incognita

La risoluzione dei problemi
...serve ad acuire I'ingegno e a
dargli la facolta di penetrare
l'intera ragione di tutte le cose.

R. DESCARTES

Sappiamo che nel corso degli studi o nellattivita lavorativa possono presentarsi problemi
di diversa natura: di tipo economico, scientifico, sociale; possono riguardare insiemi numerici
o figure geometriche. La matematica ci puo aiutare a risolvere i problemi quando essi possono
essere tradotti in “forma matematica”, quando cioé ¢ possibile trascrivere in simboli le relazioni
che intercorrono tra le grandezze presenti nel problema e quando si puo costruire, tramite
queste relazioni, un modello matematico che ci permetta di raggiungere la soluzione al quesito.
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Affronteremo problemi di tipo algebrico o geometrico, che potranno essere formalizzati
attraverso equazioni di secondo grado in una sola incognita. Teniamo presente, prima di
buttarci nella risoluzione del problema, alcuni passi che ci aiuteranno a costruire il modello
matematico:

la lettura “attenta” del testo al fine di individuare I'ambiente del problema, le parole
chiave, i dati e le informazioni implicite, 1’obiettivo;

la scelta della grandezza incognita del problema, la descrizione dell’insieme in cui si
ricerca il suo valore, le condizioni che devono essere soddisfatte dall’incognita;

la traduzione in “forma matematica” delle relazioni che intercorrono tra i dati e I'obietti-
vo, cioe I'individuazione del modello matematico (equazione risolvente).

Dopo aver risolto I'equazione occorre confrontare la soluzione trovata con le condizioni poste
dal problema.

Problema 4.17. Determinate la misura della diagonale di un rettangolo avente il perimetro di
80m. e I'area di 375m?.

D C

A B

Dati: 2p = 80m, Area = 375m?.
Obiettivo: AC.

Soluzione AC = \/ AB +BC" per il teorema di Pitagora sul triangolo ABC.

Sono incognite le misura dei lati, quindi poniamo AB =xe BC =y conx >0ey > 0.
x+y =40
x-y =375
numeri nota la loro somma 40 e il loro prodotto 375. I numeri richiesti sono le soluzioni reali
positive dell’equazione t*> — 40t + 375 = 0 e precisamente t; = 15\ t; = 25.

Per come abbiamo disegnato la figura abbiamo quindi: AB = 25m; BC = 15m da cui

I1 problema si formalizza con il sistema: { che esprime la ricerca di due

C = \/AB*+BC’ = /850 = 5\/34m.

¢

Problema 4.18. Nel triangolo rettangolo ABC, rettangolo in C l'ipotenusa supera il cateto
maggiore CB di 2m la differenza tra i cateti € 23m. Determinare la misura del perimetro e
l'area di ABC.

Dati Obiettivo A
cE_ A2 &
CB—-—AC=23 C B

ACB = retto. Area.

Soluzione Osserva che 2p = AB +BC + AC e Area = @. Poni BC = x dai dati si ha
x > 0 essendo misura di un segmento

AB =x+2eAC=x-23con { x > 23 poiché AC deve essere positiva
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Essendo il triangolo rettangolo, i lati sono legati dal teorema di Pitagora quindi si deve
verificare: AB- = AC° + BC> — (x+2)2 = (x —23)2 + x2. Sviluppando i calcoli si ottiene
l'equazione risolvente di secondo grado, in forma canonica: x*> — 50x + 525 = 0 con A = 400.
L’equazione e determinata con il discriminante positivo, quindi esistono due soluzioni reali
distinte: x; = 15V xo = 35 entrambe positive. Ai fini del problema x; = 15 non & accettabile,
quindi il problema ha una sola soluzione e BC = 35 AB = 37 AC = 12. Conclusione:
2p = 35437 + 12 = 84m Area = 210m?.

¢

Problema 4.19. Un padre aveva 26 anni alla nascita del figlio; moltiplicando le eta attuali del
padre e del figlio si trova il triplo del quadrato dell’eta del figlio; calcolare le due eta.

Indichiamo con p I'eta attuale del padre e con f I’eta del figlio
Dati: p = f426; p - f = 32,
Obiettivo: f, p.

Soluzione 1dati permettono di impostare la relazione (f +26) - f = 3 - f che esprime il legame
tra le eta di oggi del padre e del figlio; siamo di fronte ad un’equazione di secondo grado
nell’incognita f. La soluzione dell’equazione deve essere espressa da un numero positivo
poiché esprime I'eta. Risolviamo l’equazione 2f> — 26 = 0 le cui soluzioni sono f; =0\ f, =
13. Per le condizioni poste la soluzione del problema & f = 13. Quindi oggi il figlio ha 13 anni
e il padre 39 anni.

¢

Problema 4.20. Un capitale di 25000 euro viene depositato in banca a un tasso di interesse
annuo c. Gli interessi maturati durante il primo anno non vengono ritirati. Nell’anno seguente
si investono sia il capitale sia gli interessi maturati a un tasso di interesse annuo aumentato
dello 0,5%. Alla fine dei due anni si ritira la somma di 26291, 10 euro. Calcola i tassi di
interesse praticati dalla banca.

Assumiamo come incognita c il tasso di interesse praticato il primo anno, espresso come
numero decimale e non in forma percentuale. Il tasso praticato nel secondo anno sara c + 0, 005.

Soluzione Alla fine del primo anno in banca rimane tra capitale e interessi
25000 + 25000 - ¢ = 25000(1 + c).

Nel secondo anno il tasso praticato & ¢ + 0,005 che va applicato alla somma 25000(1 + c).
Si ottiene quindi I'equazione

25000(1 + ¢)(1 4 ¢ + 0,005) = 26291, 10.

Moltiplicando le parentesi tonde si ha 25000(1, 005 + ¢ + 1,005¢ + c2) = 26291,10 e poi
dividendo per 25000 e ordinando otteniamo c2 +2,005¢ —0,046644 = 0 con soluzioni

—2,005 + v/4,020025 + 0, 186576  —2,005 + 2,051

Cl2 = 5 > =c1 =—2,028V ¢y, =0,023.

La soluzione c; & negativa e non accettabile. La risposta al problema & 0,023 cioe 2,3% il
primo anno e 2,8% il secondo anno.
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4.8 Lequazione diterzo grado, un po’ di storia

(questa descrizione credo sia da cambiare)

Problema: “Trovare un numero il cui cubo, insieme con due suoi quadrati e dieci volte il
numero stesso, dia come somma 20”.

Il problema enunciato venne posto da Giovanni Panormita, astronomo e filosofo alla corte
di Federico II, a Leonardo Pisano, detto Fibonacci, che ne tento la soluzione nella sua opera
Flos.

Con il linguaggio matematico attuale il problema si formalizza nell’equazione di terzo
grado x3 +2x? + 10x = 20 Fibonacci pervenne al valore approssimato x = 1,3688 come
soluzione al problema, senza indicare la via seguita per la sua determinazione. Pur tuttavia
egli riusci a dimostrare che le soluzioni di un’equazione di terzo grado non possono mai
esprimersi mediante radicali quadratici neanche se sovrapposti.

Solo tra il 1540 e il 1545, ad opera dei matematici italiani Niccolo Fontana, detto Tartaglia,
e Gerolamo Cardano, fu scoperta la formula risolutiva dell’equazione generale di terzo grado.

Cardano dimostra che ogni equazione di terzo grado ax® +bx? + cx + d = 0 & riconducibile

alla forma y3 + py + q = 0. Operando con la sostituzione x = y — % si ricava la formula

risolutiva:
Y / L / P ﬂ

da cui poi risale alla soluzione dell’equaz1one assegnata.

Esempio 4.21. Risolvere I’equazione: x3 4 3x? + 6x +5 = 0.

Operiamo la sostituzione x =y — % che in questo caso & x =y — 1 I'equazione diventa
(y—1P2+3y—172+6(y—1)+5=0ed eseguendo i calcoli si ha y¥+3y+1=0conp=3
e q = 1. Applicando la formula risolutiva si ha

3 1 1 3 1 1 3/v5—1 3/—v/5—1
y‘\/_2+V4+1+\/_2_\/4+ —¢ 2 +\/ 2
equindix:i/ﬁz_l—ki/_\/z_l—l.

Esempio 4.22. Risolvere I'equazione x*> = 15x + 4 applicando la formula di Cardano.
Notiamo che ¢ p = —15 e ¢ = —4 e dunque sotto la radice quadrata della formula si ha

(}%)3 + (%)2 = (=53 4+ (—2)2 =—121 pertanto non un numero reale, mentre & evidente la so-
luzione reale x = 4. Questa circostanza ha spinto il matematico Raffaele Bombelli, ad elaborare
nella sua opera “Algebra” del 1572, calcoli con radici quadrate di numeri negativi (numeri)
che troveranno una sistemazione coerente nella teoria dei numeri complessi sviluppata da
Fiedrich Gauss.

Vediamo come possiamo determinare 1'I.S. dell’equazione di Bombelli con le nostre cono-
scenze. Scriviamo 'equazione nella forma canonica p(x) =0 = x> —15x—4 =0 sappiamo che
uno zero intero & x = 4 dunque scomponiamo dividendo p(x) = x> — 15x — 4 per il binomio
x — 4. Potete verificare che si ottiene x> — 15x —4 = (x —4) - (x* +4x + 1) = 0 da cui, per la
legge di annullamento del prodotto,

X—4=0=x=4Vx?+4x+1=0= x5 = 2+ V3.
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Poco dopo la scoperta della formula risolutiva per le equazioni di terzo grado il matematico
italiano Ferrari trovo anche la formula per risolvere le equazioni di quarto grado. Le ricerche
per trovare la formula che risolvesse I'equazione di quinto grado furono invece vane, non
perché i matematici non furono abbastanza “ingegnosi” bensi per il fatto che, come dimostro
Galois non esistono formule che per mezzo di radici ed altre operazioni algebriche possano
risolvere le equazioni dal quinto grado in poi. In altre parole esistono solo formule per le
equazioni di secondo, terzo e quarto grado.

Oggigiorno, tuttavia, si preferisce non approfondire le applicazioni di queste formule. Si
usa applicare solo la formula risolutiva per le equazioni di secondo grado e per quelle di
grado superiore al secondo si applicano i metodi algebrici che vedremo solo parzialmente
in questo capitolo e che completeremo nel prossimo volume oppure si preferisce applicare
metodi di calcolo numerico che danno le soluzioni per approssimazioni successive.

4.9 Equazioni riconducibili al prodotto di due o piu fattori

In questo capitolo ci proponiamo di descrivere uno dei metodi algebrici per determinare
I'Insieme Soluzione di equazioni algebriche di grado superiore al secondo.

Ricordiamo che un’equazione algebrica si presenta nella forma p(x) = 0 dove p(x) & un
polinomio nella variabile x, di grado n, a coefficienti reali:

anX™ 4+ an 1 x™ .+ apx®+a;x+ag =0.

Esempio 4.23. Determinare le radici reali dell’equazione 4x3 + x> —4x — 1 = 0.
Scomponiamo in fattori il polinomio al primo membro mediante raccoglimento parziale:

pi) =4+~ —T=ax (= 1) + (= 1) = (¥ =1) (4x + 1),
Per la legge dell’annullamento del prodotto si ottiene
1
¥ —1=0Vix+1=0=x*-1=0=x =1V =ledxt1=0=x=—].

L’equazione ha dunque tre soluzioni reali distinte e I.S. = {—1;1; —% }.

. . .. . , . 2
Esempio 4.24. Determinare le radici reali dell’equazione fratta %iﬁ + 35 = 5x +3.
Riduciamo allo stesso denominatore

2x2 +5x + 3+ 2x3 +x% — 10x> — 15x% —5x —6x2 —9x — 3

2x+1)- (x+1) 0

Poniamo le Condizioni d’Esistenza x # f% Ax # —1. Eliminiamo il denominatore e
sommiamo i monomi simili; otteniamo un’equazione di terzo grado 8x* + 18x? + 9x = 0.
Scomponiamo in fattori il polinomio x - (8x? +18x +9) = 0. Per la legge di annullamento
x = 0V x?+18x+9 = 0. Risolvendo anche l’equazione di secondo grado con la formula
risolutiva si ottengono le soluzioni x; =0V x; = —% VX3 = —%.
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U Osservazione Si dimostra che un’equazione ammette tante soluzioni, che possono essere
reali e distinte, coincidenti o non reali, quante ne indica il suo grado.

Ricordiamo che uno zero di un polinomio ¢ il valore che assegnato alla variabile rende il
polinomio uguale a zero. L'obiettivo posto viene raggiunto ponendo il polinomio uguale a
zero, come nell’esempio seguente.

Esempio 4.25. Trovare gli zeri del seguente polinomio di terzo grado p(x) = x> — 7x* + 4x + 12.

Scriviamo 'equazione x> — 7x? + 4x + 12 = 0 e cerchiamo di scomporre con il metodo di
Ruffini. Sostituendo x = —1 si ottiene (—1)3 —7(—1)2+4(—1)+12 = —-1—-7—4+12 = 0.
Possiamo allora dividere il polinomio x> — 7x? + 4x + 12 = 0 per il binomio x + 1. Applicando
la regola di Ruffini si ha:

1 7 4 |12
1 1 ~12
{ 1 -8 12 \ //

1l polinomio si scompone in (x + 1)(x? — 8x + 12). Per la legge di annullamento del prodotto

x+1=0Vx*—8x+12 =0. L'equazione x + 1 = 0 da come soluzione x = —1. L’equazione
x2 —8x + 12 = 0 si puod risolvere con la formula risolutiva ridotta x; p = 4 £ /16 — 12 = 4 + 2.
Il polinomio assegnato ha tre zeri distinti x; = =1V x; =2V x3 = 6.

Altre tipologie di equazioni di grado superiore al Il saranno trattate il prossimo anno.

4.10 Sistemi di secondo grado

Ricordiamo che un sistema di equazioni non é altro che 1'insieme di pit1 equazioni con le
stesse incognite. L'insieme delle soluzioni ¢ dato dall'intersezione degli insiemi delle soluzioni
delle singole equazioni.

Definizione 4.3. Il grado di un sistema di equazioni, se le equazioni che formano il sistema sono
costituite da polinomi, ¢ dato dal prodotto dei gradi delle equazioni che lo compongono.

Esempio 4.26. Determinare il grado dei seguenti sistemi di equazioni

{ gfi;jgzi 0 entrambe le equazioni sono di primo grado; il sistema e di primo
grado;

2x—y =0 . . T .

2 6y?—9 = 0 la prima equazione & di primo grado, la seconda di secondo grado;

il sistema & di secondo grado;

x> +1y2=0
y=32-2x+6=0
quarto grado.

entrambe le equazioni sono di secondo grado; il sistema e di

I sistemi di secondo grado sono dunque composti da un’equazione di secondo grado e da
una di primo grado.
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4.10.1 Sistemi di secondo grado numerici

2x—y =0
X2 +6y*—9=0
Utilizziamo il metodo di sostituzione che abbiamo gia visto per i sistemi di primo grado.

Esempio 4.27. Risolvere il seguente sistema {

Ricaviamo una delle due incognite dall’equazione di primo grado e sostituiamo nell’e-
quazione di secondo grado:

y =2x N y =2x N y =2x )
x24+6-(2x)2—9=0 x24+24x2 -9 =0 25x2 -9 =0 "’

risolviamo 1’equazione di secondo grado in una sola incognita. Questa equazione & detta
equazione risolvente del sistema: 25x2—9=0=x; = —% Vxp = %

Si sostituiscono i valori trovati per la x nella equazione di primo grado per trovare i
valori corrispondenti della y. Le coppie (x1;y1) e (x2;Y2) se ci sono, si dicono soluzioni
del sistema.

_ __3 _ .3
{U—ZX :>{X1——5 \/{Xz—+53
y2=2-(3)

25x2 —9 =0 y1=2-(-2) =—¢ +6

(-962)

Le soluzioni del sistema possono essere
interpretate geometricamente come i punti
di intersezione tra la retta rappresentata dal-
I'equazione y = 2x e la curva rappresentata
dall’equazione x? + 6y> = 9. Con qualsiasi
software che disegni grafici inseriamo le due
equazioni e otteniamo la seguente figura. La
curva rappresentata dalla seconda equazione
e una ellisse; i punti A e B, intersezione tra
retta ed ellisse, corrispondono alle soluzioni
del sistema.

quindi con soluzioni

x—y=-2
X +y—3x—1=0
Isoliamo la y dell’equazione di primo grado e sostituiamo nell’equazione di secondo grado

y=x+2 N y=x+2
x2+(x+2)—3x—1=0 x2—2x+1=0

Esempio 4.28. Risolvere il seguente sistema: {

L’ equazione risolvente del sistema. x*> —2x + 1 = 0 ha il discriminante uguale a zero e due
soluzioni reali coincidenti: x; = x, = 1.
Il sistema ha due soluzioni reali coincidenti,

y=x+2 N x=1
X} —2x+1=0 y=1+2=3

quindi con soluzione (1; 3).
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Con qualsiasi software che disegni grafi- tra retta e parabola.
ci inseriamo le due equazioni e otteniamo la
seguente figura. La curva rappresentata dal-
la seconda equazione € una parabola.Le so-
luzioni del sistema possono allora essere in-
terpretate geometricamente come i punti di
incontro tra la retta rappresentata dall’equa-
zione Yy = x + 2 e la parabola rappresentata
dall’equazione y = —x? + 3x + 1. La soluzioni
saranno due punti reali coincidenti.

Questo punto & detto punto di tangenza

Esempio 4.29. Risolvere il nte sistema: Xyt =4

sempio 4.29. Risolvere il seguente sistema: Bx+ 4y = 12
Isoliamo y nell’equazione di primo grado e sostituiamola nell’equazione di secondo grado
y=—3x+3 . {y:—ix+3 :x{y:—ix—&-fs
24 (—3x+3)°—4=0 X4 P —3x+9—4=0 X2 —3x+5=0

Risolviamo l'equazione di secondo grado in una sola incognita %xz - %x +5=0e
verifichiamo che A = 8;1—1 — % e negativo, quindi ’equazione non ha soluzioni reali e I.S. = {).

1l sistema non ha soluzioni reali e si dice impossibile.

Le soluzioni del sistema possono essere
interpretate geometricamente come i punti di
incontro tra la retta rappresentata dall’equa-
zione y = —%x + 3 e la curva rappresentata
dall’equazione x> +y? = 4. Nella rappresen-
tazione grafica ottenuta con un software che
disegna grafici le figure geometriche ottenute
non hanno punti d’incontro. La curva rappre-
sentata dalla prima equazione & una circonfe-
renza; retta e circonferenza non hanno punti
di intersezione.

O Conclusione Un sistema di secondo grado, con equazione risolvente di secondo grado,
rappresenta sempre l'intersezione tra una retta e una curva di secondo grado (circonferenza,
parabola, ellisse o iperbole). Le soluzioni del sistema rappresentano i punti di incontro tra
retta e curva. In base al segno del discriminante dell’equazione risolvente abbiamo:

A > 0 le soluzioni del sistema sono le coordinate di due punti distinti;
A = 0 le soluzioni del sistema sono le coordinate di due punti coincidenti;
A < 0 il sistema non ha soluzioni reali. Retta e curva non hanno punti in comune.
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A>0 A A<O

Il
o

Se I'equazione risolvente risulta essere una equazione di primo grado o una uguaglianza
vera o falsa, allora:

se si ottiene una uguaglianza vera, il sistema ¢ indeterminato;

se si ottiene una uguaglianza falsa il sistema e impossibile;

se I'equazione risolvente & di primo grado determinata, da essa si ricava il valore
dell’incognita e si sostituisce tale valore nell’altra equazione. Il sistema ha una sola
soluzione (in questo caso non si parla di due soluzioni coincidenti, come nel caso
precedente di A = 0).

x> —y2=0
x+y=0
Isoliamo la y dell’equazione di primo grado e sostituiamo nell’equazione di secondo

grado.
Yy=-x Yy=-x Yy=-x
{ x2—(—x)?=0 :>{ x> —x2=0 :>{ 0=0
Lequazione risolvente del sistema in questo caso € una identita (uguaglianza vera) e tutte
le coppie formate da numeri opposti (la prima equazione ci vincola ad avere y = —x ) sono

soluzioni del sistema: Vk € R = LS. = (k; —k). Il sistema ha infinite coppie di numeri reali
che lo soddisfano e si dice indeterminato.

Esempio 4.30. Risolvere il sistema {

La figura & quella che otteniamo se inse-
riamo le due equazioni in un software che
disegna funzioni. La curva di secondo grado
e formata dalle duerettex +y=0ex—y =0
e la seconda equazione rappresenta la retta a
che si sovrappone alla precedente.

é =
Esempio 4.31. Risolvere il sistema { )2(;( j_lsz 7(11

Isoliamo la y dell’equazione di primo grado e sostituiamo nell’equazione di secondo grado

__3 3 3
9—_2X y:—jx {y:—zx
= =
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L’equazione risolvente del sistema —%xz

impossibile.

= 4 non ha soluzioni, quindi il sistema &

La figura ¢ quella che otteniamo se inse-
riamo le due equazioni in un software che
disegna il grafico delle funzioni. L'equazione
di secondo grado rappresenta una curva detta
iperbole e la seconda equazione rappresenta
la retta; vediamo che curva e retta non hanno
punti di intersezione.

Esempio 4.32. Risolvere il sistema { x .
—x+y=-1

Isoliamo la y dell’equazione di primo grado e sostituiamo nell’equazione di secondo grado

y=x—1 N y=x—1 N y=x-—1
x2—(x—1)2—4=0 x2—x242x—1—-4=0 2x =5

L'equazione risolvente del sistema in questo caso € I'equazione di primo grado 2x —5 =0,
la cui soluzione & x = 3. Si sostituisce il valore trovato nell’altra equazione e troviamo la
soluzione del sistema che in questo caso & unica:

y=x—1 X
{ 2x =5 :{ Y

5

La figura e quella che otteniamo se inse-
riamo le due equazioni in un applicativo che
disegna il grafico di funzioni. L'equazione di
secondo grado rappresenta una curva detta
iperbole e la seconda equazione rappresenta
una retta; vediamo che curva e retta hanno un
solo punto di intersezione.

Il
[SI[¢; 819

3
-1=3

quindi con soluzione

4.11 Sistemi simmetrici

Un sistema di due equazioni in due incognite si dice simmetrico se non cambia scambiando
le incognite.
Per esempio, nel sistema
x+y=1
{ X2 4+y2+3xy+5=0
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se scambiamo la x con la y otteniamo

y+x=1
Y2 +x2+3yx+5=0

che ¢ identico al precedente.
Risolviamo il sistema, le soluzioni sono

{ X1 v { X2
Yy =3 Yo =2
e come si pud notare x e y vengono scambiate anche nella soluzione.
In generale se il sistema & simmetrico trovata una coppia soluzione (a;b) I'altra & (b; a).

4.11.1 Sistemi simmetrici di secondo grado

X+y=s

Il sistema simmetrico fondamentale & del tipo { < esso risolve il problema di

trovare due numeri, nota la loro somma e il loro prodotto.

Ricordiamo che nell’equazione di secondo grado x2 +bx + ¢ = 0, la somma delle radici
& —b, mentre il prodotto e c. Pertanto, basta risolvere la seguente equazione, detta equazione
risolvente: t> —st+p =0cons=—-bep =c.

In base al segno del discriminante abbiamo:

A > 0l’equazione risolvente ha due soluzioni distinte t; e tp, le soluzioni del sistema

x1 =t =t
sono:{ 1 1 \/{Xz 2
Yy =1t Yo =14

A = 0 ’equazione risolvente ha radici coincidenti t; = tp, le soluzioni del sistema sono:

{ X1 =14 \/{ Xy =1
Y=t Y=t

A < 01’equazione non ammette soluzioni reali. Il sistema € impossibile.

x+y=>5

Esempio 4.33. Risolvere il seguente sistema { Xy =4

L’equazione risolvente & t2—5t+4=01Ie

8
cui soluzioni sono: t; =1V t, =4. }\
Le soluzioni del sistema sono le seguenti: 4

3

2

1

X1:1 X2:4
Vv
{y1=4 {yzzl

A(l1;4)

4;1)
O >
4320 12 3 4 5\6X

Possiamo interpretare i risultati ottenu- —1
ti nel piano cartesiano: la retta di equazio- —2
ne x +y = 5 interseca l'iperbole equilatera 3
xy = 4 nei due punti A(1;4) e B(4;1). 4
: : . =1
Esempio 4.34. Risolvere il seguente sistema { ;j} 4
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L’equazione risolvente &
tP—t+4=0

con il discriminante negativo e dunque senza
soluzioni reali. Il sistema e impossibile.

Possiamo interpretare i risultati ottenuti
nel piano cartesiano: la retta di equazione
x+y = 1 non interseca l'iperbole equilatera
xy =4.

Esempio 4.35. Risolvere il seguente sistema { i

L’equazione risolvente e 2—2t+1=01Ie
cui soluzioni sono: t; =t, = 1.
Il sistema ha due soluzioni coincidenti:

X1:1 X2:1
V
{y1=1 {9221

Possiamo interpretare i risultati ottenuti
nel piano cartesiano: la retta di equazione
x+Yy = 2 e tangente all'iperbole equilatera
xy = 1 nel punto (1;1).

83
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4.12 Esercizi

4.12.1

Esercizi dei singoli paragrafi

Capitolo 4. Equazioni di secondo grado

4.1 (*). Risolvi le seguenti equazioni di secondo grado pure.

x2—1=0 [.]
x2 = % [..]
2x2—-32=0 X1 =+4Vx, = —4]
x2—25=0 [.]
16x2 =1 ...
3x24+3=0 [0
x2—9=0 [.]
25 = 9x?2 [.]
x2—-3=0 [x1 =V3Vxy =—V3]
x2+36=0 ...
4-x2=0 [..]
x24+4=0 0]

4.2 (*). Risolvi le seguenti equazioni di secondo grado spurie.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
j)
k)
1)

4.2 Risoluzione di un’equazione completa

x> —3x=0 [...]
3x? —2x =0 [x1=0Vx, =3]
7x2 +2x =0 [x1 =0V x =—3]
x24+2x =0 [..]
x2+5x =0 [x1 =0V xy =—5]
X2 —x=0 ]
18x2 —36x =0 X1 =0Vxy =2]
22 +6x =0 ...
1000x —2000x* =0 [x1 =0V x = 3]
%2 +16x =0 [...]
6X2:5X [x1:0\/x2:%]
5x = 25x? [...]

w)
X)

x2 =49 ...
4-9x> =0 ...
5x2—3=0 [x10 = 245
4x* -9 =0 ...
9x2 —25=10 (...
6x2 =0 [x12 = 0]
2x2—-1=0 ...
4x2+16=0 [.]
1+x? =50 [x1,, = 7]
3x2—-1=0 ...
27x%> -3 =0 ...
7x* =28 [x1,, = +2]
3x2 —2x = 4x X1 =0Vxy=2]
81x% = 9x ...
0,1x2—0,5x =0 X1 =0V xy =5
7x2—2x =0 [.]
0,5x*+0,1x =0 [x1 =0Vx, =—0,2]
X2+ Ix=0 [.]
%xz =—-2x [xl =0Vxp = f%]
Ix—22—x=2 Xy =0V xy =6
x24+2x =0 [xl—O\/xz_— 2]
%xf%ﬂ:o [x1 =0V xy =2]

(3x —2)2 —4 = 6x2
5v2x2 —22x =0

[X1 ZO\/XZ 24}
[Xl ZO\/X2 = %]

4.3 (*). Risolvi le seguenti equazioni di secondo grado complete.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

x2—5x+6=0 X1 =2V xy =3
x24+x—20=0 X1 = —5Vx, =4]
22— 6x—6=0 [xm - M}
x?—3x+6=0 0]
X2+ x+42=0 [x;=—6Vxy=7
—x2+10x—25=0 X1 =xp = 5]

—2X%2+7x—5=0
3X24+2x—1=0 [x=-1Vx =

i)
j)
k)

2x2 —Bx—1=0 [Xl,z = \/gﬂi\/ﬁ}
x2—23x—4=0 {xm:\/gj:ﬁ}
x2—3x—2=0 {X1’2:3ia/ﬁ}
2x2—B5x—1=0 [xl = —V2Vxy = 37
I —x+3=0 [;y=-3Vxp=13]
—%xz—ﬁ—%x—zl—O:O xlz%\/xzz%]
X2 +4x—7=0 (0]
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p) ¥ —5x+3=0 {Xu:& 13 r) xX2—4x—9=0 [x12 =2+/13

s) x*+6x—2=0

[0] [xl,z — 3+ m}

q) ¥*—4x+9=0

4.4 (*). Risolvile seguenti equazioni di secondo grado complete.

a) x2—3x—3 =0 ap =3B 6) (45 =5(4x+5) b =0Vx =10
b) 2X —3x+1=0 [Xlzl\/XZ:%] g) (X;z)(372X)ZX*2[X1:1\/7(12:‘:;2]
c) éxzfgxflzo [x1 =1Vx =—3] h) 3x*—=2x—-2=0 {XlZ:i}
d) 3x24+x—-2=0 [x1=-1Vx = 3] i) x¥*+6x—3=0 (X1 = —3£2V3]
e) 3x2—3%x—1=0 [xLz:L%ﬁ} j) 4x*—8x+3=0 [xi=3Vx=3]

4.5 (*). Risolvi, applicando quando possibile la formula ridotta o ridottissima.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g) 3

40x 4+ 80x —30 =0 {xm: %ﬁ] h)
5x2 —4x+1=0 (0] i)
52 —4x—9=0 [ =-1Vxpx=%] )
Pex—F=0  |up==E k)
62 —4x—2=0 [x=1Vxp =—1] b
ZX —4x+2=0 [x1:2\/x2:%] ?;
—6x+6=0  [xq=3Vxy=3]

x2—6x+1=0

3x2—12x—3=0
7x2 —6x+8 =0

{Xl,Z =3+ 2\/2}
[X1,2 =2+ \/ﬂ
[0]

4.6 (*). Risolvi le seguenti equazioni di secondo grado.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

3x—x2=x2+3(x—2) [x12==+V3] g)

2x-Dlx+1) =2 [ap=+v2] h)

(2x —1)(4 —x) —11x = (1 —x)? [0] i)

2% = x + %% — (x 4+ v/X) (x — v/X) [..] 3

(x —3)2 =9 —6x ] J
]

X2 529 k)

4.7 (*). Risolvi le seguenti equazioni di secondo grado.

a)
b)

c)
d)

e)
f)
g)
h)
i)
j)

x(1—5x)=[3—

92 +12x+1=0

%2 (B3x+3)* =

(3x )(f )—2x—1

(3x —2)2+ (5x —1)2 = (3x —2)(5x — 1)
(x—2P3—1=x3+12x—11
(2+5x)x— (x> —1)
(x+1)3 = (x4+2)2 = 2oL

(x+2)3 +4x2 = (x—2)°+16
3(x+ﬁ)2—18(x+ﬁ)+27=o
(4 —3x)3 4+ 27x3 = 64 + 24x

3x2—18x+27 =0 (X102 =3]

x> —12x+4=0 [x12 = 2]

42 -32x+16=0 [x1p =4+2V3]

3x2+10x+20=0 [0]

(2x —3)(2x+3) =27 [x1 = £3]

X842 gy (0]

(x—22—x3 =x2—4 {X 6:|:%ﬁ}
12

(x 21) _2x3—5 ——%X 3 0]

2—x)3—(2—x)* == (1)

vz = =254

1 =-1Vx =—3]

[1=-1Vx=-7]

(0]

[Xl,Z = :tl

{Xl,Z _ &i/ﬁ_

[x1 =x2 =0]

[Xl 2 =3— \[
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2
k) (5 %) (X+1)2 [a=—3Vx=—7]
1) (VAx+1)+ (V3x—1)2 —3(+/3bx+1)(v3x —1) = 0 [xm:i\/ﬂ
(2x+1)(x=2) | ( +\@)( —V5) _ (x—1)? +
m) X ) _|_x X _ x6 {X1,2:1 g/ﬁ}
n) (3x+1)° = (3 1)(x+U (12 = 2]
2 2
0) (3x51) _a 52X) +3X(7é 1) + (1+3X) =0 (0]
p) fx +1= (7 \[)X [...]
q) Bx—1)%+(2x+1)2=(Bx—1)(2x+1) (0]
r) (x+1)4—(x+1)3 x3(x +4) —x(x+1)> +3x [x1 =0Vxp = 2]
s) (324174238 = (32 —1)° + L(x+1)3 4 3x4 [xlz = =3 141}
6 g2 g [ (crg)] +4(x—3) (x4 g) +3=0 (1 =0Vx; = 3]
u) 2-3x)2—1=8(1—-2x)+(2x+1)?2—1 [x12 = £1]
v) x2+(\/§—ﬁ)>c—\/6=0 [X1=—\/§\/Xz—+\/§}
4.3 Equazioni numeriche frazionarie
4.8 (*). Determina l'Insieme Soluzione delle seguenti equazioni fratte.
a)§§2:§(2 1 =-3Vx=1 h) Z5=: [x12 =1+5]
°) 1;X :1 EA Pa2=1] i) 2?1 2x>351 6[X1 =—1Vx; =—}]
C) X = Xijrr% — [m ]) 18:2);2 + 3—x — Ix X12 [m
x _ x+2 _ _ 6 1 _
d) 23*x12 +11 [x; =0V xy =6] k) I 12X+4+3x7% =0 [...]
e) 17X +2=0 b=-1 V";ﬂ—\/%z} ) x—1— Ly = 6 0]
f) X2%9 + 2X):6 :3 1 |:X1/2 2 m) T:% x2 X5Xl+6 43:2;( =0 [X - - }
8) X3=2-1% @ n)23-4421=0 [xp=3+V10

4.9 (*). Determina I'Insieme Soluzione delle seguenti equazioni fratte.

a) 3 I T ix X1 =1Vxp =53]
b) s e~ = w2 by =—19Vx, = 2]
c) 6 a6 g =—3Vxy =2
d) Tty =0 12 =—1]
e)3(x—3)+527=10 [..]
B =i =00 = 32
g) x2+1x72 - x3721xz+x 3x2173x [X1,2 = _% Vixp = 4]
h) 2x1—4 - XL-H - % = xz—Cl’)x+2 [X = %]
) o g =0 [x1=-2Vxy = ]
j) x2::+3 92 T xzi;?JrB =—3% [x1=-5Vx=—3]
k) (3x36)2 - (3§<:64]4 =0 [x=%]
4.10 (*). E vero che inR le equazioniy +3x2 = +23X2 i eXLZ)Z‘szXi 1 il = X%H sono

equivalenti?
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x 4 2x—2

T—3 T X441 0 valel

4.11 (*). Verifica che il prodotto delle soluzioni dell’equazione

4.12 (*). Sull’asse reale rappresenta il Dominio e I'Insieme Soluzione dell’equazione *2 =

2+ 25

4.13 (*). Stabilisci se esiste qualche numero reale per cui la somma delle due frazioni f; = %

efy = Xt 2 uguale af

4x + 1—x _ 14x

4.14 (*). E vero che I'espressioneE = non assume mai il valore—1?

1—x2 1+x 1—x

3.5 - Relazioni tra soluzioni e coefficienti

4.4 Relazioni tra soluzioni e coefficienti
4.15. Completare la seguente tabella.

Equazione Discriminante I.S. Cc R? X1+ %2 X1 X2

5x24+2x—1=0 A=.....

—3x24+1=0 A=......

6x2+7x =0 A=......

—x24+x—1=0 A=......

> +2x+1=0 A=......

2% —7x+1=0 A=......

4.16. Senza risolvere le equazioni determina somma e prodotto dello loro radici.

a) x> +4ax+a=0 d) 3v3x% —6V3x+2=0:
b) 2%2 —/2x+1=0 e) V2x2 + (V3—V2)x+4 =0:
c) 2x2+6kx+3k2 =0 f) (VB+V3)x2—(V5—V3)x+1=0

4.17. Dell’equazione 3v/2x? — 5x + /2 = 0 & nota la radicex; = % senza risolvere 'equazione
determinare 'altra radice.

4.18. Si determini la relazione che lega i coefficienti della generica equazione di secondo
grado alla somma dei quadrati delle radici. Si vuole esprimere, attraverso i coefficientea,b,c
dell’equazione la quantitax? + x3 Si tenga presente la seguente identitax? +x3 = (x; +x2)% —
2X1X2

4.19. Senza risolvere le equazioni 5x2 + 2x — 1 = 0—x? + x — 1 = 02x?> — 7x + 1 = 0 stabilisci
quale ha come soluzioni due numeri reali positivi e quale due numeri reali reciproci.

4.20. Un’equazione di secondo grado ha il primo coefficiente uguale af% sapendo che

I'insieme soluzione el.S. = {—% ; \@} determinate i suoi coefficientib ec

4.21. Dell’equazione ax? + bx + ¢ = 0 la somma delle soluzioni €& e una soluzione &x; = 3,2

determinarex,

4.22. Determinate i coefficienti a, b, ¢ di un’equazione di secondo grado sapendo chex; =
1— /2, il prodotto delle soluzioni &—1 e la somma del secondo con il terzo coefficiente &9
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4.23. Determinate i coefficientib ec dell’equazione x + bx + ¢ = 0 sapendo che una radice &
tripla dell’altra e la loro somma & 20.

4.24 (*). Dopo aver completato la discussione dell’equazione parametricaXt} 4 2=l

b1 " x+1
3x%+2—bx : : . _
BxTb_1—x- determina se esiste qualche valore del parametro per cuix; +x2 = x1 - X2
4.25. Determina, se possibile, due numeri aventi somma e prodotto indicati.

a) s=3ep=>5 c) s=—3ep=-8
b) s=7ep=2 d) s=-5ep=4

4.26. Determina, se possibile, due numeri aventi somma e prodotto indicati.

:%ep:% C)S:\ﬁ—lep:6
ep=2 d)s:(H—lep:a2

4.27. Scrivi un’equazione di secondo grado che ammette come radici le soluzioni indicate.

a) xy;=—-2Vxp,=5 d) Xl:Z\/xZ:%
b) xy =7Vxp =2 e) x1=v2Vx =5
) xi=—3V=ji £) =152 vx, =152

4.28. Nell’equazione 2x? + 6kx + 3k? = 0 determinare i valori dik per cui tra le radici reali
distinte sussista la relazionex; + x; = x1 - X2

4.29. Determinate il perimetro del rombo aventearea = 24m?, sapendo che la somma delle
misure delle sue diagonali €14m

4.30. Costruire i due triangoli isosceli aventiarea = 120m? sapendo che 31m & la somma delle
misure della base con 'altezza.

4.31. 1l triangolo rettangoloABC ha l'ipotenusaAC di40cm e l'altezza BH ad essa relativa
dil9, 2cm Determinate la misura delle proiezioni dei cateti sull’ipotenusa.

4.5 Scomposizione del trinomio di secondo grado

4.32 (*). Scomponi in fattori i seguenti trinomi di secondo grado.

a) x%—5x—14 (x+2)(x=7)]  g) 4*—9x+2 [4(x—2) (x — 1)]
b) 2x*> +6x—8 2(x —1)(x +4)] h) 2x2—|—2x—% L..]
o) 3¢+ Fx—9  [B(x—3)(x—6)]  i)3x2+5x—2 3(x—1) (x+2)]
d) —2x*+7x +4 L) 4x® —24x+20 [...]
e) 4% +4x—15 [4(x=3) (x+3)] k) 22—4x—1 2(x—2) (x+4)]
f) 3x2+3x—6 [...] ]

1) %xz—k%x—% [...

4.33 (*). Scomponi in fattori i seguenti trinomi di secondo grado.

a) 3x2—6x—12 [B(x—1—+V5) (x—1+V5)]
b) 2x> —8x +2 (...
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by 19102
d) =3 —3x—% {—%(x—l—ﬁ’v—%) (x+3+§)}

4.34 (*). Data l'equazione x*> —2x — k = 0 determinarek in modo che

a) le soluzioni siano reali e distinte (A > 0)

b) la somma delle soluzioni sial0 (xq + x, = 10)

c¢) il prodotto delle soluzioni sial0 (x; - xp = 10)

d) una soluzione sia uguale a0  (sostituire0 allax);

e) le radici siano opposte  (xq +x, =0)

f) leradici siano reciproche  (x;-xp =1)

g) le radici siano coincidenti (A =0)

h) la somma dei quadrati delle radici sial2 (X% + x% = (x1+%2)% —2x1%p = 12)

i) la somma dei reciproci delle radici sia—4 (%1 + x% = XQ;’;Z = —4)
j) la somma dei cubi delle radici sial
(X% + Xg = (x1+ X2)3 - 37‘%7(2 - 3X1X% =(x1+ X2)3 —3x1%2(x1 +x2) = 1)
k) le radici siano entrambe negative ({ x1:x2 >0 >
X1+%x <0
[ak>-1, b)d, c)k=-10, d)k=0, e)h flk=-1, g k=-1,
hk=4, k=31 jk=-I K0

4.35 (*). Data I'equazione x> —kx — 1 = 0 determinarek in modo che

a) le soluzioni siano coincidenti;
b) la somma delle radici sia8

¢) le radici siano opposte;

d) una radice sia—%

e) il prodotto delle radici sia—1

4.36 (*). Data l'equazione x> + (k + 1)x + k = 0 determinatek affinché I’equazione

a) abbia una soluzione sia uguale a zero;

b) abbia soluzioni opposte;

¢) non abbia soluzioni reali;

d) abbia le radici reciproche;

e) abbia le radici positive (regola di Cartesio).

4.37 (*). Data l'equazione x*> — kx + 6 = 0 determinatek affinché

a) abbia la somma delle radici uguale a7
b) abbia le radici reali e opposte;
c) abbia la somma dei reciproci delle radici uguale a—6

d) abbia una radice uguale a—%
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4.38 (*). Data l'equazione x? + (k + 1)x + k? = 0 determinarek affinché

a) abbia come soluzione—1
b) abbia una soluzione doppia(x; = x»)
¢) abbia le radici reciproche;

d) abbia una radice I'opposto della reciproca dell’altra (x1 = _x% —X]Xp = —1)
e) abbia una radice nulla.

[@k=0Vk=1 bk=-IVk=1 ck==%1, d)0 e k=0
4.39 (*). Data l'equazione kx? — 2kx + k — 2 = 0 determinarek affinché

a) abbia una radice nulla;

b) abbia la somma dei reciproci delle radici uguale al

c) abbia la somma dei quadrati delle radici uguale a4

d) abbia la somma delle radici che superi di5 il loro prodotto.

[@k=2 bk=-2 ¢ k=2 dk=1]

4.40 (*). Datal’equazione x(x —a) = g—fz‘ determinatea affinché:

a)xg =1, g) le soluzioni siano reali e distinte;
b) l'equazione sia di primo grado; h) T'equazione sia spuria;

c) x1 =1/xp; i) X:l)’—FX%:O;

d) x1 +x =2-x1%xp; j) le soluzioni siano reali e discordi;
e) x{+x3=0; k) 1/x3+1/x3 =1;

f) x1 +%x2 = —x1%2;

[Wa=-14v2, b0, Ja=-1, dao==255 ¢, 10

4.41 (*). Datal'equazione kx? — (2k + 1)x + k — 5 = 0 determinare il valore di k per il quale:

a) l’equazione abbia soluzioni reali; g) x1 =1/xy;

b) x1xp = —2; h) x; = —1/x2;

) x1+x=1; i) x%—i—x%:él;

d) x1 =-2; j) le radici siano concordi;

e) X1 = —Xo; k) le radici siano entrambe negative;
£) 1/x1+1/x2 =3; 1) x1 +x2 = —x1%2.

[ak>—4, blk=3, c)k=—Inonaccettabile, d)k=31, e)k=—Inonaccettabile,

)
flk=16, g)0, i)k:%, i) —4 <k<O0Vk>5 k) —4 <k<0}
4.42. Per quale valore dik € R 'equazione kx> —x + k = 0 non ammette soluzioni reali?

k<—%Vk>+% —%<k<% k<—%\/k>% D] -

1
k<3
2

NI+~
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4.43. Per quale valore dik € R 'equazione x> + (k —2)x + 1 = 0 ammette due soluzioni reali

e distinte?

k>4

B] k=0Vvk=4

0<k<4

D] k<0Vk>4

4.44. Per quale valore dik 'equazione (k — 1)x% + kx + (k4 1) = 0 ha una soluzione nulla?

k=1 [B] k=-1

k=0

@ nessun valore di k

4.45. Per quale valore dik I'equazione kx? + %x +1 = 0 ha due soluzioni identiche?

E k= 11—6 k=2 @ nesssun valore di k

4.46. Per quale valore dik 'equazione (k + 3)x? — 2x + k = 0 ammette due soluzioni recipro-

che?

k=0 [B] k=-3

qualsiasi valore di k

@ nesssun valore di k

4.47. Per quale valore dik I'equazione (k +1)x*> — kx — 4 = 0 ha una soluzione uguale a2?

k=4 [B] k=-2

k=0 [D] k=-1

4.48. Se l'equazione (k + 1)x?> — kx —4 = 0 ha una soluzione uguale a2 quanto vale l’altra

soluzione?

x=0 E x=-2

4.7 Problemi di secondo grado in una
incognita

4.49 (*). Il quadrato di un numero reale supe-
ra la meta del numero stesso di 5 Determina i
numeri reali che rendono vera la proposizione
enunciata. [—2; 5/2]

4.50 (*). I prodotto della meta di un nume-
ro relativo con il suo successivo & 666 Quali
numeri verificano questa proprieta? [36; —37]

4.51. Trova un numero positivo che addizio-
nato al proprio quadrato dia come somma 156

[...]

4.52. Un numero addizionato al quadrato del-
la sua meta, da come risultato 120 Trova il
numero. [.]

4.53. Verifica che non esiste alcun numero rea-
le tale che il quadrato del suo doppio uguagli
la differenza tra il triplo del suo quadrato e il
quadrato della somma del numero con 3 [...]

x:% @ x=2

4.54 (*). Due numeri naturali hanno rappor-
to 2/3 e somma dei loro quadrati 3757 Indivi-
dua i numeri che verificano questa proprieta.
(51; 34]

4.55 (*). La somma dei quadrati di due nu-
meri pari consecutivi € 580 Quali sono i due
numeri? (16; 18]

4.56 (*). Di due numeri naturali consecutivi
si sa che la somma dei loro reciproci & 9/20
Quali sono i due numeri? [4; 5]

4.57 (*). Di cinque numeri interi consecuti-
vi si sa che la differenza tra il quadrato della
somma degli ultimi due numeri e la somma
dei quadrati dei primi tre & 702 Qual ¢ il pit
piccolo di questi numeri? (17]

4.58 (*). La somma delle eta di un padre con
quella del figlio e 34 Sapendo che l'eta del pa-
dre aumentata di 8 anni da il quadrato dell’eta
del figlio, trovare le due eta. [28; 6]
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4.59 (*). Determina due numeri naturali sa-
pendo che la somma tra il doppio del minore
ed il triplo del maggiore & 42 e che il rappor-
to tra la loro somma e il loro prodotto & 5/12
[3; 12]

4.60 (*). Trova l’eta di una persona sapendo
che fra tre anni la sua eta sara uguale al qua-
drato della quinta parte dell’eta che aveva tre
anni fa. (33]

4.61 (*). Trova due numeri pari consecutivi
tali che la somma del quadrato del minore con
il loro prodotto sia 544 (16; 18]

4.62 (*). Trova due numeri naturali sapendo
che il minore supera di 2 la terza parte del
maggiore e che il quadrato del maggiore su-
pera di 68 il quadrato del doppio del minore.
[8; 18]

4.63 (*). Da un segmento di 25cm ne voglia-
mo ottenere due in modo che la somma dei
loro quadrati sia 337 [9; 16]

4.64 (*). In una frazione il numeratore e il de-
nominatore hanno somma 14, mentre la som-
ma dei loro quadrati € 106 Qual ¢ la frazione?
[5/9; 9/5]

4.65 (*). Da un cartoncino rettangolare
( ABCD, come in figura) si vuole ritagliare
un quadrato ( DEFG) in modo che le due par-
ti ottenute siano equivalenti. Determinare
la misura del lato del quadrato sapendo che
EC = 6cm eAG = 4cm

E
D C
G
A B

[...]

4.66 (*). Un terreno a forma rettangola-
re di6016m? viene recintato con un muro
lungo 350m Quali sono le dimensioni del
rettangolo? (47; 128]

Capitolo 4. Equazioni di secondo grado

4.67 (*). Determinare sul segmento AB di
misura 5m un punto P tale che il rettango-
lo delle due parti sia equivalente al quadra-
to di lato 2m Rappresenta con un disegno le
soluzioni. [lcm; 4cm)

4.68 (*). Calcolare perimetro e area del trian-
golo ABC isoscele sulla base AB sapen-
do che la differenza tra la base e l'altez-
za ad essa relativa & 0,5m e tale & anche
la differenza tra il lato CB e la base stessa.
[2p = 25m; A = 30m?]

4.69 (*). La superficie del rettangolo ABCD
supera di 119m? la superficie del quadrato
costruito sul lato minore AD Determinare il
perimetro e la misura della diagonale sapendo
che i 7/10 del lato maggiore AB sono uguali
ai 12/5 del lato minore. [2p = 62m; d = 25m]

4.70 (*). Nel trapezio rettangolo ABCD, il rap-
porto tra la base maggiore AB e la base mi-
nore CD e 8/5, il lato obliquo forma con AB
un angolo di45° Determinare il perimetro

sapendo che l'area €312m? |2p = 64 + 12\@}

4.71 (*). Determina il perimetro di un rom-
bo che ha l'area di24m? e il rapporto tra le
diagonali 4/3 [40m]

4.72 (*). Un rettangolo ABCD ha il perime-
tro di 48cm e l'area dil28cm? A una certa
distanzax dal vertice A sui due lati AD e AB
si prendono rispettivamente i punti P eQ Alla
stessa distanzax dal vertice C sui lati CB e CD
si prendono rispettivamente i puntiR eS Sa-
pendo che il rapporto tra 'area del rettan-
golo ABCD e l'area del quadrilatero PQRS
€ 32/23 calcola la distanzax [6cm]

4.73. Un trapezio rettangolo ha la base minore
di 9junitem, l'altezza i 2/9 della base maggio-
re e 'area di20 + 9v/2cm? Determina la misura
della base maggiore. [...]

4.74 (*). Da un quadrato di 32cm di lato ven-
gono ritagliati due triangoli rettangoli come
descritti in figura. Calcola la misura dix, infe-
riore alla meta del lato del quadrato, in modo



Sezione 4.12. Esercizi

che l’area totale dei due triangoli evidenziati
sia pari a 344cm?

3x

[...]

4.75 (*). Il rettangolo ABCD ha l'area
di 558cm? e il lato DC dil8cm Lo si vuole
trasformare in un nuovo rettangolo AEFG ac-
corciando l'altezza di una quantita 5x e al-
lungando la base di una quantita 4x in modo
che il nuovo rettangolo AEFG che abbia 1’area

4.10 Sistemi di secondo grado
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di 228cm? . Determina la quantitax necessaria
a compiere la trasformazione richiesta. [5cm]

4.76. Un trapezio isoscele di area 144cm? ha la
base maggiore che supera di 10cm la base mi-
nore che a sua volta supera di 10cm l'altezza.
Determina il perimetro del trapezio. [..]

4.77 (*). La piramide di Cheope & a base
quadrata ed ha una superficie totale pari a
135700m? Sapendo che l’apotema della pira-
mide misura 180 metri, si calcoli la lunghezza
del lato di base. (230m]

4.78 (*). Un container a forma di parallelepi-
pedo a base quadrata ha una superficie tota-
le pari a 210m? L’altezza ¢ il doppio del la-
to di base diminuito di 2 metri. Trovare la
lunghezza del lato di base. (5m]

4.79 (*). Risolvere i seguenti sistemi di secondo grado.

2 2 2 2
+2y2 =3 . —dxy+4y*—-1=0
a) {’;+in (wov(EGH b {zzy’_‘fz Y [(3; 1)V (5; 3)]
42 +2y2—-6=0 , 242 =1
b) { ey (L DV (=1 -1 ) { 10 0]
2x2 —6xy = x X +y?=2
SR Sl (R NI C B VINESIE il
2
y°—3y =2xy L x+y=1 ) 7. 5
O {YZXI wovies- o {HES s v G D)
—x2+2y?=y—2 3 =2
e) { MR S R TR { iy )
x+2y=-1 X2+92:25
f) {x+5y2—23 (=% %) vE-2] 0 {4x—3y+7—0 (-4 3V (3 2%
x—5y =2 X2 —dxy+4y>?—1=0
8) {Xz+§’yz4 (=% -%)V@20] o) {X_yfz i [(3; 1)V (5; —3)]
3x—y =2 1.1 2E4xYy—=Tx=2y=—6 . o o
h) {Xz+2,(y+yz_o (-] P {Zxﬂ_?) (1 =3)V (=8;
4.80 (*). Risolvere i seguenti sistemi di secondo grado.
32—y —x=0
a) {X—Zy: [(_1' _1)\/(%' _%)]
5x2 —y? +4y —2x4+2=0
SR i (3 -9V (5 D)
x+2y =3
c) {x2—4xy+2y2+x+y—1:0 [ 1)\/(§’%)]
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d)
e)
f)
g)
h)

i)

L
{
L
L
{

{

x—2y—7=0

xfxy 4

X2 +2y? —3xy —x+2y—4=0
2x—3y+4=0

X — 2y—1

Xy —2x=1

x+y—1

x> 4+y?—2xy—2y—2=0
Ix% —12xy +4y? —2x + 6y =8
x—2y=2

3x+y=4

X2_y2:1

Capitolo 4. Equazioni di secondo grado

[(1; =3)V (22, B)]

[(4; 4)V (-5, —2)]

(04345 48) (245, p)
{(Hi/ﬁ; 3— )v(l l/ﬁ 3+2L/ﬁ

)
[(—9+8¢zﬂ; —25%\/2?) ( ﬁ —2516\/m):
)

{(6—4\5 —2+3f) (i —2—43ﬁ ]

4.9 Equazioni riconducibili al prodotto di due o pit fattori

4.81 (*). Trovare gli zeri dei seguenti polinomi.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i) 3
i)
k)
1)

X3 +5x% —2x — 24 [—4; —3; 2]
63 +232 +11x—12  [L; —3; —4]
8x3 — 40x% + 62x — 30 [3; 1; 3]
X3 +10x% — 7x — 196 [4; —7]
X3+ 42— Ux—2 —3; —1; +2]
x3—Ix2—Bx+ 2P [—4; +3; +2]
3x3 — %xz +3x 0; +1; +1]
3x —9%x2 —9x—12 [+4]
+ 452x2+ Zx+12 (5]
—8x%—11x—3 3 1]

3x3 —4x> —10x + 8 4; 3 2]
3x3 —4x2 —10x + 8 2;1;,—1]

4.11 Sistemi simmetrici

4.82 (*). Risolvere i seguenti sistemi simmetrici di secondo grado.

a)
b)
c)
d)
e)

f)

—

w5 (3 DV (1; 3)
oy
Wl 32V (2 3)
Wl el L6V 1)
Wl 2 DV (1; 2)
s (4 1)V (—1; 4]

g)
h)
i)
j)
k)

1)

—3x3+9x—6 [1; —2]
13 —3x% +6x—4 2]
453 +4x%2 —4x — 4 (1, —1]
2x3 + %XZ + 15—4x —4 5; 1; —2]
—6x3 —30%x2 4+ 192x — 216 [2; —9]
x3—2x2 —x+2 1; —1; 2]
9x3 —7x 42 [-1; %; %]
X3 —7x%+4x +12 [—1; 6; 2]
x3 4+ 10x%2 — 7x — 196 L.]
400x3 — 1600x2 L.]
8x3 — 14ax? — 5a%x + 2a3 [...]
xt—x3—x2—x—-2 [...]
3x5 —19x% +42x3 —42x2 +19x — 3 [..]
x+y=—4 L
{ o (~2; —2)
{X+y‘6 (3; 3)
Xy =
x+y=2
{ Yo )
X+y= . .
{3595 (43)V (3; 4)
x+y=-1 (0]
xy =2
x+y=12 . .
{3¥27 me-yves



5.1

Dopo aver studiato le equazioni di primo grado abbiamo studiato il comportamento dei
polinomi di primo grado e abbiamo visto che si possono collegare con le rette nel piano
cartesiano. Vediamo ora cosa succede con i polinomi di secondo grado. Partiamo da un
esempio, consideriamo il polinomio: P(x) = x> — 2x — 3 chiamiamo y il valore che assume il
polinomio quando diamo a x diversi valori. Per iniziare a x diamo dei valori interi ottenendo

La parabola nel piano cartesiano

Rappresentazione del trinomio di secondo grado

cosi una successione di numeri che riportiamo in una tabella:

L y ®
x| y=x>—2x—2
—5 | (—=5)2—2(—5)—3=33
—4 | (—4)2—2(—4)—3=22
—3 | (—3)2—-2(-3)—-3=13
—2 | (—2)2—-2(—2)—-3=6 . .
—1 | (=1)2=2(-1)-3=1
0| (02—2(0)—3=-2
+1 | (+1)2=2(+1)—3=-3
+2 | (4+2)2—=2(+2)—-3=-2
+3 | (+3)2—2(+3)—3=1
4| (+4)2-2(4+4)-3=6 1 I
+5 | (+5)2—2(+5)—3=13 X
FIGURA 5.1: Alcuni valori del trinomio... i i

FIGURA 5.2: ...i corrispondenti punti.

Osservando la disposizione dei punti possiamo porci alcune domande:

AL N

A ogni valore di x corrisponde un ben preciso valore di y?

Tutti i valori di y sono immagine di un qualche valore di x?

C’e qualche valore di y che &€ immagine di pitt valori di x?.

I punti ottenuti non sono allineati, si puo riconoscere una forma particolare?.
Possiamo individuare un punto particolare.

Possiamo riconoscere una simmetria?.

95
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7. Cosa possiamo pensare che succeda quando x diventa sempre piti piccolo?
8. E quando x diventa sempre pili grande?

Possiamo osservare che:

1. Per ogni valore di x troviamo un unico valore di y, infatti le operazioni presenti nel poli-

nomio (addizione, moltiplicazione, potenza) danno tutte un solo risultato. Il polinomio

definisce una funzione che mette in relazione numeri reali con numeri reali.

Alcuni valori di y non corrispondono a nessun valore di x. La funzione non & suriettiva.

Alcuni valori di y corrispondono a due diversi valori di x. La funzione non e iniettiva.

I punti non sono allineati, suggerendo una figura con la concavita verso 1’alto.

I punti scendono fino ad un valore minimo, il punto pil1 in basso si chiama vertice.

C’e una simmetria nella disposizione dei punti, infatti allontanandosi vero destra o

sinistra dal vertice della stessa quantita si arriva sempre alla stessa altezza.

7. Piu piccolo diventa x, andando verso —infty, pitt grande diventa il valore del polinomio
e cresce sempre piil in fretta. Questo & dovuto al fatto che x> & sempre positivo.

8. Pit1 grande diventa x, andando verso +infty, piti grande diventa il valore del polinomio
e cresce sempre pill in fretta. Anche questo dipende da x? & sempre positivo.

Gk W

Ma noi siamo interessati a sapere il valore del polinomio per qualunque valore che diamo
alla variabile x, non solo per valori interi. Costruiamo una nuova tabella aggiungendo anche
alcuni nuovi valori. Questa volta, per i calcoli utilizziamo la calcolatrice.

L y L
x |y=x2—2x—2
—4,5 | (—4,5)2—2(—4,5)—3=127,25
—3,5 | (—3,5)2—2(—3,5)—3=17,25
—2,5| (—2,5)2—2(—2,5)—3=9,25
-1,5 | (—1,5)2—2(-1,5)—3=3,25 . .
—0,5 | (0,5)>—2(0,5)—3=—-0,75
+0,5 | (0,5)2—2(0,5)—3=—2,75
+1,5 | (+1,5)>—2(+1,5)—3=—-2,75 . .
+2,5 | (+2,5)>—2(+2,5)—3=—-0,75
+3,5 | (+3,5)2—2(+3,5)—3=3,25
+4,5 | (+4,5)2 —2(+4,5) -3 =9,25 1 I
+5,5,0 | (+5,5)2—2(+5,5)—3=17,25 . . X
FIGURA 5.3: Alcuni valori del trinomio... i ole i

FIGURA 5.4: ...i corrispondenti punti.

Possiamo osservare che:
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1. Inuovi punti confermano le considerazioni che avevamo fatto riguardo alla simmetria
della figura.

2. Se prendiamo un valore di x compreso tra altri due valori, anche il corrispondente valore
di y sara compreso tra i due valori di y corrispondenti: xg < x <1= P(xp) < P(x) <
P (Xl ) .

Se continuiamo ad aggiungere punti otteniamo una linea continua a cui viene dato il nome
di parabola.

Dov’é che la parabola interseca gli assi?

Per quanto riguarda l'asse y ¢ facile, essendo 1’'equa-
zione dell’asse y: x = 0, l'intersezione é la soluzione
del sistema:

x=0
y=x>—2x-2

Il termine di grado zero del polinomio indica il
punto in cui la curva interseca l'asse y.

Per trovare le intersezioni con 1’asse x dobbiamo
risolvere il sistema:

y=0
y=x>—2x—2

che da come equazione risolutiva 'equazione di
secondo grado:

X
x2—2x—2=0

la cui soluzione é:

—bF Vb2 -4 1FV1+2
¢2a ac:—k:F1 =+ :_'_1;\/5

Parabola y = x2 —2x—2 X12 =

5.2 Significato geometrico dei coefficienti

Visto che per disegnare una parabola dobbiamo fare molti calcoli, utilizziamo il foglio di
calcolo (le seguenti indicazioni riguardano Calc che & il foglio di calcolo di LibreOffice).
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Procedura 5.1. Per far disegnare parabole ad un foglio di calcolo.

1. Crea un nuovo foglio di calcolo e salvalo con il nome “pcoefficientiparabola”.
2. Intestazioni varie:

<A1>: Coefficienti della parabola

<D1>: <menu-Inserisci-Oggetto-Formula...> ax"2+bx+c

<A3>:a

<A3>: <Clic destro - Inserisci commento> Coefficiente termine di secondo grado.
<A4>:b

<A4>: <Clic destro - Inserisci commento> Coefficiente termine di primo grado.
<Ab5>:c

<A5>: <Clic destro - Inserisci commento> Coefficiente termine di grado zero.
<A7>:x

<b7>:y

<B3>:-0,5

<B4>:1

<B3>:1

<A8>:-10

<A9>:-9,5

seleziona <A8:A9>: una cifra decimale, copia verso il basso fino a <A48>

<B8>: =B$3*A82+B$4*A8+B$5 (attento ai simboli $ che indicano i riferimenti assoluti)
<B8>: 3 cifre decimali, copia verso il basso fino ad <b48>

4. Grafico

seleziona <A8:B48>

<menu-Inserisci-Grafico>

XY (Dispersione), Tipo linea: Liscia, Solo linee.

Titolo: Parabola nel piano cartesiano

Togli la spunta a: Mostra legenda.

Metti la spunta a Mostra griglie Asse X e Asse Y.

Doppio clic su un numero dell’asse y: <Scala> Minimo -10, Massimo 10, Intervallo

principale 1; <Linea> Colore Nero; <Didascalia> togli la spunta a <Mostra didascalia>.

Doppio clic su un numero dell’asse x: <Scala> Minimo -10, Massimo 10, Intervallo

principale 1; <Linea> Colore Nero; <Didascalia> togli la spunta a <Mostra didascalia>.

Clicca fuori dal grafico, clicca sul grafico, modifica le dimensioni (“maniglie” verdi) in

modo che i riquadri della griglia siano quadrati.

Ora Trova i coefficienti che producono le seguenti parabole.

AL

Se a > 0 la concavita della parabola & verso l'alto.

Se a < 0 la concavita della parabola & verso il basso.

Se a = 0 la parabola non ha concavita, & una retta.

Se il valore assoluto di a € grande la parabola & molto stretta.

Se il valore assoluto di a & vicino a zero la parabola & molto ampia.

Se il valore assoluto di a si avvicina a zero la curva si avvicina a una retta.

In questi esempi ci sono due coefficienti dell’equazione che non variano, quali sono le
caratteristiche geometriche comuni a tutte le parabole?
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FIGURA 5.5: Parabole con diverse ampiezze

Prova a mantenere costante il coefficiente del termine di secondo grado e il coefficiente del
termine di primo grado e modifica il termine noto, cosa rimane costante e cosa cambia nelle
parabole che ottieni?

Prova a mantenere costante il coefficiente del termine di secondo grado e il termine noto e
modifica il coefficiente del termine di primo grado cosa rimane costante e cosa cambia nelle
parabole che ottieni?

In conclusione data ’equazione y = ax? + bx + ¢ puoi osservare che:

1. a élegato alla concavita della parabola;
2. b elegato alla pendenza che ha la parabola nel punto in cui interseca 'asse y;
3. c e legato al punto in cui la parabola interseca l’asse y.

5.3 Tracciare parabole

Per disegnare una parabola possiamo completare una tabella calcolando abbastanza punti
per guidare il disegno di una parabola, come abbiamo fatto nel primo esempio. Possiamo
anche trovare alcuni punti particolari della parabola:

1. L'intersezione con 1'asse y: (0; c).
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1 3 5

FIGURA 5.6: I primi numeri quadrati con evidenziato lo gnomone.

2. Le intersezioni con l’asse x: si ottengono risolvendo l'equazione ax? + bx + ¢ = 0.

3. L'ascissa del vertice, & il punto medio delle intersezioni con 1’asse x e con qualche calcolo
si puo vedere che € uguale a xy = —%

4. L'ordinata del vertice si ottiene sostituendo nell’equazione della parabola x con xy
trovato nel punto precedente: yy = x3, + bxy +c.

Ogni volta che dobbiamo disegnare una parabola ricordiamoci di trovare almeno questi 4
elementi. Pero ci sono delle parabole che possono essere disegnate senza fare tanti calcoli. Per
trovare un modo rapido per disegnare le parabole Consideriamo innanzitutto la successione
dei numeri quadrati.

Possiamo costruire una tabella con la successione dei numeri quadrati e con le differenze
prime:

0 2 3 4 5 6 7 8
y=x> 0 1 4 9 16 25 36
3 5 7 9 11

L’'ultima riga della tabella presenta una successione nota: la successione dei numeri dispari.
Guardando la figura 5.6 si vede che I'ennesimo gnomone & uguale a 2n + 1.

Teniamo presente questa successione e proviamo a disegnare la parabola y = x?. Iascissa
del vertice della parabola ¢ —% =0 el'ordinata & y = x}, = 0? = 0 disegniamo il vertice nel
punto (0; 0). Ogni volta che x si allontana dal vertice di 1, y aumenta di un numero dispari.

Riportiamo questi punti nel piano cartesiano e uniamoli con una curva il piti possibile
regolare vedi fig 5.7

Cosa succede se il coefficiente del termine di secondo grado & diverso da 1? Completa la
figura 5.8

Riassumendo:

Procedura 5.2. Per disegnare una parabola:

calcola le coordinate del vertice della parabola;

applica la regola della successione dei numeri dispari;

Controlla che la concavita della parabola ottenuta sia in accordo con il coefficiente del termine
di secondo grado;

Controlla che l'intersezione con I'asse y corrisponda al termine noto.
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Andando verso destra:

partendo dal vertice che e (0; 0)
x aumenta di 1, y aumenta si 1;
x aumenta di 1, y aumenta si 3;
x aumenta di 1, y aumenta si 5; an A

Andando verso sinistra:

partendo dal vertice che & (0; 0)

x diminuisce di 1, y aumenta si 1;
x diminuisce di 1, y aumenta si 3;
x diminuisce di 1, y aumenta si 5; By N,

+3 3

—1]+1

FIGURA 5.7: Parabola: metodo rapido di disegno.

Y

Disegna le seguenti parabo-
le e individua la regola.

a) y=—x
b) y=-3x2+2x+8

c) y=2x>+24x+64

Prima di tutto trova le coor-
dinate del vertice, poi usa
la successione dei numeri
dispari moltiplicando ogni
termine per il coefficiente a.

FIGURA 5.8: Disegno di alcune parabole.
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5.4 Parabola e retta

In un piano, una retta puo:

~

. non incontrare la parabola, retta esterna;
2. incontrare la parabola in due punti infinita-
mente vicini, retta tangente;
3. incontrare una parabola in due punti distinti,
retta secante;

Data 'equazione di una parabola e di una retta co-
me possiamo fare per sapere se la retta interseca la
parabola e, se lo fa, quali sono i punti di intersezio-
ne? Dal disegno in fianco risaliamo alle equazioni
delle figure. /

a) Parabola

concavita verso il basso, ampiezza 1 —
a=-1,
xy =0—=0b=0,
intersezione con l'assey =4 — ¢ = 4;
Quindi: y = —x? + 4
b) r:y=2x+9;
c) t:y=2x+5;
d) s:y=2x+1;

FIGURA 5.9: Rette e parabole.

Per trovare le intersezioni tra una retta e una parabola si risolve il sistema tra le equazioni
della parabola e della retta. Siccome la prima equazione e di secondo grado e I'altra di primo
grado, il sistema avra, in generale, due soluzioni che sono i punti di intersezione delle due
figure. Applichiamo questa tecnica ai casi precedenti.

1. pNnr

X+9+x2—4=0 — x2+2x+5=0

y= 2x +9 Prima eq. meno la seconda
y=-—x>+4

Si puo osservare facilmente che 1’equazione risolutiva del sistema non ha soluzioni reali
; LA _ (b2 —
infatti: £ = () —ac=1-5<0

2. pNt

X +5+x2—4=0 — x2+2x+1=0

y= 2x +5 Prima eq. meno la seconda
y=-—x>+4

In questo caso il discriminante vale: % = (g) —ac =1—1 =0 quindi l’equazione ha
due soluzioni reali coincidenti:
12
—2FV(3) —ac

X1,2 = . =—1 — y=2(-1)+5=43
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il punto di tangenza é: (—1; +3)

3. pNs

x+1+x2—4=0 — x2+2x—3=0

y = 2x +1 Prima eq. meno la seconda
y=-—x2+4

In questo caso il discriminante vale: % = (%) —ac =143 =4 quindi I'equazione ha

due soluzioni reali distinte:

b by _

2FV(Z) —ac oy =-3 -
a TN o x=+1 —

y=2(-3)+1=-5
y=2(+1)+1=+3

X1,2 =

i punti di intersezione sono: (—3; —5); (+1; +3)

5.5 Rette tangenti ad una parabola

Un altro problema che dobbiamo saper risolvere ¢ quello di trovare 1'equazione delle
tangenti a una parabola tracciate da un punto. Possiamo distinguere 3 casi:

Y

1. il punto & esterno alla parabola:
2 tangenti reali distinte;

2. il punto appartiene alla pa-

rabola: due tangenti reali A
coincidenti (una tangente?); /

3. il punto e interno alla parabola:
nessuna tangente reale.

oC
Vediamo i tre casi con un esempio
5.10.
FIGURA 5.10: Tangenti ad una parabola.
Esempio 5.1. Trova le tangenti alla parabola di equazione y = —1x2 +2x + 1 passanti per il

punto: A(0; +2).

Disegniamo la parabola e il punto.
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Scriviamo l'equazione del fascio di rette passanti per A:

y—ya=m(x—xa) — y—2=m(x+0 — y=mx+2

Scriviamo il sistema tra le equazioni della parabola e del fascio di rette:

y :f%x2+2x+1
y=mx-+2

Cambiamo i segni alla prima equazione e sommiamo membro a membro le due equa-
zioni in modo da ottenere una equazione risolutiva con una sola incognita:

=12 9y 1
{yy:mi:_zzx ! 1x2—2x+mx+1:0

Moltiplichiamo per 4 in modo da liberarci dei denominatori e raccogliamo la variabile x
che appare in due monomi.

X2 —8x+4mx+4=0 — x*—42-m)x+4=0

Le soluzioni di questa equazione sono le ascisse dei punti in cui una retta del fascio in-
terseca la parabola, ma noi vogliamo che la retta sia tangente quindi che il discriminante
dell’equazione sia uguale a zero:

A
Z:4:(2—111)2—4;0 - 2-m?*-1=0 — @d—-4m+m?H-1=0 —

:0/ m=4+1 = y=x+2

2 _ — -
m Im+3=0 — (m 1)(m 3) \‘ my=+3 — y:3x+2

Esempio 5.2. Trova le tangenti alla parabola di equazione y = —%XZ + 2x + 1 passanti per il
suo punto di ascissa: 8.

Disegniamo la parabola e il punto.
Calcoliamo I'ordinata del punto:

1 1
U :—Zx§+2x,3+1:—182+2.8+1:—16+15+1:+1

Scriviamo l’equazione del fascio di rette passanti per B:
y—yp=m(x—xg) — y—1l=mHx—-8 — y=mx—8m+1
Scriviamo il sistema tra le equazioni della parabola e del fascio di rette:

y :f%xz+2x+1
y=mx—8m+1
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Cambiamo i segni alla prima equazione e sommiamo membro a membro le due equa-
zioni in modo da ottenere una equazione risolutiva con una sola incognita:

oy = 132 oy 1
{Uy:mix—Snzlill g¢ TR dm =0

Moltiplichiamo per 4 in modo da liberarci dei denominatori e raccogliamo la variabile x
che appare in due monomi:

X —8x+4mx—32m=0 — xX*—42-m)x—32m=0
Le soluzioni di questa equazione sono le ascisse dei punti in cui una retta del fascio in-

terseca la parabola, ma noi vogliamo che la retta sia tangente quindi che il discriminante
dell’equazione sia uguale a zero:

A
Zz4(2—m)2—|—32m=0 - (2-mP?+8m=0 — (@A—-4m+m?)+8m=0 —

m?—4m+4+8m=0 — m’+4m+4=0 — (M+2?’=0 — m=-2

Abbiamo ottenuto una soluzione doppia che messa nell’equazione del fascio di rette da
due tangenti sovrapposte:

y=(—2x—8(-2)+1 — y=-2x+17

Esempio 5.3. Trova le tangenti alla parabola di equazione y = *%XZ + 2x + 1 passanti per il
suo punto: C(+5; —2).

Disegniamo la parabola e il punto.
Scriviamo 1’equazione del fascio di rette passanti per C:

y—yc=m(x—xc) — y+2=m(x-5 — y=mx—5m-2

Scriviamo il sistema tra le equazioni della parabola e del fascio di rette:

Y :f%x2+2x+1
y=mx—5Sm-—2

Cambiamo i segni alla prima equazione e sommiamo membro a membro le due equa-
zioni in modo da ottenere una equazione risolutiva con una sola incognita:

=12 ny 1
{ylimix—Snix—Zl — 1x2—2x+mx—5m—3=0

Moltiplichiamo per 4 in modo da liberarci dei denominatori e raccogliamo la variabile x
che appare in due monomi.

x> —8x+4mx—20m—12=0 — x*—42—-m)x—20m—12=0
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Le soluzioni di questa equazione sono le ascisse dei punti in cui una retta del fascio in-
terseca la parabola, ma noi vogliamo che la retta sia tangente quindi che il discriminante
dell’equazione sia uguale a zero:

A
Z:4(2—m)2+20m+12:0 = 2—-mP+5m+3=0 —

4—4m+m?+5m+3=0 — m*4+m+7=0 —

—bFVbZ—dac  —1FVI-28 1527
2a - 2 T2

my, o= Non ha soluzioni reali

Da questo punto non possiamo tracciare tangenti reali alla parabola.

5.6 Intersezioni tra parabole

In modo analogo a quanto presentato sopra si possono trovare le intersezioni tra due
parabole. Il sistema che otteniamo & di 4° grado e, in generale, avra 4 soluzioni. Ma se le
parabole hanno gli assi di simmetria paralleli, le soluzioni si riducono a 2. Noi studieremo
questo caso. Vediamo un esempio.

Esempio 5.4. Trova le intersezioni tra le parabole
Po:y :—x2+2x+8ep1 fy = %Xz—%x—l

Disegniamo, in modo approssimato le due parabole. Y
Mettiamo a sistema le due equazioni e risolviamo il
sistema:
y= %xz — %x —1
y=-—x*+2x+8
Sottraendo membro a membro le due equazioni:
1
Zx2+x2—zgx—2x—l—8 =0
27
sz g 9=0
X2 —3x—4=0
\ X
Scomponendo il polinomio I'equazione diventa: (x +
1)(x —4) = 0 da cui si ricavano le due soluzioni:
{ X1 = —1 { Xy = 4
y1 =5 Yy2=0

Disegniamo i due punti di intersezione calcolati e veri-
fichiamo che siano compatibili con il disegno delle due FIGURA 5.11: Intersezione di due
parabole effettuato in precedenza. parabole.
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5.7 Ricerca dell’equazione di una parabola

A volte dovremo trovare ’equazione di una parabola conoscendone alcuni suoi elementi.
In questo caso le incognite che dobbiamo trovare sono i coefficienti (a, b, c) dell’equazione.
Vediamo alcuni casi.

Esempio 5.5. Trovare la parabola passante per i tre punti: Po(—4; —7), P1(4+2; —1), P2(+4; +9)

Y
Disegniamo i tre punti in un riferimento cartesia-
no.

Disegniamo in modo approssimato la parabola
cercata.

Scriviamo un sistema imponendo le condizioni di
passaggio cioe, nella equazione generica di una
parabola, sostituiamo al posto di x e y le coordina-
te dei tre punti ottenendo tre equazioni nelle tre
incognite a, b, c. Per comodita di scrittura l'equa-
zione della parabola la scriviamo in questo modo:
ax> +bx+c=y

16a—4b+c=—-7
4a+2b+c=-1
16a+4b+c=9

Risolviamolo trovando il valore dei tre coefficienti:
Togliendo la seconda equazione dalla prima e la
terza dalla seconda otteniamo cosi un sottosistema
con due sole incognite:

12a—6b = —6
—12a—-2b =-10

FIGURA 5.12: Parabola per 3 punti.

Applicando ancora il metodo di riduzione otteniamo:
—8b=-16—> b=2,

sostituendo nella prima equazione di questo sistema ricaviamo:
12a-12=-6— a=5=3

e sostituendo nella seconda equazione del primo sistema otteniamo:
4342 24c=-1— c=-2-4-1=-7

L’equazione della parabola & dunque: y = %X2 +2x—7

Verifichiamo ora che 'equazione trovata sia compatibile con il disegno fatto in modo
approssimato.

Esempio 5.6. Trovare la parabola con vertice in V(3; 7) e passante per (9; —5).
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Disegniamo i due punti in un riferimento vy
cartesiano.

Disegniamo in modo approssimato la parabola
cercata.

Questa volta abbiamo solo due punti per cui passa
la parabola, quindi ci manca un’equazione, ma il
vertice ci da delle informazioni in piti, vale doppio
infatti possiamo usare la formula che ci da I’ascissa
del vertice.

b _3
2a
9a+3b+c=7

8la+9b+c=-5

Risolviamolo trovando il valore dei tre coefficien-
ti: Dalla prima equazione possiamo esplicitare
I'incognita b e sostituirla nelle altre due equazio-
ni otteniamo cosi un sottosistema con due sole

incognite:
b =—6a b =—6a
9a—18a+c=7 - datc=7 FIGURA 5.13: Parabola per 3 punti.
8la—54a+c=-5 27a+c=-5

Togliendo la seconda equazione dalla terza otteniamo:
36a=-12— a=-1%,

sostituendo nella seconda equazione ricaviamo c:
c=9a+7— c=9-(-3)+7=-3+7=4
sostituendo nella prima equazione b:

b=—6a— b=-6-(—3%)=2

L’equazione della parabola ¢ dunque: y = _%Xz +2x+4

Verifichiamo ora che I'equazione trovata sia compatibile con il disegno fatto in modo
approssimato.

5.8 Altre parabole

Noi abbiamo affrontato solo parabole che hanno 1'asse di simmetria parallelo all’asse y ma
potremmo avere anche parabole con 'asse parallelo all’asse x o disposte in qualunque altra
posizione. Le parabole con 1’asse parallelo all’asse x hanno equazioni con questa forma:

x=ay?+by+c

E per queste valgono tutte considerazioni fatte precedentemente.
Per quanto riguarda le altre parabole Rimandiamo il loro studio di qualche anno.
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5.1. Determina il valore del polinomio per i diversi valori di x.

a) P(x
b) P(x

—x24+5x+9; xg=—4; %1 =3; xp =8
—2x2—6x—5; %) =8; x] =4; X =5

)=

)=

c) P(x) =4x2—8x+4; xog =—10; x; =3; xp = —4[P(—1
)=-3x2—10x—4; xo =5, x1 =4; xp = —2 [P(5)
) =

)=

)

)

(
(
(
d) P(x
e) P(x
(
(
(

—4) = —27; P(3) = 15; P(8) = —15]
[P(8 ) — —181; P(4) = —61; P(5) = —85]

0) = 484; P(3) = 16; P(—4) = 100]
= —129; P(4) = —92; P(—2) = 4]

- —2x T T7x+6 % =7; X1 = —5; xp =2 [P(7) = —43; P(=5) = —79; P(2) = 12]
f) P(x —9%—9;, xg=—4,x1=-9 xp=7 [P(—4)=59; P(—9) =234; P(7) = 26]
g) P(x) = 3x —Bx—4xg=-8x1=2x=6  [P(—8) =252; P(2) = —8; P(6) = 56]
h) P(x) =3x*+7x—1; xg = —7; x1 = —10; x» = 3 [P(—7) = 97; P(—10) = 229; P(3) = 47]

5.2. Determina la concavita e il vertice della parabola.

a)y= fx2 —2x+6 [concavita = basso; V (—1; 7)
b) y= fx +2x+9 [concavita = alto; V (—2; 7)
c)y=3x>+3x—8 [concavita = alto; V (71; f%)

d)y——gx —4x+1
e)y—5x —3x—38
f)y——zx —3x—7
g) y=3x*—3x—3
h)g_—fx +4x—1

5.3. Calcola le intersezioni con gli assi.

a) y—3x —2x4+9
b) y=—-x>+x-3
c)y——fx +2x+7
d)y:ffx2fx 6
e)y:—%x2—3x+4

f) y=2x>—6
g) y=—4>+x+6
h) y=-—x*>-5

5.4. Calcola le intersezioni tra la parabola e la retta.

a)r:y=3x—3, p'y:mx2 130x
b)r:y=-2x+4p:y=— 32 13X—S
c)r:y=x—5p: y—uxz 12x—|—1

d) r: y—%x 8 p: y——%x2— 2>ch5
e)r.yfgx 5pry= 9x +5x 3
f)yr:y=—17x—10, p: y = —11x> —28x — 10
g)r:y=x+7p:y=—x>—7x—38

ey 2, 17 .. _ 1.2 3., 16
h)yriy=—35x—75,p:y=—gmx —3x— 3

5.5. Calcola le intersezioni tra le due parabole.

[concavita = alto; V (2, —6)
[concavita = basso; V (g, %)
[(0; 9

[(0; =3
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a) po: y=2x° —x—|—6 P1:y=—x —x+9 [(1;, 7), (-1, 9]
b) po:y=—2—2x—7, pr: y= 2+ Bx [(—1; —6), (~3; —10)]
) po: y=32+x+6, pr: y=—x 423X 9 (-2 7), (-1 2)]
d) po:y= —3x -8, pr:y= —8x —3 [(—1;, —11), (1, —11)]
e) po:y:—x +3,p1:y=—3¢ +1 (=2, —1), (2; —1)]
f) po: y=x>+2x+2,p1: y=—x>+6 [(=2; 2), (1; 5)]
8) Po: y—xz—x 8 pi:y=—3x>—4x—-3 [(—2; =2), (1; =8)]
h) po:y=3¥"—4x—9,p1: y= 3~ Fx+8 (3 -%), (7 -]
5.6. Calcola I’equazione della parabola passante per i tre punti.
a) po(0; 0), p1 (2 0), p2(1; =2) [y = 2x2 — 4x]
b) po (0; —1), p1(—1; 3), p2 (1, —1) [y =2x*—2x—1]
) po(=1; 0), p1(0; —2), p2 (1; 0) [y:2xz—2]
d) po(2; 1), p1(0; 1), p2 (1; 3) [y =244 +1]
e) po(6; 14), p (14 —@), p2(0; 2) [y = —3x* +4x +2]
£) po(0; =3), p1(=1; 1), p2 (1, —3) [y—2x —2x—3]
g) po(—1; *8) ( 0), p2(2 1) [y = —x2+4x—3]
h) po (0; —1), (1 =5), p2 (=1, —1) [y = —2x2 —2x —1]
5.7. Calcola I'equazione della parabola dati il vertice e un punto
a) v(2;6), p(4 2) [y =—x>+4x+2]
b) v(1; —4), p(0; —2) [y =2x? —4x—2]
c) v(=2; —4), p(=1;, -3) [y = x% +4x]
d) v(-2; -3), p (L 3) [yz%x2+2x—1]
e) v(=1;2), p(=2;0) ly= —ZX —4x]
£) v(=24), p(L; —3) [y = —1x? —2x+2]
g) v(0;2),p(8 —3F) [y__, 4]
h) v(6; 16), p (2; %) [y:—%xz+4x+4]
5.8. Calcola I'equazione della tangente in un punto della parabola di ascissa data.
a)y=—4x2—x+3,xp=1 [y = —2x+1]
b) y=-2x>—2x+2,xp =1 [y =—6x+4]
c) y=x>—2x, xp = — [y =—10x—16]
d)y=x>—2x—1, xp =5 [y = —12x —26]
e)y:—%x2+x—2, xp =4 [y =-3x+6]
f)y=—x*+2x—4, xp =3 [y = —4x +5]
g)y=22—x—1,xp=—4 [y = —17x —33]
h) y=2x2+x, xp = —4 [y = —15x —32]

5.9. Calcola le equazioni delle tangente alla parabola passanti per un punto dato e i punti di
tangenza.

a)y=1x2—x—3 P(5 4) [y =3x—11; y = 5x —21; Py (4; 1)- P1 (6; 9
) y=i2—x+2,P(-3 3) [y=-3%y=-2x+3 Po(-2 0); P (*1' 2)]
d)y:—X2—2X+2 ( g, 1) [y=2x+6;,y=4x+11; Py (—2; 2); P1 (—3; —1)]
) y=t2—2x+1, P (3 1) [y=-1y=—x+3 Po(2 —1); Py (I —3)]



Disequazioni

6.1 Risoluzione delle disequazioni di secondo grado
Una disequazione di secondo grado si presenta in una delle seguenti forme:
ax? +bx+c< 0; ax® +bx+c¢ <0; ax? +bx+c >0 ax’> +bx+c¢>0

Ricordiamo che risolvere una disequazione in un’incognita significa determinare 1'insieme
dei valori da attribuire all'incognita affinché la disequazione sia verificata. Abbiamo gia
imparato che per risolvere una disequazione di primo grado dobbiamo studiare il segno del
binomio di primo grado, cosi, per risolvere una disequazione di secondo grado dobbiamo
studiare il segno di un polinomio di secondo grado.

6.1.1 Studio del segno di un trinomio di secondo grado

Studiare il segno di un polinomio vuol dire stabilire per quali valori di x esso assume
segno positivo, per quali segno negativo e per quali si annulla.

Ricordiamo che un polinomio in una sola variabile, solitamente indicata con x, & di secondo
grado se il massimo esponente della variabile & 2. Per trinomio di secondo grado intendiamo
un polinomio di secondo grado: ax? + bx+c con a € Ry, b € R, ¢ € R. Chiamiamo zeri del
trinomio i numeri reali soluzione dell’equazione associata al polinomio: ax? + bx + ¢ = 0.

Definizione 6.1. Una funzione polinomiale di secondo grado & una funzione che associa ad
ogni numero reale x il numero reale y tale chey = ax> +bx+ccona € Ry,b € R, c € R.

Nel riferimento cartesiano ortogonale il grafico della funzione € costituito da tutti e soli i
punti le cui coordinate soddisfano 1'equazione y = ax? + bx + ¢ se x; e x sono gli zeri reali
del trinomio ax? + bx + ¢ allora attribuendo tali valori alla variabile x si ha y = 0 essi sono
dunque gli zeri della funzione, ossia le ascisse dei punti del grafico appartenenti all’asse x.

Assegnata la funzione polinomiale di secondo gradoy = ax? + bx + ¢ con a # 0, sappiamo
che il grafico di tale curva e una parabola. In particolare:

il coefficiente a indica la concavita: verso l’alto se a > 0, verso il basso se a < 0
il coefficiente c indica l'intersezione della parabola con 1’asse delle y
dalle formule —2avy, = b e a(vy)? + vy = c ricaviamo le coordinate del suo vertice:

e P (L) e A
7 2a YT 2¢)  4a  4da

risolvendo l'equazione ax? + bx + ¢ = 0 determiniamo gli eventuali punti di intersezione
con l'asse x (gli zeri della funzione).

111
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Esempio 6.1. Data la funzione f : y = x*> — 2x — 3 tracciare nel riferimento cartesiano
ortogonale il suo grafico. Il grafico di tale curva ¢ una parabola:

essendo il coefficiente a = 1, la concavita e verso l'alto;

il coefficiente ¢ = —3 corrisponde al punto P(0,—3) in cui la parabola incontra 1’asse

delle y

essendoa = 1, b = —2 e ¢ = —3 le coordinate del vertice sono vy = _—72 =1le
—12-4

vy = =4

le ascisse dei punti (—1;0) e (3;0) rappresentano gli zeri della funzione, soluzione
dell’equazione x2 —2x —3 =0

altri punti della parabola si trovano assegnando alla variabile indipendente valori
2

arbitrari: per x = 2 otteniamo y = (2)
della parabola.

—2(2) —3 = =3, il punto P(2; —3) & un punto

Esempio 6.2. Studiare il segno del trinomio x> —2x — 3.

La richiesta € interpretabile anche come la ricerca degli insiemi soluzione dell’equazione
x? —2x — 3 = 0 e delle disequazioni x> —2x —3 > 0 e x> —2x — 3 < 0.

Strategia risolutiva: Tracciamo il grafico della funzione y = x> — 2x — 3 e leggiamo dal
grafico gli insiemi richiesti (vedi figura precedente):

I'valori di x che rendono 'ordinata nulla sono le ascisse dei punti A e B e costituiscono
I'insieme soluzione dell’equazione x2—2x—3=0cioex; =—1Vx, =3

I valori di x dell'insieme H = {x € R|xa < x < xg}rendono il trinomio negativo; infatti
preso un valore dell'insieme, ad esempio x = 0, il punto sulla parabola ha ordinata
negativa (—3). Segnatelo sul grafico accanto e ripetete per x =1, x = %, x = 2. I valori
dell’insieme H sono le soluzioni della disequazione x*> —2x —3 < 0.

I valori di x dell'insieme K = {x € R|x < xa V x > xp} rendono il trinomio positivo;
infatti preso un valore dell'insieme, ad esempio x = %, il punto sulla parabola ha ordinata
positiva. Segnatelo sul grafico accanto e ripetete per x = fg. I valori dell’insieme K
sono interpretabili come le soluzioni della disequazione x> —2x — 3 > 0.
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U Osservazione La ricerca dell’insieme soluzione di una disequazione di secondo grado
& sempre interpretabile come la ricerca del segno di un trinomio di secondo grado e quindi
risolubile per via grafica. In questi casi non e necessario rappresentare in modo preciso la
parabola associata al trinomio, ma basta ricordare quanto detto inizialmente sugli zeri di una
funzione.

Esempio 6.3. Risolvi le seguente disequazioni utilizzando lo studio del segno del trinomio di
secondo grado.

x24+x—2>0.

Risolviamo 1'equazione associata x> +x — 2 = 0 che avendo il discriminante positivo
b2 —4ac =9 > 0 ammette due soluzioni reali distinte x; = —2\ x, = 1. I due numeri
1 e —2 sono gli zeri del trinomio e dunque gli zeri della funzione y = x> +x —2. La
parabola y = x* +x — 2 volge la concavita verso l'alto, essendo a = 1 > 0, quindi
possiamo grossolanamente rappresentare la sua posizione rispetto all’asse x come in
figura. Le ascisse dei punti esterni ai due punti di intersezione con l’asse delle x rendono
il segno del trinomio positivo, perché corrispondono a punti del grafico le cui ordinate
sono positive. L'insieme soluzione della disequazione x> +x —2 > 0 & dato da: I.S. =
{x e Rl x < =2V x > 1} 0 con notazione insiemistica (—oo, —2) U (1, +00)

x2—4x+4 <0.

Risolviamo I'equazione associata x?> — 4x + 4 = 0 che avendo il discriminante nullo am-
mette due soluzioni reali coincidenti x; = x; = 2: gli zeri del trinomio sono coincidenti
nel numero 2. La parabola y = x* — 4x + 4 ha il vertice sull’asse x e volge la concavita
verso l'alto quindi possiamo grossolanamente rappresentare la sua posizione come in
figura.Tutti i punti del grafico hanno ordinata positiva, eccetto quello di intersezione con
'asse x, che ha ordinata nulla.. Nessun valore reale rende pertanto il trinomio negativo;
x = 2 lo rende nullo.L'insieme soluzione richiesto: I.S. = {x € R| x =2},

x2—2x+7>0.

Risolviamo l'equazione associata x> — 2x + 7 = 0 che avendo il discriminante negativo
non ammette soluzioni reali; il trinomio non ha zeri reali, la parabola y = x2—2x+7
volge la concavita verso l’alto e non ha punti appartenenti all’asse x quindi possiamo
grossolanamente rappresentare la sua posizione come in figura. Tutti i punti del grafico
hanno ordinata positiva. Pertanto l'insieme soluzione della disequazione data e: I.S. =
R.

y=x2+x-2 2 x y=x*—2x+7 *

y=x2—4x+4
Esempio 6.4. Determinare I'insieme soluzione della disequazione 2x*> — 5 < 0.
L’equazione associata 2x> —5 = 0 & pura con soluzioni reali x = j:\/g . Razionalizzando

otteniamo: x; = —@ Vxy = +\/2—ro. La parabola associata y = 2x? — 5 interseca quindi l'asse
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delle x in due punti, rispettivamente di ascisse x; = 7@ Vxp = +@ e ha concavita rivolta
verso 'alto, essendo il coefficiente a uguale a +2. Riporta qui a lato la configurazione della pa-
rabola. Da essa puoi osservare che i punti del grafico con ordinata negativa o nulla sono quelli
la cui ascissa & compresa fra le ascisse dei due punti di intersezione con l'asse delle x o & ad

essa uguale.L'insieme soluzione della disequazione data I.5. = {x e R|l— \/TTO <x < —i—@}.

Esempio 6.5. Determinare l'insieme soluzione della disequazione —3x* + 2x > 0.

L’equazione associata e —3x2+2x =0 conleradicix; =0V xy = % La parabola associata
y = —3x? + 2x interseca 'asse delle x in due punti, rispettivamente di ascisse x; =0V x; = %
e ha concavita rivolta verso il basso, essendo il coefficiente a uguale a -3.Riporta qui a lato
la configurazione della parabola. Da essa puoi osservare che i punti del grafico con ordinata
positiva sono quelli la cui ascissa € compresa fra le ascisse dei due punti di intersezione con
I'asse delle x. Pertanto la disequazione assegnata haL.S. = {x € R|0 < x < %}

Siriporta in figura 6.1 la classificazione delle diverse tipologie di disequazione di secondo
grado con le relative rappresentazioni grafiche e soluzioni.

6.2 Disequazioni polinomiali di grado superiore

Procedura 6.1. Risolvere le disequazioni di grado superiore:

a) scomponi il polinomio di grado n in fattori di primo e secondo grado;

b) studia il segno dei singoli fattori;

c¢) costruisci la tabella dei segni;

d) cerca gli intervalli in cui il polinomio dato assume il segno richiesto.

e) rappresenta, con i diversi metodi visti, gli intervalli che risolvono la disequazione.

Applichiamo la procedura ai seguenti esempi.

Esempio 6.6.
p(x) = 23 4+3x2 +8x—12<0

In questo caso dobbiamo risolvere una disequazione di terzo grado. Possiamo ridurre la
difficolta scomponendo in fattori il polinomio in modo da ottenere il prodotto di pitt polinomi
di primo grado:

P(x) = —2x3 +3x% + 8x — 12 = x3(—2x +3) —4(—2x 4 3) =
x> —4)(—2x+3) =
x—2)(x+2)(—2x+3) <0

(
(

A questo punto possiamo studiare il segno dei polinomi, X |+ =
applicando la regola dei segni di un prodotto trovare il segno + |+ -
del polinomio e risolvere la disequazione. - -+

Studiamo il segno di ogni singolo fattore:
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a>0
A>0
+ +
X
a>0
A=0
+++ +++
X1 =X2 X
a>0
A<O
++++++++++L
X
—/ X1 X2 \— X
a<0
A>0

ax? +bx+c¢=0

ax? +bx+c¢>0

ax2+bx+c<0

ax2+bx+c=0

ax2+bx+c>0

ax2+bx+c<0

ax?+bx+c=0

ax?+bx+c>0

ax2+bx+c<0

ax?+bx+c¢=0

ax?+bx+c¢>0

ax? +bx+c¢<0

ax?+bx+c=0

ax?+bx+c>0

ax2+bx+c<0

ax?+bx+c=0

ax?+bx+c>0

ax?+bx+c<0

x=%x1 VXx=xp
L J ®
X1 x2

X <x1VX>Xxp

—o0

X1 X2
X1 <X <Xp
X1 X2

X =X1 =X2
[ J

Vx € ]R*{Xl}
X1 ;Xz

LS. =0

LS.=90

Vx € R

~

LS. =0

xX=%x1 VXx=xp
L) o

X1 X2

X <x1VX>Xp

—o0

X1 X2

LS. =0

~

Vx € ]R—{Xl}
X1 ;Xz

LS. =0
LS.=90

¥x € R

~

FIGURA 6.1: Risoluzione delle disequazioni di secondo grado

~
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segno di (x —2)
EA:x—2=0=x=2

2
FAry=x—-2— — t/

segno di (x +2)
E.A.:x+2:0:>x:%

—2
FA:y=x+2— — "/

Segno del denominatore:
EA:—2x+3=0=x=3

FA:y=-2x+3— +

Con la regola dei segni calcolo il segno della frazione

2+ 12
x—2 - — - O +
x+2  — O + + + X
—2x+3  + + O — - X
Px) + & — O + O — x
X

Quindi i valori di x che rendono vera la disequazione, cioe i valori che rendono f(x) non
positivo, sono quelli che si trovano a sinistra di —2 oppure che si trovano a destra di +3.

3
rappresentazione grafica: —2 T3 +2
X

rappresentazione con i predicati: —2 < x < % VvV x=2
[

rappresentazione con le parentesi: ] —2; —3[ U [2; +o0].

Esempio 6.7. Data la disequazione —2x(3 —2x) —3x2 (2 — 3x) > 5 (2x2 — 3x) determinate il
suo I. S.

Osserviamo che la disequazione proposta ¢ polinomiale di terzo grado; eseguiamo i calcoli
per portarla alla forma p(x) > 0. Si ottiene 3x3 —8x2—3x > 0econla scomposizione si ha
x - (3x2 —8x —3) > 0. Procediamo con lo studio dei segni dei singoli fattori: f; >0 —-x>0e
f>20—>x< —% V x > 3 e compiliamo la tabella dei segni che lasciamo al lettore.

] ] ]
T T T

X
Segno di f;

Segno di fp
Segno di p
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Otteniamo: 1.S. = {x € ]RI—% <x<0Vx >3},

Esempio 6.8. Un numero ¢ tale che sottraendo al suo cubo il suo triplo si ottiene un numero
maggiore del triplo del suo quadrato aumentato di 4. Determinare 1'insieme soluzione del
problema.

La richiesta del problema implica la ricerca dell'Insieme Soluzione della disequazione
x3 —3x > 3x? 44, di terzo grado nella variabile x. Scriviamo la disequazione in forma canonica,
applicando i principi di equivalenza: x> —3x? —3x —4 > 0. Si tratta di una disequazione
polinomiale di terzo grado.

Procediamo nella scomposizione in fattori del polinomio p(x) = x> —3x2 —3x — 4. Me-
diante la regola di Ruffini possiamo determinare un suo zero x = 4 e dunque ottenere
px) = (x —4)(x*> +x+1).

Determiniamo il segno dei singoli fattori: primo fattore f; > 0 — x > 4 secondo fattore
f, >0 — x* +x+ 1 > 0 disequazione di secondo grado. Il primo coefficiente & positivo e il
discriminante A =1 —4 = —3 & negativo; la parabola volge la concavita verso l'alto e non ha
zeri reali dunque il secondo fattore & positivo per qualunque valore reale di x. Costruiamo la
tabella dei segni:

;

: x
Segno di f; — ° +
Segno di f; + + +
Segno di p — ° +

LS. ={x € Rlx > 4} = (4, +00).

Esempio 6.9. Risolvere la disequazione: 64x® —1 < 0.

Il binomio al primo membro € una differenza di quadrati, quindi scomponendo si ottiene:
64x0 —1= (83 —1)(8x3+1) = (2x — 1) (4x2 +2x + 1)(2x + 1) (4x2 — 2x + 1).

Si tratta allora di studiare il segno dei singoli fattori: f; > 0 — x > % f>0—vxeR
fa>0—=x> —% fy > 0 — Vx € R e di determinare il segno richiesto dopo aver costruito la
tabella dei segni.

Esempio 6.10. Risolvere la disequazione: x* — 4x? — 45 > 0.

1 trinomio al primo membro & di quarto grado; sappiamo che con la sostituzione x* = t
puod essere ricondotto ad un trinomio di secondo grado la cui scomposizione in fattori risulta
(t—9) - (t+5) e quindi la disequazione assegnata diventa: (x2—9)- (x2+5) > 0.

Si tratta allora di studiare il segno dei singoli fattori f; >0 - x < -3Vx>3ef, >0—
Vx € R per poi determinare il segno richiesto dopo aver costruito la tabella dei segni.

6.3 Disequazioni fratte

Ricordiamo che una disequazione & frazionaria o fratta quando il suo denominatore contiene
I'incognita. Per risolverla si puo applicare la seguente
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Procedura 6.2. Soluzione di una disequazione frazionaria:

a) trasporta tutti i termini al primo membro e scrivilo sotto forma di un’unica frazione: xS
0;

b) scomponi in fattori numeratore e denominatore;

c¢) studia il segno di ogni fattore;

d) costruisci la tabella dei segni, ricordandosi di indicare con una crocetta gli zeri del
denominatore;

e) applica la regola dei segni per calcolare il segno della frazione;

f) individuano gli intervalli in cui la frazione assume il segno richiesto;

g) rappresenta, con i diversi metodi visti, gli intervalli che risolvono la disequazione.

Vediamo attraverso alcuni esempi come procedere.

Esempio 6.11.

2 3
>
x—7" x+4

Scrivere la disequazione in forma normale:

23 :>2x—&-8—3x—|—21>0:> —x+29
x—7 x+47 (x—7)(x+4) ~ (x—=7)(x+4) =

Segno del numeratore:
EA: —x+29=0=x=29

29
FA:y=—x+29 - T -

Segno del denominatore 1:
EA:x—7=0=>x=+47

7
FAry=x—-7— — t/

Segno del denominatore 2:
EA:x+4=0=x=—4

4
FA:y=x+4— = /

Con la regola dei segni calcolo il segno della frazione

—4 +7 +29

X

—x+29  + - + ¢ -
x—7 - - + + X
x+4 - + + + X

Fix) + — + ¢ — X
X




Sezione 6.3. Disequazioni fratte 119

Quindi i valori di x che rendono vera la disequazione, cioe i valori che rendono f(x)
negativo, sono quelli che si trovano a sinistra di —2 oppure che si trovano a destra di +3.

rappresentazione grafica: o L2

X
rappresentazione con i predicati: x < —4 V47 <x <29

rappresentazione con le parentesi: | —oo; —4[ U ]+7; +ool.

4
4x2—1

Esempio 6.12. Data l'espressione E = + 2X1+1 + 125% determinarne, al variare di x in R,
il segno.

Osservazioni preliminari

L'espressione assegnata e frazionaria, quindi lo studio del segno deve essere circoscritto
ai valori di x del Dominio dell’espressione stessa;

studiare il segno di una espressione letterale significa stabilire in quale insieme si trovano
i valori della variabile che la rendono positiva, negativa, nulla;

ogni espressione contenente operazioni tra frazioni algebriche ha in generale come
risultato una frazione algebrica.

Strategia risolutiva
a) determiniamo il risultato dell’operazione assegnata: E = (2;?12)%
b) determiniamo il dominio: C.E. 2x+1#0A2x—1#0—»D=R—{-3,1}

. . . : 02
¢) impostiamo la disequazione: | LA xtd

@t xo1) = 0checipermettera di rispondere al quesito

posto dal problema;
d) studiamo il segno di numeratore e denominatore:

segno N : —2x2 +x + 3 > 0 disequazione di secondo grado, quindi dall’equazione
associata —2x% + x + 3 = 0, calcoliamo il discriminante: A = 1+ 24 = 25, positivo

per cui si hanno due soluzioni reali distinte; la parabola y = —2x24+x+3 ha
concavita verso il basso per cui essendo x; = =1 e xy; = % siha N > 0 per
-1<x<3

segno D: il denominatore & composto da due fattori di primo grado, quindi d; > 0
perx >—led, >0perx > 1

e) costruiamo la tabella dei segni:

1 1 3

12 2 2

T T T T

X

Segno di N — o + + + ° —
Segnodid; — — o + + +
Segnodid, — — — 0 + +
Segno di E — e + o — o + ° —

f) dalla tabella dei segni possiamo ottenere la risposta al problema posto:

I'espressione E si annulla per x = —1Vx = 3

I'espressione E & positivaperx € A= {x e R|—1 <x < —% \/% <x < %}
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I'espressione E & negativaperx € B={x e Rx < -1V -1 <x < 1vx >3}

Esempio 6.13. Determiniamo 1'Insieme Soluzione della disequazione fratta: 3 — ﬁ > ﬁ
a) Trasportiamo al primo membro la frazione del secondo membro E =3 — ﬁ — - ed

: . . 62
eseguiamo i calcoli ottenendo: E = %

b) determiniamo il dominio: C.E. 2x +1#0A1—x#0—»D=R—{-1,1}

. . . . —6x2 . T .
¢) impostiamo la disequazione: % > 0 che ci permettera di rispondere al quesito

posto dal problema;
d) studiamo il segno del numeratore e del denominatore:
segno N: —6x? + 2x + 1 > 0 disequazione di secondo grado, quindi scritta I'equa-
zione associata —6x? +2x + 1 = 0, calcoliamone il discriminante: é =7, positivo

per cui si hanno due soluzioni x; , = HE‘[

sihaN >0 per L= \[ x < HT‘[
segno D: —2x? +x + 1 > 0 disequazione di secondo grado; il denominatore ha due
zeri reali x = —% e xp = 1, il primo coefficiente & negativo, pertanto D > 0 per

—% < x < 1 cherispettale C.E.: x; # —% Axpy #1

essendo il primo coeff1c1ente negativo

e) compiliamo la tabella dei segni:

1 17 1+V7
2 0 1
T T T T
X
Segno di N — — e + o — —
SegnodiD — o + + + o -
Segno di E + o — e + ) — o +
f) determiniamo l'insieme soluzione: 1. S {x € Rlx < % —‘[ <x < +T‘ﬁ Vx> 1}

6.4 Sistemi di disequazioni

Ricordiamo che risolvere un sistema di disequazioni significa trovare 1'insieme dei nu-
meri reali che sono le soluzioni comuni alle disequazioni che lo compongono. Indicate con
di, dy, ..., dn le disequazioni che formano il sistema e I.5.1,1.S.5, ..., 1. 5., i rispettivi insieme
soluzione, la soluzione del sistema indicata conI.S. e datadal.S. =1.5.,NL.S., ...N LS.

Problema 6.14. Nell'equazione x*> — (k —3)x + k? — 3k + 1 = 0, determinare per quali valori
del parametro k si ottengono soluzioni reali e concordi.

Abbiamo gia affrontato un problema di questo tipo discutendo le equazioni parame-
triche di secondo grado e dunque sappiamo che la richiesta del problema esige che il di-
scriminante (A) sia non negativo affinché le soluzioni siano reali e che il prodotto delle
stesse sia positivo. Pertanto il problema é formalizzato con un sistema di disequazioni:

A>0 k> —6k +9 —4k? + 12k —4 >0
{g>o {k2—3k+1>0 '

Risolviamo separatamente le due disequazioni del sistema; indicati con I. 5.1 e I. S.; rispet-
tivamente gli insiemi soluzione della prima e della seconda disequazione, I'insieme soluzione
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del sistema e dato da I.S. = 1.S.; NL. S.; (insieme intersezione degli insiemi soluzione delle
due disequazioni).

dq: —3k? + 6k +5 > 0 disequazione di secondo grado avente primo coefficiente negativo
e 4 = 24 positivo; la parabola y = —3k? + 6k +5 > 0 ha concavita verso il basso e

discriminante positivo, per cui essendo x; = % Vxy, = %’7\/@ si ottiene [.S.; =
[x e RO < x < 356

dy: k2 — 3k +1 > 0 disequazione di secondo grado avente il primo coefficiente positivo e
A = 5 positivo; la parabola y = k? — 3k + 1 > 0 ha concavita verso I'alto e discriminante

positivo, quindi x; = % Vixy = 3+T\/5 el.S, = {x € Rix < % Vx> 3+2x/5}‘

Per determinare 1'Insieme Soluzione del sistema rappresentiamo in un grafico gli insiemi
soluzioni delle disequazioni risolte e visualizziamo l'insieme formato dai valori che soddisfano
contemporaneamente sia 1'una che I'altra: sull’asse reale depositiamo i valori numerici trovati
e rappresentiamo su righe distinte i due insiemi soluzione: gli intervalli in cui cadono soluzioni
della prima e della seconda disequazione rappresentano 1'Insieme Soluzione del sistema.

3—-2v6 3—/5 3+/5 3+2v6
2
Il 1

2

3 2 3

T T T T

T
I. S'l ....................... P @ it
L.S., Qv [
....................................... o S Y
N IR T

/////////////////////////////

/////////////////////////////

I.S.lz{xell{‘%*/ggx< 3%/5\/3+2‘/§<x§ 3+§\/€}

o scritto utilizzando gli intervalli:
3-2v6.3-V5 3+v5. 3426
5 2 |(Y|T2 T |

2x3 —9%2 +10x—3 <0

Problema 6.15. Risolvere il seguente sistema di disequazioni: % >0

3—4x <0

Il sistema e formato da tre disequazioni; risolviamo separatamente ciascuna disequazione:

dq: 2x* —9x% 4+ 10x — 3 < 0 di terzo grado, scomponiamo in fattori. x = 1 & uno zero
del polinomio quindi con la regola di Ruffini otteniamo dy: (x —1) - (2x? —7x+3) <0.
L’equazione di secondo grado 2x*> —7x + 3 = 0 ha soluzioni reali x; = % Vx =3.5i
tratta allora di studiare il segno dei singoli fattori e di determinare il segno richiesto
dopo aver costruito la tabella dei segni:

1
2 1 3
Segno di ! ! ! T
x—1 — - e + +
22 —7x+3 + ° - - ° +

dq — ° + ° — ° +
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L’insieme soluzione, tenendo conto che cerchiamo i valori per i quali d; risulta minore o

ugualea0e LS. = {x € Rjx < %\/1 <x <3}

dy: XF*tL > 0 & una disequazione fratta, per prima cosa scomponiamo in fattori il
x3—x

denominatore: :(%"jﬁ > 0. Studiamo poi il segno dei singoli fattori o divisori, tenendo

conto che x? +x +1 = 0ha A < 0, per cui x*> + x + 1 & sempre positivo.

-1 0 1
Segno di * * * T
X24+x+1  + + + +
x - - o + +
x2—1 + o = - o +
d, — o + o — o +

L’insieme soluzione, perdy, > 0eL.Syp, ={x e R -1 <x <0V x>1}.
ds : 3 —4x < 0 & di primo grado per cui l'insieme soluzione ¢ I.S.3 = {x € R|x > %}

Ricordiamo che la ricerca dell'Insieme Soluzione del sistema si effettua determinando 1'insieme
I.S.1 NL.S.; N1.S.3 individuabile attraverso il grafico:

1 3
-1 0 7 i 1 3
T T T T T T
T
ISl @ i @ s
I'S'Z ........... OO P S
I_S_3 ..................................................... o
.................................................................. [ SR SRR

///////////

I 1117777777
T e N AR
117777777

Il sistema & quindi verificato per 1 < x < 3 cioe: ]1; 3].



Sezione 6.5. Esercizi 123

6.5 Esercizi
6.5.1 Esercizi dei singoli paragrafi
6.1 Risoluzione delle disequazioni di secondo grado

6.1. Rappresentare nel riferimento cartesiano ortogonale le seguenti parabole.

a) y=-3x2+x c) y=x>+x-1
b) y=1ix—2x+32 d) y=x"—x+1

6.2. Rappresentare nel riferimento cartesiano ortogonale le seguenti parabole.

a) y=-3x*+3 d) y:7%X2+4X7%
b) y=x*+4x+3 e) y=—ix2—4x—1
¢) y=x*+3

6.3. Per ciascun grafico di parabola y = ax? + bx + ¢ indica il segno del primo coefficiente e
del discriminante, la natura dei suoi zeri (reali distinti, reali coincidenti, non reali), il segno
della funzione.

6.4 (*). Risolvi le seguenti disequazioni di secondo grado.

a) x> —6x<0 D<x<6] h) —x2+3x>0 0 < x <3
b) 5x* >0 x#0 i) 3x®+x—2>0 [x1<—1Vx > 2]
c) ¥+x>0 [x < —1Vx >0 i) x¥*—4>0 X1 < —2Vx>2]
d) x¥2<0 k=0 k) 3x2—Iix—1<0 (-2 <x<1]
ef) 3’2<2<9—10 T [2] 1) x2—-8<0 [—2ﬁ<x<2\/§}

) X =9> < =3Vx >3l 950 [R]

g) 2x2—3x+1>0 [x<ivx>1]
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n) x*—6x+8<0 2<x<4  p) ¥—4x—9<02—-V13<x<2+V13
0) ¥*+3x—4>0 x<—4Vx>1 q) x¥*—9%x+18<0 B<x<6
6.5 (*). Risolvi le seguenti disequazioni di secondo grado.
a) xX2—8x+15>0 x<3Vx>=5  j) (x+1)2>0 [R]
b) —2x2>0 [x = 0] k) x2>1 x<—-1Vx>1]
) 3 —3x-1<0 LR <x < BRI D) 2626 <0 [V3 < x < V3]
5 m) —x*—-1<0 [R]
d) x*+5>0 R] n) 9—4x2 <0 |
e) 22 +5x+4<0 0 ) 2250 i
3-v19 3419
f) x¥2—3x—3 <0 { Y9 < x < +5F} p) >0 0
g) X¥*+1>0 q) 22 +4>0 (
h) —x2+5<0 [xg—\/g\/x>\[] r) xX>—x—2>0 I
i) x24+x>0 x<—1Vx>0] s) x2+11x+30<0 I
6.6 (*). Risolvi le disequazioni di secondo grado.
a) 12x> =3 > 4x(2x —1) [x<—-3vx>1]
b) 2> —11x—6 >0 [x<—3Vx>6
c) Bx+1)2>(2x—1)2 x < —2Vx>0]
d) (x+1)(x—12>x° {757+1<X<\/5271}
e) (x+3)(x+2) < —(x+2)? [—3 <x<-2]
f) x4 DOl 52 g [-1<x<3]
g) (x+1)3 —(x+2) 2"2—_1 {x<1 ﬁ\/x>l+)}/ﬁ}
h) (x—2)83—2x) >x—2 1<x<2]
i) (3x+1)(3+x) <2x—1 [ <x< 1]
PO —1<xg? 0
k) 32 <x2-2 [x<—1Vx>2]
1) XT%—X3+2<1+X [R]
6.7 (*). Risolvi le disequazioni di secondo grado.
a) (x+4)92+8>x;1 [R]
b) (51— 3) < (x+17 x<—§Vx> 4]
) Jx= exle=d) x+ ) > -3 (=) - § < gve>7]
d) 3x 5+(1-3x)% > ( —2)(x+2) [x<0Vx>3]
e) %2 —(3x+3)%> -2 <x < 1]
f) (x—4) +(2—x)? 2(2x+17)>4(x—|—5)(3—x)—|—(x+1)2 [x < =3V x> 5]
g) (x—2)°—x®>x2—4 632 < x < 6432
h) (2—x)P—(2—x)? < 3= [0]
i) (x +2000)2 +x 42000 < 2 [-202 < x < —199]
i) (2x712)378x7(2x+11)2715<4X(X71)276 0
k) B g [x<2-%Fvx> 2+ ]
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1) (§+1) —2x>2(3-1) 0
m) (x+1)2> (x—1)2+ (x +2)% +4x 0]
n) %2+ X+3+**1_T7 [-1<x<1]

6.8. 1l monomio 16x? risulta positivo per:

x> 16 x> x<-4Vx>16 [D| xeR x € Ry
6.9. Il binomio 16 + x? risulta positivo per:

[A]x>-16 [B] “4<x<4 [C]xeR—-{-44 [D|]xecR [E]x<-4Vx>4
6.10. 11 binomio 16 — x? risulta positivo per:

[A]x>-16 [B] “4<x<4 [C]xeR—-{-44 [D|xecR [E]x<-4Vx>4

6.11. Spiegate sfruttando il metodo grafico la verita della proposizione: “nessun valore della
variabile a rende il polinomio (3 + a)?2—(2a+1)-(2a—1)— (a® +2a+35) positivo”.

6.2 Disequazioni polinomiali di grado superiore

6.12. Data la disequazione (x> —x) - (2x*+13x+20) < 0 verificare che nessun numero
naturale appartiene all’insieme soluzione. C’¢ qualche numero intero nell’l.S.? E vero che
I'L.S. & formato dall’unione di due intervalli aperti di numeri reali?

6.13. Dopo aver scomposto in fattori il polinomio p(x) = 2x* — 5x% + 5x — 2 determinare il
suo segno.

6.14. Dato il trinomio p(x) = 9x? 4 x* — 10 stabilire se esiste almeno un numero naturale che
lo renda negativo.

6.15. Nell'insieme dei valori reali che rendono positivo il trinomio p(x) = 2x> — 12x3 — 14x vi
sono solo due numeri interi negativi?

6.16. x € (—1; +00) = p(x) =x°> —2x*> —x +2 > 0 Vero o falso?

6.17. Nell'insieme dei valori reali che rendono negativo p(x) = (2x —1 )3 —(3—6x)2 appartiene
un valore razionale che lo annulla. Vero o falso?

6.18 (*). Risolvi le seguenti disequazioni di grado superiore al secondo.

a) (1—-x)2—x)(3—x)>0 [x<1\/2<x<3]
b) 2x—1)(3x—2)(4x—3) <0 [F<x<3Vx<l
c) 2x(x—1)(x+2) >0 x < 2\/0<x<1]
d) (x*—4x2—45) - (4x2 —4x+1) >0 0
e) 3x(x—2)(x+3)(2x—1) <0 [ <x<2VvV-3<x<0
f) (x*+1) (x—1)(x+2) >0 [x <—2Vx>1]
g) (1-9x%) (9%* —3x)2x >0 [x <—1/3]
h) (16x2—1) (x2 —x—12) > 0 [ <x<ivx<-3Vx>4]
i) —x (x> —3x—10) (x* —9x+18) <0 B<x<5V-2<x<0Vx > 6]
i) x2(x—1) (2x2 —x) (x*—3x+3) >0 0<x<iVx>1]
k) (@=1) (:¢—2) (:2—3x) >0 [x<—VZV1<x<v2V-1<x<0Vx>3]

D x®—x2+x—1>0 [x > 1]
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m) x> —5x2+6<0

n) (5x% —2x?) (3x2 —5x)
0) x*—2x3—x+2>0
p) x*+x2—9%*-9<0
q) 25x*-9>0

r) x> —1>2x(x—1)

s) x*—1>x*+1

>0

) (C+x) 7 +2(x+12 >0

6.3 Disequazioni fratte

Capitolo 6. Disequazioni

[3—Vv3<x<3+V3Vx<—1]
[D<x<3Vx>]]

x <1Vx>2]
[-3<x <3
[x<—@VX>@}
[x > 1]

[x< —V2Vx > ﬁ}
[R]

6.19 (*). Determinare 1'Insieme Soluzione delle seguenti disequazioni fratte.

a) X250 [x <2Vx>1]
b) %g—%—){>0 [_%<X<%]
c) XA >0 [x<2V1<x<3
d)x?i5>0 [x > 5]
e) X5 >0 1<x<1Vx>2
f)Xj§6<o [x<—-5V1<x<3
g):%%%é>o x<—-5V1<x<3
h) XtL 5 x <0Vx>2]
xXe—2x

i)

9—x2

5
2x2—x 15 >0 [_3 <x < _f]
xf§>0 0<x<7
if% <0 1<x<?2]
e rail) R —{~1}}]
x50 (R}
21943

Ei2xi3 5 )
>0 [3<x<3Vx>4]
5% >0 [x < —2V2<x<5

6.20 (*). Determinare 1'Insieme Soluzione delle seguenti disequazioni fratte.

a)%ﬁ§%>0}%<x<fhﬂ<x<ﬂ
b) A2 >0 [x < —2V2<x<4
o) 5 >0 x<ivi<x<3
d) ¥430 5 [2<x<2]
e)ﬁ%¥%>0 1<x<?2]
f)gii>0 [-5 <x < 5]
g) 2150 [x<—iVi<x<?]

h)
i)
j)
k)
1)

m)

n)

xﬁ?fxzﬂ >0 x> 2]
#ﬁia>0 x<1V3<x<5
:%¥¥ﬁ<o [x<—2V-1<x<4
A2 S 0[5 <x< -2V -1<x<5
X3 50 [B<x<—1Vx>2]
Xf;;3>0 [x<—3V1<x<d4]
S <0 [x<—-1Vx>1]

6.21 (*). Determinare 1'Insieme Soluzione delle seguenti disequazioni fratte.

x2—x—2
—3x2+3x+18 <0
x2—8x+15
xi+3x7+2 >0
X+
SXZ x—2 >0
—x2—4x—3
6x—x2
5x+x244
6x2—6x
9—x2
x2+5x+6
2x—4x2
x24+x—12

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)

>0

>0

. 6x—2x% 2x
4— x
C16—x?

5x—x2

>0
<0

N

x<-—2V-1<x<2Vx>3]
x<—2V-1<x<3Vx>D5]
[ <x<—-%Vx>1]
x<-383V-1<x<0Vx>6]
x<—4V-1<x<0Vx>1]
0<x<2]

IV3<x<4Vx>5Ax#£0Ax # —4]
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h) 1;;2§%—x2—% [—%QXéﬁ/\X#O}
i) 2> 2 — X x < —1V1<x<10—V7AV x> 10+ V74|
i)%+%+%ﬂ<i§ﬂ -2 <x< ¥
k) 25> % [x < —2Vx > 2]
D) Fh+as<6—35 [x < -3V -1 <x<3\/x>4]
m) 35 a2 1 aes [f%<x< Svilax<i]
n) (22;:45)2 > 5 [x<—3 /\x + 2]
0) x21+0126+ﬁ_1<%+3 [3<x<2]
p) 55);1250+§§ 5>2 ~1<x<1]
1) §o—870 4x2—ix—35 > 4x2§§gf+21 3 <x<fVx<-—1]
r) ;é2:386§++1298 =l 1 <x< i Ax#1]

6.22 (*). Assegnate le due funzioni f; =

Lef,= % + % stabilire per quali valori della
—1-—

X
2x—x2
variabile indipendente si ha f; > f; V2<x<0V-14+4v2<x< 2}

2

1— X2
. z . 2_1 aye o .
6.23. Spiegare perché 'espressione letterale E = o X1 & sempre positiva nel suo dominio.
1—x

(x—1)-x—2

6.24 (*). Per quali valori di xla funzioney = N

émaggiore o ugualea 1. [f% <x< f%]

6.25 (*). x, x + 2, x + 4 sono tre numeri naturali. Determinate in IN il pit1 piccolo numero che
rende vera la proposizione: “il doppio del primo aumentato del prodotto degli altri due e

maggiore della differenza tra il doppio del terzo e il quadrato del secondo” (5]

6.26. Date chiare e sintetiche motivazioni alla verita della seguente proposizione: “il segno
. —x2 e . L

della frazione f = 9217;23" non € mai positivo e la frazione non ha zeri reali”.

6.27. Stabilire se basta la condizione x # 1/Ax # —1 per rendere positiva la frazione

f = x3—1
xE—2x2+1
2
6.28. Determinare per quali valori reali la frazione f = SC;U risulta non superiore a 1.
4x2—12x+9

6.4 Sistemi di disequazioni

6.29. Sulla retta reale rappresenta l'insieme soluzione S; dell’equazione:

11 2
gt XT3 =242 (xt1)

e l'insieme soluzione S, della disequazione:

1 1—x 6—2x x
2_2'( 4) 3-73 o

WV

E vero che S; C Sp?

x2<0

6.30 (*). Determina i numeri reali che verificano il sistema:
2-3x> 0
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(x+3)P3—(x+3)-(9x—2) >x3+27
6.31. L'insieme soluzione del sistema: x+5 2-(x—1) e:
T +3+ # <x+1

{x € R/x > 3} [D] 1S.=0
{x e R/x > -3} x e R/x < 3}
{x e R/x < =3}

6.32. Attribuire il valore di verita alle seguenti proposizioni:

a) il quadrato di un numero reale & sempre positivo;
b) l'insieme complementare di A = {x € R/x > —8}eé B ={x € R/x < —8}

¢) il monomio —6x3y? assume valore positivo per tutte le coppie dell’insieme R* x R*
x+1>0

non ha soluzione;
8x <0 !

d) nell’insieme Z degli interi relativi il sistema {

1 1+2x <0
e) l'intervallo {—1, —2> rappresenta I'L. S. del sistema < x ;— 3 <xil

6.33 (*). Risolviiseguenti sistemi di disequazioni.

a) 3—x>x 0] —3x>0
2x >3 i) —3x+5> 0 [x < 0]
—3x > —2x
_4 4 =
b){5x>4 [5<X<3] 4>2
2x >3 3%73
) { e 4 LA )
“Ix< =
d4) 3x—5<2 [x<—z] 3 9
x+7< 2x 3 34+2x>3x+2
k) 5x —4 < 6x—4 0<x<1]
e) { _X+3>0 x < 3 —3x+2>-—x—8
—x—3< 3 4)
_ dx+4> 3-[x+ =
f){3+2x> 3x+2 Fesx< ( 3 x> 0]
2x—1>2x dx+4> 2-(2x+2)
8) { 3x+3< 3 (0] 3(x—1) <2(x+1)
m) 1 x+1 [0 <x < 5]
h) 2x+2<2x+3 R] x—§+ 2 >0
2(x+3) >2x+5

6.34 (*). Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni.

X2 —4>0 x2+5x+6 <0 5
- B3<x< -2
a){x <0 A d){2x+5<0 [-3<x<—3]
x*—4x+3<0 5 3x—x2—2<0
2 < .
b){x 2x%2 < —10 [3 <x<3] e){x2>49 x <—=7Vx>7
dx = >0 3x—2>0
{ (x=3)>0 Sexst ez x > 2]
2x—x* <0
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x> —4x+4>0 x < 6] 2x2—x—1<0
x<6 0) { 3x+7>0 (0]
x> +6x+9 <0 x*—10x+9 <0
x <2 (0] x2—10x+25 >0
24150 p) <7 x<5V5<x<7
X“+6x+9<0 _ x2—10x+25>0
1){x<2 [x = —3] q){x<7 x <7
dx—x>—-3<0 [, x*—8>1
2 <
]){3x (5 <x<1Vx>3| ) 5=x o] < —V3)
2x2 < 8 x*—1<0
k) —x24+5x > —6 x =0] 2 _4x+3<0
x2(9—x2) <0 2_4>0
2
n (x2 —4x+3)(2x—4) >0 l<x<2V 5)3] x*+1>0 2<x<3]
2x — x2<1 XSEVXZIl 150
(3— —4)(x>—2x—8) <0 x> —5x+6 <0
m) 2_ 2
X 64<0 t) x-—1>0 0]
[2<x<3\/4<x 8] x2+1<0
2x2—x—1<0 x—1>0
3x+7>0 [x =1]
x2—10x+9<0
6.35 (*). Risolvii seguenti sistemi di disequazioni.
x-—4x+4 >0
a) x<6 Xx<—-1V1<x<2V2<x<6]
1—x2 <0
2x+3
3 x—1 17 6]
b —2<x<
) x74<2x+1 [ /
5 3
16(x+1) —2+ (x —3)2 < (x+5)2
c) 5 [R]
X <x+4
x+1<1(x+3) 1
d) 2°3 [-8 <x<—{]
(x+3)2> (x—2)(x+2)
1
2<x )+x>3x 2
e) 3 x> 2]
x 1 X X
7_727_7
3 274 6
3 1

f)

—
N
x
+
W |
A
a1
7 N
S wiN
x
|
N =
~__
=
\Y
NIwW
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X
+x— >0

4 2

1

-2

g) 3

h)

x*—3x+2<0

2 _4x+4<0
x2—x+10>0
x2—2x <0

4—x243x
-~ >0

x2—x—2 <
—3x24+3x+18
x3 —5%x% — 14x

2x+1 3
2% ~ x+1

1 1
§>x—3
3x—1-2x2<0
x2—6x+5
XX > 0

0
>0

x2—2%x+1>0
x2+5x>0

x2+x+23>0
x2—2x+7>0

6.36 (*). Dato il sistema {

vono.

6.37 (*). Per quali valori di x le due funzioni f; = x
contemporaneamente valore positivo?

1 1

3
2
(X—D - (x—|—1)2+%(1+2x)

G
)<l

B<x<4V-1<x<0V1<x<<2]

R<x<—-1Vx>7

D<x<iv2<x<3]

Xx<-5V0o<x<l1Vx>1]

(3,4,5]

4 _x34x—1ef, =x*—8x assumono

x<—-1Vx>2]



Goniometria

7.1 Angoli e archi

La goniometria ¢ la parte della matematica che si interessa degli angoli. Di angoli ne
abbiamo gia parlato allinizio dello studio della geometria, la definizione imparata allora
diceva all'incirca:

“Angolo é ciascuna delle due parti di piano delimitate da due semirette che hanno I'origine
in comune”.

Questa definizione ci ha permesso di affrontare molti argomenti, ma presenta dei limiti,
in particolare, con questa definizione non ha senso andare oltre un angolo giro, o non ha
senso parlare di angoli negativi, ma entrambe queste possibilita possono esserci utili in molte
occasioni. Proviamo a vedere gli angoli da un altro punto di vista:

Definizione 7.1. Angolo & la rotazione che porta una semiretta a coincidere con un’altra
semiretta avente l'origine in comune.

a

FIGURA 7.1: Angolo ab FIGURA 7.2: Angolo ab

La rotazione che porta a su b vedi figura 7.1 non & 'unica rotazione: a potrebbe andare su
b anche girando dall’altra parte, figura 7.2. Dobbiamo quindi distinguere le due rotazioni. Per
definire gli angoli in questo nuovo modo dobbiamo quindi stabilire quale ¢ il verso positivo e
quale quello negativo di una rotazione. Ci si & accordati di definire come verso positivo quello
antiorario e di definire come verso negativo quello orario.

Stabilito il verso, dobbiamo poter misura-
re ’ampiezza della rotazione. Da diversi mil-
lenni si e usato il grado e i suoi sottomultipli. - +
Questa unita di misura ¢ legata al tempo (un
grado ¢ allincirca la rotazione che la Terra
compie attorno al Sole in un giorno) e come
le ore ha dei sottomultipli che sono sessan- FIGURA 7.3: Verso di rotazione
tesimi dell’unita di misura fondamentale. Il
sottomultiplo primo & un sessantesimo del grado, il sottomultiplo secondo & un sessantesimo

131
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del primo. Tutto cid & piuttosto scomodo e noi lavoreremo solo in gradi espressi eventualmen-
te con la virgola. Ma c’é un altro modo per esprimere 1’ampiezza di un angolo: 1’arco. Per
capirlo osserviamo la figura:
In un riferimento cartesiano consideria-
Y mo un vettore di modulo 1 applicato nell’o-
B rigine degli assi. Il vettore ¢ libero di ruotare
e quindi il suo estremo libero descrive una
circonferenza di centro (0; 0) e raggio 1.
Questa circonferenza e I'insieme di tutti i
A punti che hanno distanza dall’origine uguale
X a 1. Ricordandoci la formula della distanza
tra due punti nel piano cartesiano possia-
mo dire che le coordinate di ciascun punto
della circonferenza soddisfano l’equazione
VX2 +y2=1.
La direzione del vettore puo essere indi-
viduata o fornendo 'angolo « o fornendo la

~
FIGURA 7.4: Rotazione di un lunghezza dell a.rco AB. )
vettore Ricordandoci la formula della circonfe-
renza (€ = 27r) si pud vedere facilmente che
tra gli angoli e i corrispondenti archi valgono le corrispondenze riportate nella seguente
tabella:

angolo 0 90 180 270 360 o % -180
arco 0 17{ e §7t 27 & s (o4
2 2 180

7.2 La circonferenza goniometrica

Se i problemi che incontreremo riguardassero solo angoli, allora potremmo chiudere qui il
capitolo, ma di solito i problemi della vita reale coinvolgono angoli e segmenti sono perciod
stati inventati degli strumenti matematici che permettono di passare dagli angoli a determinati
segmenti. Lo strumento di base che useremo per passare da angoli a segmenti € la Circonferenza
goniometrica vedi figura 7.5).

Definizione 7.2. La Circonferenza goniometrica & una circonferenza di raggio 1 con centro
nell’origine di un piano cartesiano.

Ora consideriamo 'angolo « che ha il vertice nell’origine degli assi e un lato coincidente
con l’asse x. L'altro lato interseca la circonferenza in un punto P e interseca la tangente alla
circonferenza nel punto T (vedi figura 7.5 Il segmento OP & lungo 1 essendo il raggio della
circonferenza goniometrica. Possiamo costruire un triangolo rettangolo che ha l'ipotenusa=OP
e i cateti paralleli agli assi. Chiamiamo:

sin o il cateto opposto all’angolo «;
cos « il cateto adiacente all’angolo «;
tan o la distanza di T dall’asse x;
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con o possiamo intendere sia 1’angolo sia 1’arco.
Si puo osservare che:

cos & & I’ascissa di P e sin « & 'ordinata di P: P (cos «; sin «);
per il teorema di Pitagora: sin® « + cos® o = 1;
sia cos « sia sin &« hanno valori interni all’intervallo [—1; +1].

e

PAAT

tan x
no«

x

Ol cosax H KX

FIGURA 7.5: Circonferenza goniometrica

Possiamo riprendere la tabella precedente e completarla con i valori di seno, coseno e
tangente:

angolo 0 90 180 270 360 x % -180
ar 0 17t U §71 2m * n
o 2 2 180 *
seno
coseno
tangente

7.3 Le funzioni circolari

La circonferenza goniometrica e uno strumento che permette di associare ad ogni valore
dell’arco « un ben preciso numero detto seno, cioé permette di definire una funzione tra i
valori dell’angolo e i rispettivi seni. Lo stesso vale per il coseno e per la tangente. Cioe la
circonferenza goniometrica ci permette di creare tre funzioni nei numeri reali. Vediamo ora
come disegnare il grafico della funzione seno.
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Procedura 7.1. Per disegnare le funzioni circolari:

a) procurati 4 fogli di quaderno a quadretti da 5mm;

b) incollali uno di seguito all’altro facendo attenzione a far combaciare le linee dei quadretti;

c¢) nel primo foglio disegna, con un compasso, una circonferenza di raggio 1dm;

d) dividi questa circonferenza in 24 archi uguali (puoi usare i quadretti per gli angoli di 0°, 45°,
90°,135°, ... e il compasso per quelli di: 30°, 60°, ... e ancora il compasso per: 15°, 75°, ...);

e) disegna un asse x che attraversa tutti i fogli in orizzontale;

f) disegna un asse y verticale tangente alla circonferenza;

g) sull’asse x segna una tacca ogni 6 quadretti (sarebbe un po’ di pitt ma questa approssimazione
non dovrebbe deformare troppo il grafico della funzione);

h) scrivi 0 all’incrocio degli assi e poi 15°, 30°, 45°, 60°, 75°, .. .;

i) in corrispondenza di ogni valore di arco, riporta il corrispondente valore del seno (I'ordinata;

j) congiungi tutti i punti disegnati con una linea il piti possibile regolare.

L
P 30°  60°  90°  120°  150°  180° : 210° : 240° : 270° ! 300° : 330° | 360°X

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S

FIGURA 7.6: Disegno della sinusoide

In modo analogo puoi riportare sul piano i punti relativi al coseno e alla tangente.
ottenendo il grafico delle tre funzioni circolari fondamentali.

Y

N\ /
4 N_ N_

FIGURA 7.7: Sinusoide nel piano cartesiano

Puoi osservare che la funzione seno:

¢ definita per ogni valore di x;

¢ simmetrica rispetto ...

e contenuta nell’intervallo ...

si ripete sempre uguale, cioe e periodica con periodo ...
interseca 1’asse delle ascisse con un angolo di ...

Puoi osservare che la funzione coseno:
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Y

/'\ /\
7 |~~~

FIGURA 7.8: Cosinusoide nel piano cartesiano

e definita per ogni valore di x;

¢ simmetrica rispetto ...

e contenuta nell’intervallo ...

si ripete sempre uguale, cioe e periodica con periodo ...

la funzione seno e la funzione coseno hanno la stessa forma, sono solo ...
interseca 1’asse delle ascisse con un angolo di ...

I

FIGURA 7.9: Tangentoide nel piano cartesiano

Puoi osservare che la funzione tangente:

non ¢ definita quando x vale ...

¢ simmetrica rispetto ...

e illimitata superiormente e inferiormente:

si ripete sempre uguale, cioeé € periodica con periodo ...
interseca 1’asse delle ascisse con un angolo di ...

7.4 Relazioni tra le funzioni circolari

Come si puo vedere dai grafici precedenti, le funzioni circolari (seno, coseno, tangente)
sono legate tra di loro. Vediamo alcuni legami.
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7.4.1 Relazione fondamentale della goniometria

La prima relazione che lega seno e coseno deriva dal teorema di Pitagora:

(sin oc)2 + (cos oc)2 =1

Puo essere scritta con lo stesso significato risparmiando qualche parentesi:

sin? o+ cos? o =1

Deriva dalla definizione di seno e coseno, vedi figura 7.5.
Da questa si ricavano le formule:

2 2

sin“ o« =1 —cos” «

cos? o =1 —sin® «

7.4.2 Tangente in funzione di seno e coseno

Si pud osservare che quando il seno vale 0 anche la tangente vale 0 e quando il coseno
vale 0 la tangente non e definita. Questo puo darci un indizio riguardo alla seguente relazione:

COs x

La si puo dimostrare considerando che i triangoli OHP e OKT sono simili e quindi i
rapporti tra lati corrispondenti sono uguali:

HP KT
OHP~OKT = — = —
~ OH 0K
Y
e considerando che: /
dh
HP =sin «;
OH = cos «; - tan o
KT =tan o; o
oK =1, O] cosax H |[K x
Operando le sostituzioni si
ottiene la relazione prece-
dente.

7.4.3 Traslazione di seno e coseno

Osservando i grafici delle funzioni seno e coseno possiamo vedere che traslando la funzione
coseno verso destra di 7 si ottiene il grafico della funzione seno:

Tt .
COs E—(X = sin «
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9, Y4 Yy
S oS

FIGURA 7.10: Sinusoide nel piano cartesiano

E viceversa traslando verso sinistra di 7 il grafico della funzione seno si ottiene la funzione
coseno:

. T
sin E—CX = COS &

7.5 Angoli associati

Osservando la circonferenza goniometrica possiamo vedere che ci sono angoli diversi che
hanno lo stesso seno o lo stesso coseno. In certe condizioni, il seno di « € uguale al coseno
di 3. In altri casi i valori di queste funzioni sono opposti. Si puod osservare facilmente che:
(completa tu la sequente tabella)

y sina = cos(3m—«) = —cos(3m+ ) =
= sin(n—«) = —sin(n+ «) =
= —cos(3m—«) = cos(3n+«) =
= —sin(—«)

oSt = ...... An—a) = ...... An+a) =
X = ... (m—a) = ....... (m+a) =
= ... Bn-o) = ...... Brn+a) =
= ... (—a)
tanoe = ...... An—o) = ...... An+a) =
= ....... (m—a) = ....... (m+a) =
FIGURA 7.11: Angoli associati = e (37'[(— zg = e (%ﬂ + ‘X) =

7.6 Angoli particolari

Il modo piti semplice per calcolare seno, coseno, tangente di un angolo & quello di usare
una calcolatrice non le apposite funzioni. E importante controllare le impostazioni della
calcolatrice:

se gli angoli vengono misurati in gradi deve apparire la scritta “deg”;
se gli angoli vengono misurati in radianti deve apparire la scritta “rad”;

Alle volte abbiamo a che fare con angoli particolari di cui possiamo ricordarci il valore
delle corrispondenti funzioni circolari. Prima di affrontarli, perdé dobbiamo ripassare alcuni
risultati ottenuti applicando il teorema di Pitagora.
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7.6.1 Digressione pitagorica

/g
\'&q, S
457 457
FIGURA 7.12: Triangolo rettangolo isoscele FIGURA 7.13: Triangolo equilatero

Triangolo rettangolo isoscele

Consideriamo un triangolo rettangolo isoscele, possiamo vedere questo triangolo anche
come la meta di un quadrato. Vedi figura 7.12 Possiamo anche osservare che gli angoli acuti
sono di 45° dato che sono congruenti tra di loro e la loro somma e di 90°. Supponiamo
di conoscere la lunghezza dei cateti (lati del quadrato) e di voler calcolare la lunghezza
dell’ipotenusa (diagonale del quadrato). Per il teorema di Pitagora:

ipotenusa = Vlato? + lato? = \/2 lato? = lato - V2
Con le regole del calcolo delle formule inverse possiamo trovare che:

ipotenusa L . 2
lato = ———=—— e, razionalizzando: lato = ipotenusa- -

V2

Triangolo equilatero

Non possiamo applicare il teorema di Pitagora al triangolo equilatero, ma se ne conside-
riamo la meta, otteniamo un triangolo rettangolo con un angolo di 60° e un angolo di 30°.

In questo triangolo il cateto minore, quello opposto all’angolo di 30° € lungo la meta del-
I'ipotenusa e il cateto maggiore (l’altezza del triangolo equilatero) si ottiene dal teorema di

Pitagora:
2
lat lato?
altezza = \/latoz— <(120> =4/lato? — a4o -

4 - lato® —lato? 3-lato? V3
- 4 - g Clator-
Con le regole del calcolo delle formule inverse possiamo trovare che:
lat 1 lat 3
waro _ altezza- — e, razionalizzando: waro _ altezza - £
2 V3 2 3

Osserviamo i tre casi seguenti che fanno riferimento ad angoli minori di un angolo retto.
Per quanto detto nel paragrafo precedente ¢ facile estendere le conclusioni agli altri angoli
associati.
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7.6.2 Angolo di 30°

L’angolo di 30° I'abbiamo trovato nello studio del triangolo equilatero. ora disegniamo
una circonferenza goniometrica e un angolo di 30 gradi, mettiamo in evidenza seno coseno e
tangente e ritorniamo al problema gia risolto sul triangolo equilatero.

Y
Consideriamo i due triangoli rettangoli
o OHP e OKT possiamo riconoscere che:
£ T/ il cateto OH corrisponde all’altezza
1 [\ 8 del triangolo equilatero;
30 2 ’ il cateto HP corrisponde a meta del
0 V3 HIKX lato del triangolo equilatero;
2 il cateto KT corrisponde a meta del

. lato del triangolo equilatero.
FIGURA 7.14: Angolo di 30°

Tenendo presente che: OP =1 e OK = 1 applichiamo a questi casi i risultati ottenuti sopra:

il coseno dell’angolo di 30° & uguale a ?: cos30 = ? ;

N

il seno dell’angolo di 30° & uguale a %: sin30 = % ;
3

IS

la tangente dell’angolo di 30° e uguale a %: tan30 = %

7.6.3 Angolo di 45°

L’angolo di 45° I'abbiamo trovato nello studio del quadrato. ora disegniamo una circonfe-
renza goniometrica e un angolo di 45 gradi, mettiamo in evidenza seno coseno e tangente e
ritorniamo al problema gia risolto sul quadrato.

Y /
T P/ T Consideriamo i due triangoli rettangoli
OHP e OKT possiamo riconoscere che:

(s 1
- il cateto OH e congruente al cateto
45 HP-
ol v2 H KX il cateto OK e congruente al cateto
2 KT.

FIGURA 7.15: Angolo di 45°

Tenendo presente che: OP =1 e OK = 1 applichiamo a questi casi i risultati ottenuti sopra:

il coseno e il seno dell’angolo di 45° sono uguali;
coseno e seno dell’angolo di 45° sono uguali a %: cos45 =sin45 = % ;

la tangente dell’angolo di 45° & uguale al raggio: tan 45 = 1.

7.6.4 Angolo di 60°

L’angolo di 60° I'abbiamo trovato nello studio del triangolo equilatero. ora disegniamo
una circonferenza goniometrica e un angolo di 30 gradi, mettiamo in evidenza seno coseno e
tangente e ritorniamo al problema gia risolto sul triangolo equilatero.
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y Consideriamo i due triangoli rettangoli
OHP e OKT possiamo riconoscere che:

V3 il cateto OH corrisponde a meta lato
del triangolo equilatero;

2 il cateto HP corrisponde all’altezza

del triangolo equilatero;

ol 1 H K X il cateto KT corrisponde all’altezza

2 del triangolo equilatero.

FIGURA 7.16: Angolo di 60°

Tenendo presente che: OP =1 e OK = 1 applichiamo a questi casi i risultati ottenuti sopra:

N

il coseno dell’angolo di 60° & uguale a 3: cos 60 =

1.
2/
il seno dell’angolo di 60° ¢ uguale a ‘[ :sin60 = i,
la tangente dell’angolo di 60° & uguale aV/3: tan60 = /3.

7.7 Formule goniometriche

E evidente che con le funzioni goniometriche certe scorciatoie non sono possibili: il seno
della somma di due angoli non puo essere uguale alla somma dei seni:

sin (x4 B) # sin x+sin 3

Si puo ad esempio considerare I’angolo di 90°: la somma di due angoli di 90° & un angoli
di 180° il cui seno vale 0 mentre la somma dei seni di due angoli di 90° vale 2:

0 = sin 180 = sin (90 + 90) # sin 90 + sin 90 = 2

Di seguito sono riportate, senza dimostrazione, alcune formule della goniometria, verificale
con qualche esempio.

Formule di addizione
sin(oc+ B) = sin accos B + cos acsin B
cos(ox+ B) = cos xcos B — sin asin B
tan(o+ B) = %

Formule di sottrazione
sin(oc — B) = sin xcos B — cos o sin B
cos(ot — 3) = cos cccos B + sin acsin B
tan(a— ) = e _tnl

Formule di duplicazione
sin(2a) =2 sin X COS
cos(2a) = cos? o — sin’

tan(2a) = %

Formule di bisezione

2x=1-2sinfa=2cos2ax—1

cos (7) -+ /1+czosoc
sin (§) =+ 1*‘3205“
tan (§) =4/ 1722
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7.8 Equazioni goniometriche

Risolvere un’equazione goniometrica vuol dire trovare gli angoli che rendono vera un’u-
guaglianza che contiene funzioni goniometriche. Alla realta, e anche ai matematici piace
inventare situazioni che richiedono, per essere studiate, di risolvere equazioni goniometriche
complesse, ma noi ci accontenteremo di casi molto semplici.

7.8.1 Equazioni goniometriche elementari

Chiamiamo equazione goniometrica elementare una equazione che puo essere scritta nella
forma:
f(x) =k

dove f(x) & una funzione goniometrica, ad esempio sinx, cos x, tanx e k & una costante.

Esempio 7.1. 3(sinx +2) —sinx = 4(sinx +4) —2

Per prima cosa cerchiamo di scriverlo in forma normale:

3sinx + 6 —sinx =4sinx +16 —2

3sinx —sinx —4sinx = +16 —2—6

—2sinx=+8 = sinx=—4

L’equazione di partenza non ha soluzioni, infatti sin x & sempre compreso nell’intervallo
[—1; +1] e non puo valere —4 per alcun valore di x.

Esempio 7.2. (sinx +2)2+2sinx —4 = (sinx 4 2)(sinx —2) +3
Per prima cosa cerchiamo di scriverlo in forma normale:
(sin®x +4sinx +4+2sinx —4 = sin®xx —4+ 3

+6sinx =+3 = sinx:%

!/

y sinx
30°  60° 90° 120° 150° 180 60°X

FIGURA 7.17: Soluzione grafica di: sinx = 5

Ora disegniamo la circonferenza goniometrica e anche la funzione sin e le intersechiamo
conlarettay = % Scopriamo cosi che, tra 0° e 360° ci sono due angoli che rendono vera
I'equazione e sono: 30° e 150°.

Esempio 7.3. 2(—cosx + 1) +3(cosx —2v/2) = 3cosx —v2(5 — v/2)
Per prima cosa la scriviamo in forma normale:

—2cosx+2+3cosx —6v2 =3cosx —5v2+2
—2cosx=V2 = cosx= —#
Ora disegniamo la circonferenza goniometrica e anche la funzione sin e le intersechiamo

con larettay = %
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~

y cosx

N

k P 30° 60° 90 120° | 150° 180° 210° | 240° 0° 300° 330° 360°X

— ey —

FIGURA 7.18: Soluzione grafica di: cosx = %

Scopriamo cosi che, tra 0° e 360° ci sono due angoli che rendono vera I’equazione e sono: 45°
e 315° = -45°.

Esempio 7.4. sinx(1+/3) + /3 = v/3(cosx + sinx + 1)

Per prima cosa la scriviamo in forma normale:

sinx + v3sinx +v3 = V3cosx 4+ v3sinx + V3

sinx = v/3 cosx

Questa volta abbiamo ottenuto una equazione che non ¢ elementare: contiene sia sin x sia
cosx. A questo punto possiamo usare uno sporco trucco:

t
anx 1. controlliamo che x = 90

e x = 180 non siano
soluzioni dell’equazione;

2. se e vero il punto 1, divi-
diamo entrambi i membri
per cos x.

Otteniamo:

sinx _ /3

N L300 60° 90° 120° 1505460°210° 240° 270° 300° 0ogox. € ricordandoci della definizione
di tangente:

tanx = \/5

Ora disegniamo la circonferenza
goniometrica e anche la funzio-
ne tan e la intersechiamo con la
rettay = V3.

Scopriamo cosi che, tra 0° e 360°
ci sono due angoli che rendono
vera 'equazione e sono: 60° e
FIGURA 7.19: Soluzione grafica di: tanx = +/3 240°.
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Normalmente, risolvendo un’equazione si incappa in valori che non corrispondono ad
angoli noti (0°, 30°, ...), come fare in questi casi? Possiamo utilizzare degli strumenti che
ci aiutino ad ottenere un risultato approssimato. Il primo strumento lo abbiamo realizzato
all’inizio del capitolo. La circonferenza goniometrica che abbiamo disegnato per costruire le
funzioni goniometriche ci permette anche di seguire il procedimento inverso e passare dal
valore di una funzione all’angolo. Vediamo un esempio.

Esempio 7.5. 6(cosx —1) —3(cosx + 1) = —6cos x — cos x
Eseguendo i calcoli si arriva all’equazione scritta in forma elementare:
6cosx —6—3cosx —3 = —6C0SX — COSX

6cosx —3cosx+6cosx+cosx =+6+3
10cosx =9 = cosx = 19—0 =0,9

Nella circonferenza goniometrica individuia- B0
mo sull’asse x (nel caso del coseno) il valore 0,9
e da questo risaliamo agli angoli che lo genera-
no. Tracciamo la retta x = .9 (parallela all’as- -\ 15
se y) e la intersechiamo con la circonferenza
goniometrica. Poi tracciamo due semirette che
uniscono l'origine degli assi con le intersezio-
ni. Gli angoli compresi tra 1’asse x e queste
due rette hanno il coseno cercato. Senz’altro
I'angolo x; & compreso tra 15° e 30°. 15
Possiamo stimarlo con maggior precisione os-
servando che & pit vicino a 30 e che si trova
circa ad un terzo di distanza tra i due valori. 3
Possiamo quindi valutare per gli angoli i valori:
xg ~ —25°, %1 ~ +25°

P

FIGURA 7.20: Soluzione grafica di: cosx = 0,9

A volte pero vogliamo avere un risultato con una maggiore approssimazione di quanto
possiamo ottenere a occhio. L'equazione:

cosx = 0,9 e equivalente a x = “funzione inversa del coseno” 0.9

La funzione inversa del coseno si chiama arccos riceve come argomento una lunghezza
e da come risultato un angolo. La seguente tabella riporta le funzioni goniometriche che
abbiamo studiato, le loro inverse e il nome che viene dato loro, di solito, sulle calcolatrici:

funzione inversa calcolatrice

sin arcsin sin~1
Ccos arccos cos!
tan arctan tan—1

Esempio 7.6. Riprendendo I’'esempio precedente: cosx =0, 9:

x = arccos 0,9 = 25,8419327632

Possiamo vedere cosi che nella stima fatta con la circonferenza goniometrica avevamo
commesso un errore minore di un grado. Non male!
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7.9 Disequazioni goniometriche

Possiamo ora affrontare un nuovo problema: la soluzione di disequazioni goniometriche
elementari. La soluzione di questo problema si svolge in due tempi:

1. sirisolve la disequazione nella variabile sinx (o0 cosx o tanx);
2. in modo grafico si passa dalla funzione goniometrica alla variabile x.

Anche in questo caso vediamo un esempio.

Esempio 7.7. 4sin®x —2(v/3 +1)sinx 43 < 0

In un primo tempo possiamo considerare la disequazione come se la funzione sin x fosse
una semplice variabile. Per semplificarci la vita le cambiamo il nome:

sinx =t

42 —2(V/34+1t+/3<0

L’equazione associata da come soluzioni:

ty o = VIHIEVIVET 4V VBr1F/342V3+1-4v3 L VBHIFE(E-1)
2= 1 = 1 === 1

t VBH1—B41 2 1 t V3+1+4v3—1 _ 23 _ /3

1= 1 =172 2= 1 =r =

2
Abbiamo cosi trovato gli zeri della funzione: 4t2 —2(v/3—1)t — v/3 < 0 Ora dobbiamo
trovare per quali valori di t questa funzione & < 0.
Essendo il grafico di questa funzione una parabola con la concavita verso 1'alto, il grafico

sta sotto l'ascissa quando t &€ compreso tra i due zeri: f(t) < Oset € [% ; @}
E risostituendo la variabile t con sinx: f(sinx) < 0se sinx € [% ; ?}

Evidenziamo questo intervallo sull’asse dei seni:

y’ﬁ sinx

_—
— A

\ ““““““ e

M 30° 60° 90° 120° 150° 180™\210° 240° 270° 300° 330° 860X

FIGURA 7.21: Inizio della soluzione grafica di: 4sin?x —2(v/3+2)sinx + /3 <0

Ora dobbiamo trovare i valori di x che danno un sin x interno all’intervallo evidenziato.
La soluzione di sinx = % e x9=230° V x3=150°

La soluzione di sinx = —% e xp=60° V x3=120°

y’p sinx

““““““

FIGURA 7.22: Soluzione grafica di: 4 sinx —2(v/3+ 2)sinx ++v3 <0
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Dopo averla trovata graficamente, possiamo riscrivere la soluzione della disequazione
usando i predicati: 30° <x <60° V 120° < x < 150°
e le parentesi: [30°;60°] U [120°;150°]
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7.10 Esercizi: TODO



Trigonometria

8.1 Prime definizioni

L’etimologia della parola “trigonometria” dal greco trigonon (triangolo) e métron (misura)
chiarisce in cosa consiste questa parte della matematica che ci accingiamo ad affrontare. La
trigonometria nasce dal problema di risolvere un triangolo, cioe di ricavare la misura di alcuni
suoi elementi incogniti date le misure di altri elementi. Dal momento che gli elementi di
un triangolo sono sei, i tre lati e i tre angoli, vedremo come, date le misure di almeno tre di
questi elementi di cui almeno uno sia un lato, sia possibile determinare la misura degli altri
tre elementi mancanti.

Disegniamo un triangolo rettangolo, ret-
to in A, avendo cura di indicare con la stes-
sa lettera vertice e lato opposto, come nel-
la figura a fianco. Ricordiamo che tra i lati
sussiste la relazione del teorema di Pitago-
raBC- = AC +AB- e che ciascun cateto & mi-
nore dell’ipotenusa. Ricordiamo anche che gli
angoli acuti sono complementari C+B=90°

U Osservazione Basta conoscere la misura di due lati per determinare la misura del terzo
lato, ma queste informazioni non ci permettono di determinare I'ampiezza degli angoli acuti
se non in casi particolari. Se conosciamo un angolo acuto e la misura di un lato non possiamo
determinare la misura degli altri elementi mancanti.

Riferendoci alla figura, chiamiamo cateto adiacente all’angolo acuto {3 il cateto AB indicato
con c e cateto opposto all’angolo { il cateto AC indicato con b.

Definizione 8.1. Seno, coseno, tangente

_ catetoopposto  AC b

sin =—=— = b=a-sinf;
B ipotenusa CB a P
cateto adiacente @ AB ¢
cosp=——"———=—F5=— = c=a-cosfp;
ipotenusa CB a
catetoopposto AC b
tinp=——""——"—"—=—=— = b=c-tan(p).
P cateto adiacente = AB ¢ (B)

Le definizioni sono ben poste: le funzioni seno dell’angolo (sen o sin), coseno dell’angolo (cos),
tangente dell’angolo (tan o tg) dipendono solo dagli angoli e non dal particolare triangolo usato.
Infatti angoli acuti della stessa misura appartengono a triangoli rettangoli tutti simili tra loro;
siccome i lati di triangoli simili sono in proporzione, il rapporto tra i lati & invariato. Inoltre

147
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possiamo certamente affermare che le funzioni seno e coseno di angoli acuti assumono valori
positivi minori di 1, poiché in un triangolo rettangolo il cateto ¢ minore dell’ipotenusa.
Dal confronto delle definizioni notiamo che valgono le uguaglianze:

. . 1
siny =cosf3; cosy=sinf3; tany=-—,
tan f3
per cui possiamo anche scrivere:

1

sinx = cos(90° —x); cosx =sin(90° —x); tanx = an©0° —x)"

Esempio 8.1. Nel triangolo rettangolo ABC i cateti misurano rispettivamente AB = 4m,
AC = 3m e l'ipotenusa misura 5m. Possiamo determinare le funzioni goniometriche dei suoi
angoli acuti semplicemente applicando le definizioni. Si ottiene

. b _ _c 4 b 3
smﬁ—a—g, cos(pB) = .5 tan(p) = e
Per ’angolo complementare lasciamo al lettore il completamento: siny = ...... cosy =

...... tan(y)=......

U Osservazione Ancora non possiamo avere informazioni sull'ampiezza degli angoli acuti;
vedremo in seguito come procedere nei calcoli e quindi concludere la risoluzione del triangolo.

8.2 Due identita fondamentali

Dalle definizioni date nella sezione precedente abbiamo queste due identita fondamentali:

a-siny siny
a-cosy cosy’

tany =

La tangente di un angolo e il rapporto tra il seno dell’angolo e il coseno dello stesso angolo. In
generale:

tanx = (8.1)

cosXx’

Dal teorema di Pitagora si ha a> = b? + ¢? da cui dividendo ambo i membri per a? si

ottiene

a? a? az a2
(2) (&)
=1={—-) + (—)
a a
=1= (cosy)2 + (COS‘Y)2

=1 = cos?y +sin’ .
In generale, per qualunque angolo x vale

cos?(x) +sin(x) = 1. (8.2)
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B

FIGURA 8.1: Triangolo rettangolo isoscele. FIGURA 8.2: Triangolo rettangolo con angoli
di 30° e 60°.

Si definiscono inoltre altre funzioni goniometriche che potranno servire nella risoluzione dei

triangoli: csc(x) = sir11x sec(x) = Colsx cot(x) = taix.

Esempio 8.2. In un triangolo rettangolo si sa che cos 3 = %, determinare sin 3 e tan (3.
Strategia risolutiva: ricordando che per qualunque angolo x vale la 8.2 possiamo sostituire

il dato e calcolare sin p = /1 —cos?(B) = /1 — 12 = %. Infine sapendo che per ogni angolo

vale tanx = 38X

cos(x) ricaviamo:

©|§

tanp =

| w‘%‘%

Osserviamo che nella determinazione di sin 3 abbiamo trascurato il valore negativo in quanto
abbiamo definito le funzioni goniometriche come rapporto delle misure di due segmenti.

Lzﬁ: Esercizio proposto: 8.2}

8.3 Angoli particolari

Possiamo ricavare per via geometrica il valore esatto delle funzioni goniometriche di
angoli particolari.

8.3.1 Angoli di 45°

N

11 triangolo rettangolo isoscele (figura 8.1) i cui angoli acuti sono di 45° & la meta di un
quadrato di lato 1. Sappiamo che d = v/12 + 12 = v/2 poiché il calcolo delle funzioni goniome-

triche per un angolo non dipende dal particolare triangolo usato, possiamo concludere per le

definizioni date: sin45° = - = % e anche cos(45°) = % e per la definizione di tangente

V2
dell’angolo tan(45°) = 1.
8.3.2 Angolidi30°e 60°

Il triangolo rettangolo con un angolo di 30° ha l'altro angolo acuto di 60° (figura 8.2)
pertanto possiamo trattare insieme la ricerca delle funzioni goniometriche di tali angoli.
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Il triangolo rettangolo in questione & la meta di un triangolo equilatero di lato 1 e altezza h
poiché HC & meta del lato possiamo subito dire che cos 60° = HTC = % Per le definizioni date

si ha sin60° = ?. Applicando il teorema di Pitagora si ottiene

Al—lzﬂlz—(;)2:\/q:\/§:g:\f:>sin60°:\f.
\/g

Infine tan 60° = ng‘(ggz) =

Ricordando che per angoli complementari & sinx = cos(90° — x) e cosx = sin(90° —x) ed
essendo 30° = 90° — 60° possiamo scrivere:

sin30° = cos 60° = %; c0s 30° =sin60° = ?
e infine
1
tan 30° = —2_ — 1 = é
V3 V3 3
2

8.3.3 Angolidi0°e 90°

Ovviamente non esiste un triangolo con un angolo di 0°: si tratta di un triangolo che
degenera in un segmento. Possiamo pensare ad un triangolo rettangolo avente a = 1 e
immaginare di muovere il vertice C in modo da rimpicciolire sempre piti I'angolo 3 quando f3
diventa 0° il segmento b si riduce ad un punto e siha b = 0 e quindi sin(0°) = 0, l'ipotenusa a
coincide con il cateto ¢ quindi cos 0° = 1 e infine tan(0°) = 0.

Allo stesso modo se deformiamo il triangolo fino ad avere 1’angolo ¥ di 0° e pertanto 3
di 90° otteniamo che sin90° =1 e cos 90° = 0 applicando la formula della tangente si avra
una frazione con denominatore nullo e quindi diremo che tan(90°) non ¢ definita.

Possiamo riassumere i valori trovati per questi angoli particolari in una tabella:

angolox sinx cosx tanx
0° 0 1 0
o 3 3
o 2 2
45 e 1
60° ¥ ] V3
90° 1 0  non definita

Come possiamo ottenere i valori delle funzioni goniometriche per angoli diversi da quelli
sopra considerati?

8.4 Usare la calcolatrice

Sul mercato ci sono vari tipi di calcolatrice scientifica, ciascuno dovra familiarizzare con la
propria calcolatrice per imparare ad impostare correttamente il calcolo da effettuare e i tasti
da pigiare per ottenere il corretto risultato. Se non si digita in modo consapevole e se non si
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sanno leggere i risultati, la calcolatrice & uno strumento inutilizzabile e talvolta pud anche
essere dannoso.

Nel seguito faremo riferimento alla calcolatrice Kcalc, in dotazione all’ambiente di desktop
KDE (Linux/Unix), cercando di dare riferimenti che si adattino a tutte le calcolatrici.

Passo I: scelta dell’unita di misura Sicuramente conosci gia come unita di misura degli
angoli il grado sessagesimale. Esistono pero altre unita di misura utilizzate in contesti
diversi: i gradi centesimali sono utilizzati principalmente in topografia, i radianti utilizzati in
matematica specialmente in analisi. Su tutte le calcolatrici & possibile effettuare le operazioni
sugli angoli scegliendo 1'unita di misura:

Angolo Sigla Sigla abbreviata
gradi sessagesimali DEG °
gradi centesimali GRA G
radianti RAD R

Impostiamo la calcolatrice in modo da ricevere in ingresso angoli misurati in gradi sessagesi-
mali.

Passo II: calcolo del coseno di un angolo Ci proponiamo di determinare cos 60°.
Controllate di aver impostato I'input dell’angolo in gradi sessagesimali, digitate 60 premete
il tasto cos la calcolatrice restituisce 0.5. Dunque cos 60° = 0, 5.
Attenzione: nella scrittura dei numeri decimali a volte useremo il “punto decimale” in
sostituzione della virgola.

U Osservazione

a) La funzione coseno calcolata su angoli compresi fra 0° e 90° restituisce sempre numeri
compresi fra 0 e 1.

b) Il coseno vale 1 (il massimo) quando I'angolo di input & 0° e decresce fino a 0 man mano
che I'angolo immesso cresce fino a 90°. Detto in altre parole: il coseno di un angolo che
cresce da 0° a 90° diminuisce dal valore 1 al valore 0.

c) La decrescita del coseno non & proporzionale all’aumento dell’angolo, tant’e¢ vero che si
ha: cos 60° = 0,867 ma cos 30° = 0,5 che evidentemente non & la meta di cos 30°.

Problema 8.3. Il segmento AB (figura 8.3) misura 5m e la sua proiezione AH sulla retta r
misura 3m. Possiamo determinare la misura dell’angolo & compreso tra 7 e il segmento AB?

Dati: AB=5m AH = 3m. Obiettivo: &.

2B

Soluzione Partiamo dalla formula AH = AB - cos «, da essa possiamo ottenere cos « =

Sostituendo i valori noti otteniamo cos o« = AH — % =0,6.

Per risalire dal valore del coseno al valore dell’angolo usiamo la calcolatrice attivando la
funzione inversa di coseno; su molte calcolatrici tale funzione & indicata con cos !, funzione
che si attiva con il tasto Shift (figura 8.4); nella calcolatrice di esempio pigiando il tasto Shift
compare il tasto della funzione inversa arccos.

Calcoliamo la misura dell’angolo il cui coseno ¢ 0, 6 immettendo tale valore e attivando
i tasti Shift e arccos. La calcolatrice restituisce & = 53.13010235. Questo risultato ci dice che
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FIGURA 8.3: Il segmento AB e la proiezio- FIGURA 8.4: Calcolatrice KCalc.

ne AH sulla r.

I'angolo e di 53° pili una parte decimale 0.13010235. Ricordiamo che i sottomultipli del grado
vengono espressi in sessantesimi (1 grado = 60 primi), a loro volta suddivisi in sessantesimi
(1 primo = 60 secondi). Dunque la parte decimale estratta dalla calcolatrice va adeguatamente
modificata: al risultato della calcolatrice tolgo la parte intera (53) e moltiplico per 60 in questo
caso ottengo 7.8061 ... la cui parte intera rappresenta i primi; tolgo ancora la parte intera (7)
e moltiplico per 60 ottenendo i secondi 48.368... Arrotondiamo la parte intera e possiamo
concludere &~53° 7/48". Alcune calcolatrici scientifiche fanno in automatico questi calcoli
attivando un opportuno tasto.

Osserviamo che viene utilizzato il simbolo ~ (uguale circa) per indicare che abbiamo usato
valori approssimati. Ora sei in grado di determinare 'ampiezza degli angoli acuti attivando
le funzioni inverse sulla tua calcolatrice.

8.5 Risoluzione di triangoli rettangoli

Ricordiamo che risolvere un triangolo significa ricavare le misure di tutti i suoi elementi
(lati e angoli) date le misure di alcuni dei suoi elementi.

Esempio 8.4. Determinate I'area del triangolo rettangolo sapendo che BC = 2me f3 = 20°.
Dati: BAC =90°, BC =2m, [ = 20°.
Obiettivo: Area (ABC).
Procedura risolutiva: Area (ABC) = 1 - AB - AC.

Dobbiamo dunque determinare le misure dei cateti. Applicando le definizioni:
AB=BC-cosP =2-c0s20° ~2-0,9397 ~ 1,8794;
AC=BC-cosy=2-cos70° ~ 2-0,3420 ~ 0, 6840;

pertanto, Area ~ 0.6428(m?2).

Esempio 8.5. Un triangolo rettangolo ha il cateto AB di 5cm. e I'angolo acuto in C di 57°
determinate 1’altro angolo acuto, la misura del cateto AC e la misura dell’ipotenusa.
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Dati: BAC = 90°, BCA =57°, AB =5cm.

Obiettivo: p, CA, CB.

Procedura risolutiva: Essendo gli angoli acuti complementari si ottiene 3 = 90° — 57° = 33°.
Per la formula inversa:

_ AB 5 _ 5

B = = ~ ~ 1 .
CB = 0sp ~ cos3a® 0,838 ° > 0l8em

Infine determiniamo l'altro cateto e osserviamo che possiamo procedere in due modi:

con il Teorema di Pitagora:

CA = \/CB® —AB" ~ /35,5432 — 25 ~ /10, 5432 ~ 3,2470cm;

per definizione:

CA =CB-cosy =~ 5,9618 - cos 57° ~ 5,9618 - 0, 5446 ~ 3,2468cm.

U Osservazione

a) Nei calcoli effettuati abbiamo operato un’approssimazione; per esempio il valore esatto

di CB & rappresentato solo dall’espressione CB = % = 2.

b) Irisultati ottenuti con procedimenti diversi possono differire, se pur di poco, a causa
dell’'uso di valori approssimati nei calcoli che aumentano I’errore di approssimazione

(propagazione dell’errore).

w

Esempio 8.6. Risolvi il triangolo rettangolo della figura sapendo che ¢ = 20cm e sin 3 = z.

Usiamo l'identita fondamentale per determinare cos f3:

/ / -9 16 4
cosfp = 1 —sin? p= 1— —\/ 5 —\2m =5

cosB:—:&af :T0:L725cm
a 5

4

Per il teorema di Pitagora b = v/a2 — ¢ = v/252 — 202 = 15cm 3 =~ 36° 52/12" (calcolato
con la calcolatrice e arrotondato), ¥ ~ 90° — § = 53° 07/48"".
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Esempio 8.7. Risolvere il triangolo rettangolo ABC, retto in A (quello della figura precedente)
sapendo che b =2cmesinf3 =0,2.

Dati: b =2cm, sinf3 =0,2.

Obiettivo: a, ¢, P, 7.

Procedura risolutiva: Dalle definizioni si ha

2

0.2 = 10cm.

b 2
sinf=—= 02=—-—=a=
a a

Con il teorema di Pitagora possiamo ricavare 1’altro cateto

c=va2—b2=+100—4 = V96 = 4v/6 ~ 9,7980cm.

Infine con la funzione inversa ricaviamo I’angolo B: sin~! (0,2) ~ 11,5369... e procedendo
come spiegato in precedenza otteniamo: } ~ 11° 32’13” e in seguito ¥ ~ 90° — 3 ~ 78° 27/47".

8.5.1 Proiezione di un segmento lungo una direzione

E dato un segmento AB ed una retta  che passa per un suo estremo (A, per fissare le idee).
La proiezione del segmento AB sulla retta v ¢ il segmento AH dove H & 'intersezione frar e la
perpendicolare alla retta v passante per B (si vedano i tre esempi in figura).

8.6 Risoluzione di un triangolo qualsiasi con triangoli rettangoli

Per risolvere i triangoli qualsiasi, tramite I'altezza, bisogna ricercare nella figura triangoli
rettangoli. Nel seguito saranno indicati altri teoremi che permettono di risolvere tutti i tipi di
triangoli.

Esempio 8.8. Risolvi il triangolo acutangolo della figura 8.5 con 3 = 57°, & = 39°, CH = 11m.
Ricordando che la somma degli angoli di un triangolo & 180° ricaviamo ¥:
¥ =180° — & — p = 180° —39° —57° = 84°.

Individuiamo ora i triangoli rettangoli nella figura in modo da poter applicare le formule.
Con il triangolo rettangolo CHB:

. CH —— CH 11
sinf3 = ﬁ = CB = sinp = Sn5ro 13,2m;
CH CH 11
t —_—_ =BH= = ~ 7,15m.
B =gH anp  tano) 0™
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A H B A B
FIGURA 8.5: Triangolo acutangolo. FIGURA 8.6: Trapezio rettangolo.

Con il triangolo rettangolo AHC:

H — H 11
sin(a) = C: = AC= C = — ~ 17,46m;
AC sinx  sin39°
CH — CH 11
= — ~ 13, 75m.
tan o = AH = AH tan[S tan(39°) 3,75m
Infine calcolo AB = AH+ BH ~ 7,15+ 13,75 =~ 20,9m.

8.6.1 Quadrilateri

Esempio 8.9. Nel trapezio rettangolo ABCD (figura 8.6) il lato obliquo BC forma un angolo
di 35° con la base maggiore AB, inoltre la diagonale AC & perpendicolare a BC. Calcola il
perimetro e l'area del trapezio sapendo che la sua altezza ¢ 10cm.

Ricordando che la somma degh angoh di un trlangolo & 180° ricaviamo CAB = 55°.

Siccome il trapezio é rettangolo DAC = DAB — CAB = 90° — 55°. Calcoliamo ora CB, AB
eDC:

SinABC = £ = CB = AE\ = — 10 ~ 17,43cm;
CB sinABC ~ sin35°
AB = CE\ ~ 17,43 ~ 21,28cm;
cosABC  €0s55°
7C — —_ - —
D tan(DAC) = DC = AD - tan(DAC) = 10tan(35°) ~ 7, 00.
Da cui:

2p = AB +BC + DC + DA ~ 21,28 + 17,43 + 7,00 + 10 ~ 55, 71cm;
Area — (AB+DZC) A - (21, 28+27 ,00) - 10 ~ 141, d0cm?.

8.6.2 Applicazioni della trigonometria

La topografia & una disciplina che studia gli strumenti ed i metodi operativi, sia di calcolo
sia di disegno, che sono necessari per ottenere una rappresentazione grafica di una parte
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I
|
|
|
i
E D

FIGURA 8.7: Il quadrilatero ABCD.

della superficie terrestre. La topografia ha carattere applicativo e trae la sua base teorica dalla
matematica, dalla geometria e dalla trigonometria.

Esempio 8.10. Risolvere il quadrilatero della figura8.7 sapendo che AB = 42,5m, BC =
32,18m, CD = 27,6m, BAD = 56°, ADC = 62°.

Dati: AB = 42,5m, BC =32,18m, CD =27,6m, BAD =56°, ADC = 62°.

Obiettivo: AD, /@, CDA.

Procedura risolutiva: Suddividiamo il quadrilatero in tre triangoli rettangoli e in un rettan-
golo, come nella figura riportata sotto e risolviamo i triangoli.

Triangolo FBA:
FBA = 90° — BAD = 90° — 56° = 34°;
AF = AB cos BAD = 42,5 cos 56° ~ 23, 77m;
BF = ABsin BAD = 42,5sin 56° ~ 35,23m.
Triangolo DCE:

DCE = 90° — ADC = 90° — 62° = 28°;
DE = CD cos FBA = 27,605 62° ~ 12,96m;
CE = CDsinADC = 27, 65sin 62° ~ 24, 37m.

Triangolo GBC:

BG = F—?:ﬁ—ﬁ%35,z3—24,37%10,86m;
_—~— GB 1
cos CBG GB _ 10,86 ~ 0,34 = cos™ 1(0,34) ~ 70° 16'36";

~CB 32,18
BCG =90° — CBG ~ 90° — 70° 16/36" ~ 19° 43/24";
C = BCsin(70° 16/36") = 30,29m.
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Calcoliamo ora gli elementi incogniti del quadrilatero:
DA = AF+FE+ED = 23,77 +30,29 + 12,96 ~ 67, 02m;
ABC = ABF + FBC ~ 34° +70° 16'36" ~ 104° 16'36";
BCD = BCG + GCE + ECD ~ 19° 43/24" + 90° + 34° ~ 143° 43/24"".

8.7 Risoluzione di un triangolo qualunque

Le funzioni trigonometriche possono essere calcolate anche su angoli maggiori di 90°.
Poiché, al momento, siamo interessati alle applicazioni sui triangoli, ci bastera estendere
le nostre considerazioni agli angoli compresi fra 90° e 180°, essendo 180° la misura limite
superiore di un angolo interno di un triangolo.

Esempio 8.11. Analizziamo la tabella con i valori approssimati alla quarta cifra decimale delle
funzioni seno e coseno per alcuni angoli da 0° a 180°.

angolo 0°  30° 45° 60°  90° 120° 135° 150° 180°

sinae 0 0,5 10,7071 0,8660 1 00,8660 0,7071 0,5 0
cosx 1 10,8660 0,7071 0,5 0 -0,5 —0,7071 —-0,8660 —1

Dalla tabella si nota che la funzione seno si mantiene positiva nell’intervallo (0° 180°), nei cui
estremi si annulla. Inoltre essa assume il valore massimo, uguale a 1, quando 1’angolo & di 90°.
La funzione coseno, invece, & negativa per angoli compresi tra 90° e 180°. Precisamente: essa
decresce da 1 a 0 man mano che I'angolo su cui ¢ calcolata cresce da 0° a 90°, dopodiché
continua a decrescere, da 0 a —1, man mano che 'angolo passa da 90° a 180°, si annulla 90°.
Osserviamo anche che angoli supplementari hanno lo stesso seno e coseno opposto. Queste
considerazioni saranno chiarite con lo studio delle funzioni circolari.

Affrontiamo ora il problema di risolvere un triangolo qualsiasi. Come sappiamo, gli
elementi caratteristici di un triangolo sono le misure dei suoi lati e dei suoi angoli. Sappiamo
anche che per determinare univocamente un triangolo sono, in linea di massima, necessari
solo tre di questi elementi purché uno almeno di questi sia un lato. Cio deriva dai tre criteri di
congruenza dei triangoli che andiamo a ricordare.

Primo criterio di congruenza Due triangoli che abbiano rispettivamente congruenti due lati
e I’angolo tra essi compreso sono congruenti.

Secondo criterio di congruenza Due triangoli che abbiano rispettivamente congruenti un
lato e due angoli ugualmente posti rispetto al lato sono congruenti.

Terzo criterio di congruenza Due triangoli che abbiano rispettivamente congruenti i tre lati
sono congruenti.

Ricordiamo che due triangoli che abbiano ordinatamente uguali tutti gli angoli non sono,
in generale, congruenti, bensi sono simili.

Quello che ci chiediamo ¢ se la trigonometria, finora usata solo per i triangoli rettangoli,
ci possa venire in aiuto per la determinazione delle misure degli elementi incogniti di un
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triangolo qualunque, quando conosciamo i tre elementi che lo determinano univocamente.
Ad esempio, se ¢ assegnata la lunghezza di due lati e 'ampiezza dell’angolo compreso, la
geometria euclidea, ci aiuta a costruire il suddetto triangolo tramite riga e compasso ma non
ci dice nulla delle misure degli elementi incogniti.

Disegniamo un triangolo avendo cura di indicare con la stessa lettera vertice e lato opposto
e di nominare con &, 3, ¥ le ampiezze degli angoli di vertice rispettivamente A, B, C.

8.7.1 Caso I: due lati e I'angolo compreso congruenti

Come abbiamo premesso, assegnati due lati e 1’angolo tra essi compreso, la geometria
euclidea ci assicura l’esistenza di un solo triangolo che soddisfi i dati, ma non ci permette di
determinare la misura del terzo lato, né le ampiezze degli altri angoli. Per questo ci viene in
aiuto il seguente

Teorema 8.1 (del coseno o di Carnot). In un triangolo qualsiasi di cui siano note le lunghezze di
due lati e 'ampiezza dell’angolo compreso, il quadrato della lunghezza del lato incognito e uguale alla
somma dei quadrati delle lunghezze note diminuita del loro doppio prodotto per il coseno dell’angolo
compreso. A seconda di quali siano i due lati noti, traducendo in linguaggio matematico quanto
afferma l'enunciato si ha:

02:a2+b2—2~a-b~cosy;

azzcz+b2—2-c~b-cosoc;

b2:a2+cz—2-a~c~cos[3.

Problema 8.12. Risolvete il triangolo ABC dati a = 20cm, b = 10cm, ¥ = 36°.

Dati: a =20cm, b =10cm, ¥ = 36°.
Obiettivo: ¢, &, P.
Procedura risolutiva: per il teorema di Carnot possiamo scrivere

c2:a2+b2—2-a-b-cosy

=2 =20%+10>—2-20-10-cos36° ~~ 400 + 100 — 400 - 0,8090 ~ 176,4
=c~ /176,44 ~ 13,2815cm.

Ora dobbiamo determinare gli altri due angoli; utilizzando ancora il teorema di Carnot
nella formula a2 = ¢24+b2—2.¢-b - cos « conoscendo i tre lati ci rimane come incognita
il cos(x). Sostituiamo i valori noti: 202 = 176,4 + 102 —2-13,2815 - 10 - cos «, eseguiamo i

calcoli 400 ~ 276,4 — 265,63 - cos « e da questa ricaviamo cos & ~ % ~ —0,4653 da cui
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& ~ cos~1(—0,4653) ~ 117°. 1l triangolo & ottusangolo i suoi lati misurano rispettivamente
a = 20cm, b = 10cm, ¢ = 13.2815cm i suoi angoli hanno ampiezza & = 117°, [3 =36°,9 = 27°.

8.7.2 Caso ll: tre lati congruenti

Sappiamo dalla geometria euclidea che assegnati tre segmenti affinché si possa costruire il
triangolo che li ha come lati deve essere verificato il teorema della disuguaglianza triangolare:
“in ogni triangolo ogni lato deve essere minore della somma degli altri due e maggiore della
loro differenza”.

Problema 8.13. Determinate le ampiezze degli angoli di un triangolo note le misure dei suoi
lati a =5m, b =12m, ¢ = 13m.

Dati:a=5m, b=12m, c¢=13m.

Obiettivo: &, B, 7.

Procedura risolutiva: utilizziamo almeno due volte il teorema del coseno per determinare
due angoli. Per trovare cos<y utilizziamo 2 =a?+b>—2-a-b-cosvy, sostituendo i dati
si ottiene 132 = 52+ 122 —2.5.12 - cos?, da cui cosy = W = 0. Per trovare cos «
utilizziamo ancora il teorema di Carnot nella formula a? = ¢24+b?—2-¢-b- cos «. Sostituiamo
i valori noti: 25 = 169 + 144 — 312 - cos «, da cui cos & = 169%11# = 0,9230. Quindi ¥ =

A

cos 1(0) =90°, & ~ cos1(0,9230) ~ 22°, p = 180° —90° —22° = 68°.

8.7.3 Caso llI: un lato e gli angoli congruenti

Se conosciamo solo un lato, e due angoli, ci serve il seguente

Teorema 8.2 (dei seni o di Euler). In un triangolo qualsiasi risulta costante il rapporto fra la
lunghezza di un lato e il seno dell’angolo che gli e opposto. In formule:

a b c

sinae  sinf siny’

Problema 8.14. Risolvete il triangolo ABC sapendo che a =7,52m, B =98°,% =27°.

A

Dati:a =7,52m, [3=98°, 7§ =27°.
Obiettivo: b, ¢, &.
Procedura risolutiva: Possiamo immediatamente determinare il terzo angolo:

& = 180° — (98° +27°) = 55°.
Per determinare i lati b e ¢ applichiamo il teorema di Euler.
Per la prima uguaglianza del teorema otteniamo:

752 b T2 o, 7,52
sin55°  sin98° " sin55° ~0,8192

-0,9902 =~ 9,0897m.

Considerando l'uguaglianza tra il primo e 1'ultimo rapporto del teorema otteniamo:

7,52 c e 7,52
sin55°  sin27° "~ sin55°

-8in27° & 4,1674m.
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8.7.4 Riflessioni sull’uso del teorema dei seni
Problema 8.15. Risolvete il triangolo ABC sapendo che a =20cm, ¢ = 13cm, ¥ = 36°.

Dati: a =20cm, ¢ =13cm, § =36°.

Obiettivo: b, &, p.

Gli elementi noti non rispecchiano le condizioni sufficienti di alcuno dei criteri di con-
gruenza, ma possiamo usare il teorema dei seni che ci assicura che in qualunque triangolo si
ha

a b
sina  sinp  siny
e quindi
20 13 . 20 - sin 36°
sine _ sindee o= T3 7 0,9043,

e dunque con la funzione inversa sin~!(0,9043) possiamo ricavare 'angolo & ~ 64° e
dunque B~80°.

Sembrerebbe tutto corretto, ma abbiamo trascurato il fatto che angoli supplementari hanno
lo stesso seno dunque da sin~!(0,9043) si puo ottenere &~64° oppure &~116°, e dunque il
triangolo non & univocamente determinato. Proseguendo nel ragionamento avremmo:

CasoI &=~64°, quindi il triangolo & acutangolo e 3~80° possiamo determinare b applicando
nuovamente il teorema dei seni

13 b b 13-0,9848 ~2lem
sin36°  sin80° ~0,5877

Caso Il &~116°, quindi il triangolo & ottusangolo e 3~28° possiamo determinare b con il

teorema dei seni
13 b 13-0,4694
= ———— ~10cm

Sin36°  sin28° 0,5877
I1 problema ha due soluzioni.

Problema 8.16. Risolvete il triangolo ABC sapendo che a =26m, b = 12m, & = 124°.

Dati: a =26m, b=12m, & = 124°.
Obiettivo: ¢, B, 7.
Applichiamo il teorema dei seni:
13 12 ~ sinp 12 - sin 124°
= 1 = =)
sin124°  sinf} 26
In questo caso non ci sono dubbi: un triangolo non puo avere due angoli ottusi. Potete
completare voi la soluzione e otterrete f~...... quindi y~...... einfinec~......

Problema 8.17. Risolvete il triangolo ABC sapendo che a =9m, b = 2v/3m, B = 30°.

Come nel caso precedente abbiamo la misura di due lati e I'angolo opposto ad uno di essi;
dunque per il teorema dei seni si ha

a b 9 2v3 9  2V3

; = - = — = — ; =
sine sinf ~ sina  sin30° ~ sina 0,5

da cui sin « = 1,29, impossibile! Il seno di un angolo ha come valore massimo 1. Il problema
non ha alcuna soluzione.
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8.8 Esercizi

8.8.1 Esercizi dei singoli paragrafi
8.1 Prime definizioni

8.1. Completate la figura mettendo le opportune lettere ai vertici dei triangoli rettangoli
assegnati e, applicando le definizioni, scrivete la formula che permette di ricavare 1’elemento
incognito indicato con un punto interrogativo a partire dagli elementi noti indicati con una
lettera.

?
8.2. Nel triangolo rettangolo ABC sappiamo che siny = % Determinare le altre funzioni
goniometriche dell’angolo ¥ e quelle del suo complementare.

8.3. Completare la tabella inserendo nelle caselle vuote misure di angoli acuti a piacere,
approssimando alla quarta cifra decimale.

angoloa 0° ... 30° ... 45° ... 60° ... 90°

COS X

8.4. Completare la tabella inserendo nelle caselle vuote misure di angoli acuti a piacere.

angolo& 0° ... 30° ... 45° ... 60° ... 90°

sin &
tan

Quali osservazioni si possono fare per la funzione sin «?

8.5. Nel primo esempio avevamo trovato per le funzioni goniometriche degli angoli acuti

del triangolo rettangolo di lati 5m, 4m, 3m, i seguenti valori: sin § = % = %, cosf = % = %,
tan B = 2 = 2 Determina 'ampiezza degli angoli acuti attivando le funzioni inverse sulla tua
calcolatrice.

8.5 Risoluzione di triangoli rettangoli

8.6. Risolvere il triangolo rettangolo a partire dai dati a disposizione.
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a) a=230cm, [ =25°30'

b) a=1,25m, $=75°
c) a=15cm, f =30°
d) a =36cm, sin[.%:%
e) ¢c=12m, cosB:%
f) c=12m, tanf3 =2
g) b=40cm, tanp =1
h) ¢ =12cm, a=20cm
i) b =30cm, ¢ =40cm

8.7. Nel triangolo rettangolo ABC, retto in A, determina l’altezza relativa all’ipotenusa
sapendo che il cateto AB = 20cm e ’angolo 3 = 25°

8.8. Sapendo che cosy = 75 e che il cateto b misura 20cm, calcola area e perimetro del
triangolo rettangolo.

8.9. Determinare perimetro e area del triangolo rettangolo ABC retto in A sapendo che
l'altezza relativa all’ipotenusa misura 0, 5cm e 1’angolo & e di 30°
Proiezione di un segmento lungo una direzione

8.10. Costruite la proiezione del segmento AB sulla retta r in ciascuna delle figure seguenti e
descrivete i passi effettuati.

N
T B B T
B A
x Y
A A B

8.11. Il segmento AB misura 2m. Determinare 8.12. Della figura seguente sappiamo

la misura della sua proiezione AH sulla retta
sapendo che I’angolo tra retta e segmento &
di 72° Determinare infine perimetro e area del
triangolo AHB

B
/ .
A H

che: AB = 2m,DC = 2,52m,AC = 3,76m
Indicate con H e K rispettivamente le proie-
zioni di B e D sulla retta v, determinate 1’area
del poligono ACDB

D

= 120°
o = 45° r

A C

8.13. La proiezione AH & di 2 metri. Determi- & = 88° (con l'approssimazione alla quarta

nate la misura del segmento “proiettante” AB

~

nei seguenti casi: & = 28° & = 45° & = 60°

cifra decimale).
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8.14. In un triangolo rettangolo conoscendo il
coseno dell’angolo acuto & = 0, 3 calcola sin o
e tan o« Calcola, inoltre, il valore dell’angolo
acuto & in gradi e decimali di grado.

8.15. In un triangolo rettangolo di ango-
lo acuto x, calcola cosx, tanx e x sapendo
chesinx =0,2

8.16. In un triangolo rettangolo di ango-
lo acuto x, calcola sinx, cosx e x sapendo
chetanx =1,5
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8.17. In un triangolo rettangolo conoscendo
il coseno dell’angolo acuto &, cosx = 0,7
calcola sin « e tan o« Calcola, inoltre, il valo-
re dell’angolo acuto & in gradi e decimali di
grado.

8.18. Trova area e perimetro del triangolo ret-
tangolo ABC retto in A sapendo che AB =
50cm

8.19. Risolvi il triangolo rettangolo che ha un
cateto di 25cm e il seno dell’angolo ad esso
adiacente pari a 0,28

8.20. In un triangolo rettangolo conoscendo
il coseno dell’angolo acuto &, cos o« = 0, 2 cal-
cola sin « e tan o Calcola, inoltre, la misura
dei restanti lati sapendo che il cateto opposto
ad & misura 66cm

8.6 Risoluzione di un triangolo qualsiasi con triangoli rettangoli

8.21. Risolvi il triangolo acutangolo ABC nei seguenti casi.

a) CH =20cm, & =45°, 3 = 62° 20’
b) AC =20cm, & = 60°, 3 = 35°
c) BH =12cm, & = 35°, 3 = 40° 30’

d) AH =22,25cm, & = 20°, § = 65°
e) CH=10cm, & = 42°, =53°

8.22. In riferimento alla seguente figura risolvi il triangolo ABC, conoscendo gli elementi

indicati.

a) AB =2cm, BC = 6cm, p = 30°

8.23. Risolvere un triangolo isoscele nota la
base= 41/2cm e I’Area = 32cm?

b) CH =50cm, AB = 76cm, & = 120°

8.24. Un triangolo isoscele ha ’altezza relati-
va alla base lunga 120cm e il seno dell’angolo
alla base & uguale a % Calcola perimetro e area
del triangolo.
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8.6.1 Quadrilateri

8.25. Nel trapezio ABCD isoscele sulla base
maggiore AB, la base minore misura 30cm, i
lati obliqui 20cm e il seno degli angoli acuti
€ 0,6 Trova la misura del perimetro e dell’area.

8.26. Trova l'area di un rombo di peri-
metro 120cm e con angolo ottuso pari
a 100°

8.27. Trova la misura del lato e dell’altezza
del rombo con diagonale maggiore di 20cm e
con uno dei due angoli acuti di 30°

8.28. Trova le due altezze del parallelogram-
ma di lati 10cm e 15¢cm e con i due angoli acuti
di 20°

8.6.2 Applicazioni della trigonometria

8.33. Risolvere il quadrilatero ABCD sapendo
che AB =8,01m, BC = 5,54m, CD =4, 63m,
BAD =40°, ADC = 50°

8.34. Risolvere il quadrilatero ABCD sapendo
che AB =5,8m, BC = 6,24m, CD =12,81m,
BAD = 45°, ADC = 65° (attenzione: in que-
sto problema CD > AB, quindi la figura va
disegnata diversamente).

8.35. Un vettore velocita Vv ha modulo
12cm/sec Posto su un piano cartesiano Oxy,
forma un angolo di 30° con Iasse delle ascisse.
Trova le componenti di V, Vix e Vi sugli assi.

8.36. Un piano inclinato forma col piano d’ap-
poggio un angolo di 16° Determina la forza
non equilibrata che fara scivolare un corpo di
12kg lungo un piano inclinato.

8.37. Calcola la forza necessaria per mante-
nere in stato di quiete un corpo del peso
di 25kg su un piano inclinato con la pendenza
di 20° 15’

8.38. Calcola la lunghezza del vettore V(3;4)
e gli angoli che esso forma con gli assi carte-
siani. Calcola inoltre I'equazione della retta
che ha la stessa direzione del vettore V e passa
per il punto A(0; 1)

Capitolo 8. Trigonometria

8.29. Trova l'area di un parallelogramma sa-
pendo che i lati sono lunghi 12,5cm e 7, 8cm e
’angolo tra essi compreso & 44° 30’

8.30. Calcola l’area di un rombo sapendo che
il lato € 12cm e ’angolo ottuso di 120°

8.31. Calcola l'area e il perimetro di un ret-
tangolo sapendo che le sue diagonali misura-
no 10cm e che gli angoli che esse formano con
la base sono di 35°30’

8.32. L'area di un trapezio isoscele & 28cm? e
il suo perimetro e 24cm Determina gli angoli
del trapezio, sapendo che la sua altezza ¢ 4cm

8.39. Un aereo viaggia da A a B che dista-
no 1000km, in assenza di vento 'aereo im-
piega un’ora per effettuare il percorso. Quel
giorno pero sulla tratta AB soffia un vento
costante di intensita 100km/ora e direzione
di 240 gradi rispetto alla direzione AB Cal-
cola il tempo impiegato e I'angolo di rotta
necessario per mantenere la direzione AB

8.40 (*). Parto da una localita A ai piedi di
una collina per raggiungere una localita B che
si trova nell’altro versante della collina, al-
la stessa quota di A Per fare questo percorro
per 467m una dritta mulattiera che sale con
pendenza costante di 30° Poi percorro in di-
scesa 300m lungo un dritto sentiero scalinato
con pendenza costante di 50° e giungo alla lo-
calita B Quanto sarebbe lungo un tunnel che
congiungesse A con B?

[597,27m]
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8.41 (*). Per andare da una localita A ad una calcolatrice sia impostata con i gradi (D o Deg
localita B poste in una pianura mi muovo, in sul display; G o Grad indica un’altra unita di
aereo e sempre alla stessa quota, di 20Km nel- misura!).
la direzione che forma un angolo di 20° ri-
spetto alla direzione AB Poi, per riavvicinar-

mi alla congiungente AB, mi muovo di 35Km . 0° 60 B
lungo la direzione che forma un angolo di 60° A

rispetto ad AB Infine percorro 24, 7Km nella

direzione che forma un angolo di 71, 82° (ov-

vero 71° 49'12") rispetto ad AB giungendo 71 820

finalmente sopra a B Quanto dista A da B?

Attenzione: sulla calcolatrice si puo digita-
re sia cos 71,82° che cos 71° 49’12" purché la [44Km]
8.42 (*). Sono in barca a vela e parto dalla boa B; per raggiungere la boa B¢ Inizio la naviga-
zione percorrendo un tratto lungo 1km nella direzione che forma un angolo di 10° rispetto al
tratto BB Poi viro per riavvicinarmi a B; B¢ e percorro un tratto di 2Km nella direzione che
forma un angolo di 10° rispetto a B; B¢ Ripeto la virata di 10° per riavvicinarmi alla congiun-
gente B; B¢ e percorro di nuovo 2km Faccio un’ultima virata di 10° che, percorrendo 1Km, mi
porta esattamente a By Quanto dista B; da B¢?

10° 10°
B; 10° B
i - 10° f

[5,91Km]

8.43 (*). Faccio una dritta salita che separa due localita distanti in linea d’aria 5Km Se la
pendenza della salita e di 8° costanti, qual’e (in metri) la differenza di quota delle due localita?
[695, 87m]

8.44 (*). In barca a vela mi muovo dalla boa B; alla boa B¢ facendo un percorso a zig zag
in cui ciascun tratto forma angoli di 25° rispetto al segmento B; B¢ Dopo aver navigato per
quattro tratti, di cui il primo lungo 4Km e i restanti 8Km, quanto percorso & stato fatto nella
direzione B;B¢?

25°

25°
25°

250 Bi

[25,38Km]

8.45 (*). Devo stendere un cavo dell'impianto
parafulmine lungo il tetto e la parete di una ca-
sa facendolo poi affondare nel terreno per 10m
Quale deve essere la lunghezza minima del
cavo sapendo che (vedi figura) il parafulmine

& posto sul punto pit1 alto del tetto e la casa
& composta da un pian terreno ed un primo
piano completi di altezza standard (cioe 3m
ciascuno), & larga 9m, ha un tetto ad una fal-
da inclinato di 16°? (La figura rappresenta la
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sezione della casa).

/

[25,36m]

8.46 (*). Percorro una salita rettilinea con pen-
denza di 10° partendo da una localitd A posta
a 400m d’altezza e arrivando ad una locali-
ta B posta a quota 700m Quanto dista A da B?
[2.303,50m]

Problemi sulle forze

8.49 (*). Per trainare un vagone fermo su un
binario uso un locomotore posto in un binario
parallelo ed un cavo in acciaio che, in trazio-
ne, forma un angolo di 22° rispetto ai binari.
Sapendo che l'intensita della forza di trazio-
ne lungo il cavo & di 35.000N, qual e il mo-
dulo della forza che fa muovere il vagone?
[32.451N]

8.50 (*). Per estrarre un manicotto (cioé un
cilindro cavo) incastrato in un paletto eserci-
to una forza di 150N tramite un filo che, teso
durante la trazione, forma un angolo di 20°
rispetto all’asse del paletto. Di che intensita
e la forza che mi sarebbe bastato applicare
per estrarre il manicotto se I’avessi esercitata
lungo I’asse del paletto? [140,95N]

8.51 (*). Per trainare un vagone lungo un
binario devo esercitare una forza minima
di 20.000N lungo la direzione del binario.
Qual e I'intensita minima della forza che devo
esercitare sul vagone perché si sposti sapendo
che la direzione della forza che posso applica-
re forma un angolo di 40° con la direzione del
binario? [26.108,95N]

Capitolo 8. Trigonometria

8.47 (*). Dalla cima di un palco alto 1,30m
un tizio alto 1,70m osserva la punta di un
obelisco sotto un angolo di 40° Con un laser
misura la distanza tra il suo occhio e la ci-
ma dell’obelisco e trova 74m Quanto e alto
I'obelisco?

Attenzione: osservare un oggetto sotto un
angolo & significa che la retta congiungente
il nostro occhio con l'oggetto osservato for-
ma un angolo & con una retta orizzontale.
[59,68m]

8.48 (*). Una mansarda e alta 5m e la sua se-
zione € un triangolo isoscele con angoli alla
base di 50° Quant’e larga la mansarda? (Ri-
correre solo alla trigonometria; usare sia la
formula diretta della proiezione sia la formula
inversa.) [8,39m]

8.52 (*). Una mansarda ¢ alta 5m e la sua se-
zione ¢ un triangolo isoscele con angoli al-
la base di 50° Quant’e larga la mansarda?
[8,39m]

8.53. Come si puo misurare l'altezza di un
edificio, senza salirvi in cima, disponendo di
un metro a nastro e di un teodolite in grado
di misurare a vista angoli sul piano verticale?

8.54 (*). Dal tetto di una casa alta 9m un
bimbo alto 1m osserva sotto un angolo di 6°
la punta di un obelisco che, in base ad una
mappa, dista 232m dalla casa. Quanto e alto
I'obelisco? [34,38m]

8.55 (*). Nella capriata di una cattedrale la
cui sezione & un triangolo isoscele, la lunghez-
za della catena (cioe della base del triangolo
isoscele) e di 50m e il tetto e inclinato di 15° ri-
spetto al pavimento. Quanto ¢ alta la capriata?
[6,70m]

8.56 (*). La grande piramide di Cheope ha
una base quadrata larga circa 230m Sapendo
che le pareti sono inclinate di circa 52°, quanto
e alta la piramide?

Attenzione: l'inclinazione cui si fa rife-
rimento ¢ quella delle apoteme delle facce
laterali rispetto al terreno. [147m]
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8.57 (*). Si attribuisce all’architetto dell’An-
tico Egitto Imhotep l'intuizione che l'inclina-
zione delle pareti di una piramide non deve
superare i 53° per evitare problemi di slitta-
mento dei blocchi del rivestimento sotto 1'ef-
fetto di un sisma. Ammesso di usare l'incli-
nazione massima, quanto deve essere larga
una piramide che debba raggiungere 1'altezza
di 70m? E se, per sicurezza, si volesse usare
un’inclinazione di 45°?

Suggerimento: questo problema si pud ri-
solvere usando l'angolo complementare a
quello assegnato. [105, 50m 140m]

8.58 (*). Una mansarda avente per sezione un
triangolo isoscele ¢ alta 4m e larga 15m Qual
¢ l'inclinazione del tetto? [28°]

8.59 (*). La piramide di Meidum, cosi come
modificata sotto Snefru, era alta 91, 7m e lar-
ga 144m Quanto erano inclinate rispetto al
terreno le (apoteme delle) sue facce? [51,86°]

8.60 (*). Dall’Avenue des Champs-Elysées os-
servo la sommita dell’Arco di Trionfo napo-
leonico sotto un angolo di 36°. Sapendo che
I’Arco & alto 50m quanto disto dalla sua base?
Se mi trovo a 1,2Km dalla sua base, sotto che
angolo ne osservo la sommita? [68,82m 2, 39°]

8.61 (*). Devo stendere un tirante che si ag-
gancia a terra e ad un palo, ai % della sua
altezza. Sapendo che il palo e alto 3,34m e

che il cavo si aggancia al terreno a 3m dalla
8.7 Risoluzione di un triangolo qualunque

8.66. Determina gli elementi incogniti di un
triangoloincuib =5, c =7e & =74° [..]

8.67. In un triangolo sono noti: b =9, & =
20° e B = 44° Quanto vale la lunghezza a?

[.]

8.68. In un triangolo sono noti: a =20, ¢ =13
e B = 75° Quanto vale b? [...]

8.69. Determina I’angolo B di un triangolo in
cui a = 10Km, b =8Km, ¢ = 12Km [...]

167

sua base, che angolo forma il tirante rispetto
al terreno? [33,74°]

8.62 (*). Su un cartello stradale vediamo 1'in-
dicazione di una salita del 10% Sapendo che
questo significa che ogni 100m in orizzontale
se ne percorrono 10 in verticale, calcola l'in-
clinazione in gradi della strada. E possibile
superare salite del 100%? [5,71°]

8.63 (*). Una capriata ha una catena di 32m
ed ¢ alta 8,9m Qual e l'inclinazione dei suoi
puntoni?

Attenzione: la capriata e la struttura per
le coperture a "capanna”; le travi che la co-
stituiscono formano un triangolo isoscele; la
catena ¢ la trave di base, i puntoni sono le
travi oblique. [29,08°]

8.64 (*). La facciata di un tempio greco ha
un basamento largo 22m e alto 3m, colonne
alte 7,40m e il frontone, largo quanto il ba-
samento, ha falde inclinate di 15° Quanto e
alto il punto piu1 elevato del tempio? Volendo
fargli raggiungere l'altezza di 14m quale incli-
nazione bisognerebbe dare ai lati obliqui del
frontone? [13,35m 18,12°]

8.65 (*). Dall’alto di una rampa lunga 300m
misuro la distanza dalla sommita di una torre
che si eleva dalla base della rampa e arriva
alla stessa altezza della mia testa. Sapendo
che la suddetta distanza vale 271m, qual ¢
lI'inclinazione della rampa? [25,4°]

8.70. Determina gli elementi incogniti di un
triangoloincuia =12, c=15e B =65°[.]

8.71. In un triangolo sono noti: a =20, & =
35° e p = 20° Quanto vale la lunghezza b?

[...]

8.72. In un triangolo sono noti: b =12, c = 4
e & = 40° Quanto vale a? [...]






Vettori

9.1 Prime definizioni

Sappiamo che due punti A e B presi su una retta a determinano il segmento b di estremi A
e B fissiamo su di esso un verso di percorrenza, per esempio da A verso B.

Definizione 9.1. Il segmento orientato di estremi A e B si chiama vettore; esso viene indicato
con AB oppure con U il punto A & il primo estremo e B il secondo estremo.

Un vettore libero & caratterizzato da tre elementi:

la direzione indicata dalla retta su cui giace;

il verso indicato dalla punta della freccia che dal primo estremo va al secondo estremo;
il modulo o intensita, uguale alla misura del segmento AB: scriveremo [ii| = AB e
leggeremo "il modulo del vettore ii € uguale alla misura del segmento AB".

Un vettore applicato € caratterizzato oltre che dai tre elementi suddetti anche dal punto di
applicazione, ovvero il punto da cui parte la freccia, chiamato anche primo estremo del vettore.

Esempio 9.1. I due vettori ABeDCin figura 9.1 appartengono alla stessa retta, quindi hanno
stessa direzione, verso opposto e modulo diverso.

Esempio 9.2. I due vettori ABeDC in figura 9.2 appartengono a rette parallele, quindi hanno
stessa direzione. I loro versi sono opposti e hanno uguale intensita: essi si chiamano vettori

opposti e scriveremo AB=-D

Esempio 9.3. I due vettori ABeCD in figura 9.3 appartengono a rette parallele, quindi hanno
stessa direzione. Hanno lo stesso verso e uguale intensita: essi si chiamano equipollenti e

scriveremo }@ = ﬁ

Osserviamo che un vettore puo essere interpretato come uno spostamento dal primo
estremo al secondo estremo, avente la direzione della retta cui appartiene il vettore stesso nel
verso indicato dalla freccia. Nel piano dotato di riferimento cartesiano ortogonale (figura 9.4a)

e rappresentato il vettore AB avente il primo estremo nel punto A(—2;1) e il secondo estremo
in B(1;2). Per andare da A a B si possono compiere diversi percorsi: possiamo procedere sul

u C v D

A AB =222 B DC =146

FIGURA 9.1: I vettori hanno stessa direzione, verso opposto e modulo diverso.
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C v D C v D
- e——————o - - — -
C=222 CD =222
u u
S )0 - - )0 - -
A AB=222 B A  AB=22 B
FIGURA 9.2: Vettori opposti. FIGURA 9.3: Vettori equipollenti.

vettore i oppure possiamo scegliere di compiere due spostamenti particolari, uno parallelo
all’asse x e I’altro parallelo all’asse y. In tal modo si determina il punto C(1;1) come "tappa

intermedia" per raggiungere B: ci spostiamo sul vettore ACe poi da C sul vettore CB.

Definizione 9.2. Chiamiamo componenti del vettore AB le misure con segno dei segmenti AC
e CB con la precisazione di assegnare il segno + alle misure dello spostamento avente
lo stesso verso degli assi coordinati e segno — se il verso & opposto a quello degli assi
coordinati.

In figura 9.4 a le componenti del vettore assegnato sono positive in quanto sia lo sposta-
mento orizzontale che quello verticale avvengono nello stesso verso degli assi coordinati.

Scriveremo /ﬁ(+3; +1). Tutti i vettori del piano cartesiano di componenti (43, +1) sono
equipollenti a AB. Cid che li distingue in modo univoco & il loro punto di applicazione.

Esempio 9.4. Il vettore Z della figura 9.4 b ha componenti entrambe negative poiché lo
spostamento orizzontale e quello verticale avvengono in verso contrario rispetto al verso degli
assi coordinati: scriveremo z(—2; —3). Il vettore i della figura 9.4 b ha la componente lungo
'asse x positiva e negativa la componente verticale: scriveremo w(+4; —3).

1 B
Componenti di u(a = +4;b = —3)
-2 A Componenti di z(c = —2;d = —3)
E -2 F
a b

FIGURA 9.4: Spostamenti di vettori.
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Procedura 9.1. Determinare le componenti cartesiane di un vettore v, note le coordinate cartesiane
degli estremi A(xa;Ya) e B(xg;ys):

a) dal primo estremo tracciamo la parallela all’asse x e dal secondo estremo la parallela all’asse y
determinando il punto C(xp;ya)

b) calcoliamo le misure con segno a =xg —xa b =yp —ya

c¢) scriviamo V(a;b).

Ottenute le componenti si determina il modulo del vettore utilizzando il teorema di Pitagora; si
ha infatti [ii| = AB = v/a2 + b2. Il rapporto my = 2 indica la direzione del vettore.

Esempio 9.5. Assegnato il vettore della figura, determinate le sue componenti, il modulo e la
direzione. Completate i passi indicati nella strategia risolutiva:

scrivete le coordinate degli estremi del Yy
vettore assegnato A(...;...)eB(...;...) B
individuate le componenti del vetto- 27
re w:
1 +

segnate il punto C calcolate a =

X —Xaeb=yp—ya
le componenti del vettore sono

—

w(...;...)

determinate il modulo del vettore [w| =

determinate la direzione del vetto-
remy —....

Esempio 9.6. Tracciate nel riferimento carte- y
siano ortogonale il vettore ¥/(1; —3). Nella ri-

chiesta di questo quesito sembra manchi qual-

cosa: conosciamo le componenti del vettore,

ma dove mettiamo il primo estremo? Prova- 1
te a mettere il primo estremo in ciascuno dei

seguenti punti: Aj(—1;2) Ay(1;0) A3(3;-2)

e determinate il secondo estremo di ciascun

vettore; completate indicando per ciascuno

il modulo e la direzione. E vero che tutti i

vettori tracciati sono equipollenti? In figura &

rappresentato il vettore equipollente a quelli

costruiti avente il primo estremo nell’origine

del riferimento.

U Osservazione Quando si assegna un vettore mediante le sue componenti, collocheremo il
primo estremo nell’origine del riferimento cartesiano ortogonale e il secondo estremo (punta
della freccia) avra come coordinate le componenti del vettore in questione.
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9.2 Operazioni con i vettori

9.2.1 Somma di vettori

Definizione 9.3. Nel punto A del piano sono applicati due vettori i e V: dall’estremo B
si traccia la retta parallela ad AC e da C la parallela ad AB e si indica con D il loro punto
di intersezione. Il vettore AD individuato dalla diagonale AD del parallelogrammo & la
somma dei vettori w e v, e si scrive w = w+v.

FIGURA 9.5: Somma di due vettori.

Nella sua opera Philosophiae naturalis principia mathematica del 1682, Isaac Newton (1642-
1727) nel primo corollario alle leggi del moto, scrive: «un corpo spinto da due forze congiunte
descrivera la diagonale di un parallelogrammo nello stesso tempo nel quale descriverebbe
separatamente i lati».

Iustriamo con un esempio che vale anche la proprieta associativa.

Esempio 9.7. Dimostriamo che vale ii 4+ (V+ W) = (Ui +V) +W. Nella figura 9.6 e realizzata
la costruzione V+w = k e ti + k = j. Nella figura 9.7 & realizzata la costruzione i +V = Z
e Z+w =j. Sovrapponendo le due figure si pud constatare che i vettori j risultanti coincidono.

Osserviamo che la validita della proprieta associativa ci permette di costruire la somma di
pitt vettori. Per come & definita 1’operazione di somma, pensando al vettore come rappresen-
tante di uno spostamento dal primo estremo al secondo, possiamo interpretare la figura 9.5
come lo spostamento di un punto prima da A fino a B e poi da questo fino a D, essendo BD
un vettore equipollente ad AC. Quindi possiamo affermare che il vettore somma di due
vettori U e V si pud determinare prendendo due vettori AB e BC rispettivamente equipollenti
ai dati; se A? = i e BC =V (figura 9.8), allora la somma ¢ il vettore /ﬁ, avente A come primo
estremo e C, ultimo estremo del secondo vettore, come secondo estremo.

Pertanto la somma di pit1 vettori si pud semplicemente determinare scegliendo per ogni
addendo il vettore equipollente avente il primo estremo nell’estremo finale dell’addendo
precedente: la somma é il vettore avente il primo estremo nel punto iniziale del primo addendo
e l'estremo finale nel secondo estremo dell’ultimo addendo.

Esempio 9.8. Somma di piti vettori: Z+ @ + b 4 ¢ = §, (figura 9.9).

Abbiamo visto come si costruisce geometricamente il vettore somma di vettori; vediamo
come si determinano le componenti del vettore somma se la questione e posta nel riferimento
cartesiano ortogonale.
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D

FIGURA 9.6: V+W =keli+k=]. FIGURA9.7: i+V =Ze Z+W =].

Esempio 9.9. Nel piano dotato di riferimento cartesiano ortogonale (figura 9.10) costruiamo
il vettore somma dei vettori 1i(1;2) e V(3; —1) e determiniamone le componenti.
Strategia risolutiva:

a) costruiamo il vettore w equipollente al vettore V applicato al punto A
b) determiniamo il puntoD(4;1)
¢) costruiamo il vettore Z = i + V di coordinate Z(4;1).

Osserviamo che il primo passo realizzato ci permette di affermare x, = X, +xy € Yz = Yu +Yv.

o'

A
A C K

T

FIGURA 9.8: Somma di due vettori. FIGURA 9.9: Somma di pil1 vettori.
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FIGURA 9.10: Determinazione di componenti di un vettore.

Procedura 9.2. Regola del parallelogrammo per determinare le componenti cartesiane del vettore
somma Z = (xz; ), hote le componenti cartesiane degli addendi i = (x; Yw) e V = (Xv; Uv).

11 primo passo realizzato nella costruzione precedente ci permette di affermare che le componenti
del vettore somma sono la somma delle componenti dei vettori addendi:

Xz =Xu +Xv €Yz =Yu + Yv.

Applicazioni dei vettori I vettori sono degli enti geometrici, essi sono utilizzati in fisica per
rappresentare tutte le grandezze che sono definite conoscendo modulo, direzione, verso e
punto di applicazione. Esempi di grandezze vettoriali sono: la velocita, 1’accelerazione, la
forza, la densita di corrente elettrica.

Esempio 9.10. Nella figura seguente & rappresentata una scatola vista dall’alto. Su di essa
agiscono due forze; calcola la forza risultante in ognuno dei casi della figura, sapendo che una
forza misura 4N e l’altra 9N.

Ty

a) I due vettori hanno la stessa direzione e lo stesso verso quindi la risultante si ottiene
addizionando i due moduli: |¥] = 4N + 9N = 13N

b) poiché i vettori sono opposti come verso, si procede sottraendo al vettore maggiore il
vettore minore e la forza risultante ha la direzione ed il verso del vettore di modulo
maggiore: [f] = 9N —5N = 4N.

c¢) idue vettori hanno direzioni perpendicolari. In questo caso il vettore somma si ottiene
con il metodo del parallelogrammo, quindi applicando il teorema di Pitagora:

1=/ (4N)? + (9N)2.

Svolgimento:
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FIGURA 9.11: Differenza di due vettori.

9.2.2 Differenza tra vettori

Procedura 9.3. Per determinare la differenza tra due vettori (figura 9.11) ii e V si procede nel
seguente modo:

a) costruiamo il vettore Z = —V che ha stessa direzione, stesso modulo, ma verso opposto;
b) determiniamo con la regola del parallelogrammo i + Z = C.

—

Il vettore ottenuto é la differenza tra i vettori assegnati: ¢ = 1l — V.

Esempio 9.11. Sono assegnati i vettoriti(4;0) e V(—2; —1). Determinare dy =i —Vved; =V —1i.
Cosa osservate?

y
14,
O : u \A
6 -5 -4 -3 2 1 1 2 3 4 5 6 X
v
14
C

9.2.3 Moltiplicazione di un numero reale per un vettore

Definizione 9.4. Assegnato un numero reale r ed un vettore V, il prodotto - V & un vettore p
avente:

a) la stessa direzione del vettore ¥
b) intensita o modulo uguale al prodotto del modulo di V per il valore assoluto di 1
1Bl = Irl - 9]
c) verso uguale al verso di V se 1 & positivo, verso opposto a quello di V se r & negativo.

Esempio 9.12. Nella figura sono rappresentati il vettore ¥ e altri vettori ottenuti moltiplican-
= 1
dolo per un numero reale: @ =2-V,b = —5 -V, C= 3 V.



176 Capitolo 9. Vettori

<!

it

FIGURA 9.12: Prodotto scalare tra due vettori.

Y a b [¢

> > 4 —

Esempio 9.13. Nel piano dotato di riferimento cartesiano ortogonale rappresentiamo il vetto-
re 1i(4; 1) le componenti del vettore p = —2 - ii si ottengono moltiplicando per —2 le componenti
del vettore dato: P(—8;—2). P e U hanno la stessa direzione essendo mg = % = mj e anzi
appartengono alla stessa retta avendo in comune il punto di applicazione.

y
1,,
u
-8 -6 —4 2 2 4 x
p !
_2,,

—

In generale 1(xy;Yyu) = 7+ U =P(T Xy, T Yu) € Mg = M5,

U Osservazione Se due vettori hanno la stessa direzione, cioé appartengono a rette parallele
(non coincidenti), si pud sempre trovare un numero reale r tale che uno sia r volte l'altro. La
figura seguente puo suggerirvi come giustificare I'osservazione precedente.

'

Esempio 9.14. Sono assegnati i vettori 72(% ;1) §(—3;—1) Z(0;3). Costruite i vettori: p; =
2.X—G§ pr=2-(Z+7Y) ps =—3 -Z+2-§ +3-¥ e determinatene le componenti.

9.2.4 |l prodotto scalare

Consideriamo due vettori il e v non nulli e sia « ’angolo da essi formato.
I prodotto scalare pud assumere valore positivo, negativo o nullo a seconda dell’angolo o
che i due vettori ii e V non nulli formano. In particolare:
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se i vettori 1l e V sono paralleli e quindi o« = 0°

-V = [i][V] cos & = [i[[V]
in quanto cos 0° = 1;
se i vettori 1 e V sono perpendicolari e quindi &« = 90°
U-v=0
in quanto cos90° = 0;

in tutti gli altri casi dipende dal valore di cos « che & positivo se —90° < o < +90° e
negativo se +90° < « < 270°

Esempio 9.15. Calcola il prodotto scalare dei vettori ii e V, che hanno moduli [ii]| =3 e [] =5
e che formano un angolo di 120°.

1
-V =Vlcosa =3-5-cos120° = 15- (2) =-7,5

Esempio 9.16. Calcola il prodotto scalare dei vettori ii e V, che hanno moduli [i]| =3 e [ = 6
e che formano un angolo di 60°.

1
U-V=[tV|cosc =4-7-cos60° =28 - (2> =+14

Proprieta
I prodotto scalare gode delle seguenti proprieta:

proprieta commutativa:

€l

u-v=v-:

proprieta distributiva rispetto alla somma di vettori:

—

(U4+V) W=1u-W+V-W

proprieta associativa:

—

(T-9) W = - (V- )

Prodotto scalare nel piano cartesiano

E possibile esprimere il prodotto scalare di due vettori i = (xy; yu) e V = (xy; Yyy) in
funzione delle loro componenti tramite la formula:

11 . V = XuXV +yuy\/
Esempio 9.17. Calcola il prodotto scalare dei vettori d(3; 5) e b(4; —2).

—

@b =xaxXp +Yayp =3-4+5-(—2)=12—-10=2
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FIGURA 9.13: Prodotto vettoriale tra due vettori.

9.2.5 Il prodotto vettoriale

I matematici hanno anche inventato una “moltiplicazione” tra due vettori che da come
risultato un vettore e la hanno chiamata prodotto vettoriale.
Consideriamo due vettori il e V non nulli e sia « I’angolo da essi formato.

Definizione 9.5. Si dice prodotto vettoriale i x V e si legge “u vettore v” il vettore che ha:
modulo uguale a [t|[V] sin &
direzione perpendicolare al piano individuato dai due vettori ii e V

verso quello in cui avanza una vite normale (destrorsa) cioe una vite che si avvita
ruotandola in senso orario fatta ruotare nel senso di rotazione che porta i su V.

In particolare:
se i vettori il e V sono paralleli e quindi o« = 0°
U x v = [t][V]sin o« = |||V sin0° =0
in quanto sin0° = 0;
se i vettori Ui e V sono perpendicolari e quindi &« = 90°
U x V = [tV sin & = [i][V]
in quanto sin90° =1

Esempio 9.18. Calcola il prodotto vettoriale dei vettori ii e V, che hanno moduli [ti| =3 e | =7
e che formano un angolo di 60°.

modulo uguale
1
UxV=Vsina=23-7-sin60° :21~§ =10,5
direzione perpendicolare al piano individuato dai due vettori i e V

verso entrante nel piano.
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A

FIGURA 9.14: Area del parallelogramma e modulo del prodotto vettoriale.

0 Osservazione E importante notare che il modulo del prodotto vettoriale & uguale all’area
del parallelogramma che ha per lati i due vettori. Infatti, come si puo vedere dalla figura 9.14

Area(ABCD) =AB-DH = AB-ADsin« = |i/[¥|sin & = i x ¥
Proprieta
Proprieta:
il prodotto vettoriale non gode della proprieta commutativa infatti:
UXV=—Vx1uU
gode della proprieta distributiva rispetto alla somma di vettori:
(B+V)XW=UXWH+VXW
gode della proprieta associativa rispetto alla moltiplicazione per uno scalare:

(k-d) xV=Kk-(UxV)
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9.3 Esercizi

9.1. Segnate nel piano dotato di riferimento cartesiano ortogonale i vettori v(1;2) e w(3; —1)
Possiamo affermare che |w| = 2 - [|?

9.2. Provate a giustificare la seguente affermazione: 1’'operazione di addizione definita secondo
la regola del parallelogrammo gode della proprieta commutativa.

9.3. Determinate il vettore Z = i +w essendo 1i(—1; —3) e V(2; —1) Determinate inoltre il
modulo di Z e la sua direzione. Potete affermare che |Z] = || + [W|?

9.4. Nel riferimento cartesiano ortogonale
sono rappresentati i vettori ti e V Completate:

a) il vettore i e applicato all’origine e ha
componenti . ..

b) il vettore Vv ha il primo estremo
inB(...;...) eil secondoin ..., pertanto
le sue componenti sono ... B

c) mg = ... e myg = ... pertanto essi
sono ...

d) t=...ep=...

e) determinare v in modo cheV=r-1

a9 o«

O~ N W »

3-2-10 1 2 3%

9.5. Determinate le componenti del vettore W = 2 -V essendo V (% ;—2) verificate che w e V
hanno stessa direzione e [W| = 2 - |V

9.6. Verificate che 3 - (X +7) = 3X + 3§ essendo %(—3;1) e §j(4; 1)

9.7. Datiidue vettori ii e V di cui si conoscono i moduli e I’angolo « che essi formano, disegna
i vettori, la loro somma e la loro differenza e calcola il modulodi i +vV e di Ui — V.

a)u=2;, v=4; oa=060° (@ + V| =~ 6,08]
b)) u=3 v=5 «=120° [T+ V| ~ 4,35]
c)u=8 v=4, a=90° [T+ V| =~ 8,92]
d)u=9, v=6; o=150° [0+ V| ~ 4, 84]

9.8. Dati i due vettori i e V di cui si conoscono i moduli e I’angolo « che essi formano, calcola
il prodotto scalare i - V.

a)u=2, v=4;, a=060° -V~ 4]
b) u=3 v=5«=120° [U-v~ —7,5]
c)u=8, v=4 oa=90° [U-v=0]
d)u=9;, v=6; o=150° -V~ —46,7]

9.9. Dati i due vettori ii e V di cui si conoscono i moduli e I'angolo « che essi formano, calcola
il modulo del prodotto vettoriale i x V.

a)u=2, v=4;, a=60° [t x V| =~ 6,93]
b)u=3 v=5 «=120° [ x V| =~ 12,99]
c)u=8 v=4 oa=90° [i x V| ~ 27]
d)u=12;, v=6;, «=45° [t x V| ~ 50,91]



Statistica descrittiva

10.1 Indagine statistica

Il termine statistica significa scienza dello stato. Questo termine venne usato per la prima
volta nel XVI secolo per indicare lo studio dei dati utili al governo degli stati prevalentemente
relativi a fenomeni di carattere demografico (nascite, morti, etc). Negli anni, la statistica si
e estesa ai campi pit disparati: fisica, psicologia, ricerca di mercato, indici di gradimento,
sondaggi, meteorologia. .. E nata essenzialmente con lo scopo di descrivere i fenomeni (stati-
stica descrittiva), successivamente & divenuta uno strumento utile anche per fare previsioni
(statistica inferenziale). In grandi linee si puo definire come la scienza che si occupa della
raccolta e dell’analisi dei dati relativi ad un certo gruppo di persone, animali o oggetti al fine
di descrivere in maniera sintetica un fenomeno che li riguarda e fare eventualmente previsioni
sul suo andamento futuro.

Ad esempio la statistica cerca di fare previsioni su domande del tipo:

quanta acqua sara necessaria in Italia fra 3 anni?
quanta corrente elettrica sara necessaria per il fabbisogno nazionale fra 5 anni?
quale sara il tasso di disoccupazione nazionale fra 1 anno?

Definizione 10.1. L'insieme di elementi oggetto dell'indagine statistica & detta popolazione
0 universo, mentre ciascun elemento della popolazione e detto unita statistica.

Sono esempi di popolazione statistica gli abitanti di una citta in un certo anno, i prezzi di un
determinato bene, le temperature massime registrate in una giornata in un particolare luogo, i
ciclomotori circolanti in Italia, gli alunni di una scuola.

Definizione 10.2. Per ogni unita statistica si possono studiare una o piti caratteristiche ed
ognuna di tali caratteristiche costituisce un carattere della popolazione oggetto di indagine. I
caratteri possono essere di tipo qualitativo o quantitativo. Si definisce modalita del carattere
indagato ciascuno dei diversi modi in cui esso puod presentarsi.

Sono esempi di carattere qualitativo il colore degli occhi, il colore dei capelli, il tipo di
scuola frequentato, il gradimento di un certo programma televisivo. Le modalita di un
carattere qualitativo sono espresse mediante nomi o aggettivi. I caratteri qualitativi sono
a loro volta suddivisi in ordinabili (il tipo di scuola frequentato & ordinabile a partire dalla
scuola dell'infanzia fino alla laurea, il gradimento di un programma televisivo & ordinabile a
partire dalla completa mancanza di gradimento fino al gradimento massimo) e non ordinabili o
sconnessi (colore degli occhi, colore dei capelli).

Sono invece caratteri quantitativi ’eta, I'altezza, il numero di auto prodotte da una fabbrica.
Le modalita di un carattere quantitativo sono espresse mediante numeri. I caratteri quantitativi
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possono invece essere di tipo discreto, quando assumono solo valori puntuali, oppure di
tipo continuo, quando possono assumere tutti gli infiniti valori compresi in un determinato
intervallo. Sono esempi di caratteri quantitativi discreti il numero di figli in una famiglia, i
pezzi prodotti in una catena di montaggio; sono esempi di caratteri continui l’altezza di una
persona, il peso di una persona, la lunghezza di un fiume.

L'indagine statistica puo riguardare l'intera popolazione (in tal caso si parla di censimento)
oppure solo una sua parte (in tal caso si parla di indagine a campione). Supponiamo di voler
effettuare un’indagine sulle persone che fumano in Italia. Il fenomeno collettivo in esame
e il fumo, la popolazione di riferimento e costituita dalla popolazione italiana in eta adulta,
I'unita statistica e rappresentata da ogni cittadino oggetto dell’indagine, i caratteri oggetto
dell'indagine possono essere “fumatore / non fumatore”, “numero di sigarette fumate”, che
cosa si fuma: pipa, sigaro, sigaretta. Data l’elevata numerosita della popolazione di riferimento
la tipologia di indagine preferibile & quella a campione.

A sua volta, I'indagine a campione puo essere effettuata su un campione casuale, quando si
scelgono a caso i campioni all’interno della popolazione o su un campione stratificato, quando
si suddivide la popolazione in classi o strati senza specifici criteri e per ogni strato si prende a
caso un campione.

10.2 Fasi di un’indagine statistica

Definizione 10.3. Dato un carattere oggetto di rilevazione, si definisce frequenza il numero
delle unita statistiche su cui una sua modalita si presenta.

Affinché un’indagine statistica sia rigorosa & necessario che sia strutturata secondo le seguenti
fasi:

a) Studio del problema e impostazione dell’indagine statistica. Si individua in maniera
precisa lo scopo della ricerca, il fenomeno sul quale indagare, la popolazione statistica
di riferimento, le singole unita statistiche ed il carattere, o caratteri, oggetto di indagine.

b) Rilevazione dei dati statistici. La rilevazione non é altro che la raccolta dei dati stati-
stici riguardanti ogni elemento della popolazione e relativi al fenomeno che si vuole
analizzare. La rilevazione puo avvenire secondo diverse modalita:

rilevazione diretta o globale: viene eseguita direttamente su tutte le unita statistiche che
formano la popolazione;

rilevazione indiretta o parziale: eseguita solo su una parte della popolazione. Si deve
scegliere in tal caso un sottoinsieme della popolazione, detto campione che deve
essere rappresentativo della popolazione di riferimento.

¢) Spoglio delle schede e tabulazione. Contemporaneamente o successivamente al rileva-
mento, i dati raccolti vengono ordinati, suddivisi in classi omogenee e riassunti tramite
tabelle dette tabelle statistiche.
d) Rappresentazione dei dati statistici. La rappresentazione puo avvenire attraverso diversi
tipi di grafico:
diagramma cartesiano: rappresentazione nel piano cartesiano dei valori della variabile
sull’asse orizzontale e delle relative frequenze sull’asse verticale;

ideogramma: si rappresenta un certo numero di dati con un simbolo;
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diagramma a nastri o a bastoni: grafico composto da segmenti o barre (orizzontali o verti-
cali) proporzionali alle frequenze;

areogramma: grafico a forma di cerchio composto da settori circolari con aree diretta-
mente proporzionali alle frequenze;

istogramma: grafico composto da rettangoli aventi area proporzionale alla frequenza.

e) Elaborazione dei dati. Vengono elaborati i dati tabulati al fine di costruire opportuni
indici di sintesi.

f) Interpretazione dei risultati. Attraverso i grafici e gli indici e possibile descrivere le
caratteristiche peculiari del fenomeno analizzato.

Analizziamo in dettaglio le singole fasi.

10.2.1 Spoglio delle schede e tabulazione

Dopo aver raccolto i dati per ciascuna modalita del carattere o per ciascuna classe indivi-
duata si deve determinare:

la frequenza assoluta, cioe il numero di volte con cui si presenta una modalita del carattere
indagato;

la frequenza relativa, cioe il rapporto tra la frequenza assoluta e il numero totale dei casi
presi in esame;

la frequenza percentuale, cioe la frequenza relativa moltiplicata per 100.

Si compila poi una tabella di frequenza che sintetizza la raccolta dei dati, come nell’esempio
seguente.

Esempio 10.1. La tabella seguente fornisce la distribuzione di frequenze assolute degli alunni
di una classe rispetto al carattere sesso.

Sesso Femmine Maschi Totale
Numero di alunni 15 12 27

Per costruirla, si & operata la classificazione della popolazione degli alunni della classe
rispetto ad un determinato carattere (il sesso), sono state individuate le modalita con cui
questo si & manifestato (femmina, maschio) ed e stato effettuato il conteggio delle unita in
corrispondenza di ciascuna modalita (frequenza assoluta). Dalle frequenze assolute si ricavano
le frequenze relative: 15 alunni su 27 sono femmine: la frazione e di 15/27 femmine sul totale
degli alunni. Dall’'operazione 15 diviso 27 otteniamo 0,56 (approssimando a due cifre decimali)
che & la frequenza relativa. La frazione puo essere espressa in forma percentuale: 0,56 equivale
a dire 56 su 100 ed & consuetudine scriverlo in forma percentuale 56%, esso indica la frequenza
percentuale.

Ripetendo lo stesso procedimento per i maschi si ottiene la seguente tabella delle frequenze:

Sesso Frequenza assoluta Frequenza relativa Frequenza percentuale

Femmine 15 0,56 56%
Maschi 12 0,44 44%
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Si puo concludere che la classe & formata per il 56% da femmine e per il restante 44% da
maschi.

Esempio 10.2. Supponiamo che i voti elencati di seguito siano quelli riportati in matematica
a fine trimestre nella tua classe: 5,4, 6,8,8,7,7,6,5,5,6, 7.

Per poter effettuare una lettura piti agevole si costruisce una tabella in cui vengono riportati
sulla prima colonna i singoli valori rilevati in ordine crescente (modalita del carattere), nella
seconda la frequenza assoluta, cioé quante volte compare quel determinato voto e nella terza
la frequenza relativa:

Voto riportato  Frequenza assoluta Frequenza relativa Frequenza percentuale

4 1 1/12 = 0,083 8,30%
5 3 3/12=0,25 25,00%
6 3 3/12=0,25 25,00%
7 3 3/12=0,25 25,00%
8 2 2/12 =0,167 16,70%
Totale 12 12/12 =1 100%

Per determinare la frequenza percentuale ¢ sufficiente moltiplicare per 100 la frequenza
relativa.

Esempio 10.3. Misurando l'altezza di un gruppo di cani di razza pastore italiano si sono
ottenute le seguenti misure in cm:

57,1 60,8 60,7 562 595 624 561 612 545 645 575 583 552
58,7 572 56,1 589 577 532 592 589 545 553 621 590 583
61,3 60,1 564 602 61,7 573 583 595 626 594 583 594 594
59,3 576 60,0 60,7 567 61,1 598 553 639 580 552 549 53,8

Il carattere indagato nella popolazione cani pastore italiano e di tipo quantitativo continuo;
con questo tipo di dati & praticamente impossibile calcolare le frequenze se le altezze non si
raggruppano in classi.

Vediamo come procedere: osservando i dati ottenuti si nota che il valore minore e 53, 8
mentre il valore maggiore e 64,7. Possiamo allora suddividere i dati in gruppi partendo
da 53, 0cm fino a 65, 0cm. Si potrebbero allora formare classi di ampiezza lcm. Si ottiene la
seguente tabella:

Classe (cm) Frequenza Frequenza Classe (cm) Frequenza Frequenza

assoluta percent. assoluta percent.
53,0-53,9 2 3,85% 59,0-59,9 9 17,31%
54,0-54,9 3 5,77% 60,0-60,9 6 11,54%
55,0-55,9 4 7,69% 61,0-61,9 4 7,69%
56,0-56,9 5 9,61% 62,0-62,9 3 5,77%
57,0-57,9 6 11,54% 63,0-63,9 1 1,92%
58,0-58,9 8 15,38% 64,0-64,9 1 1,92%

Totale 52
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Riassumendo

( Popolazione Universo ]

|

( Unita statistiche ]

Caratteri
delle unita statistiche
.\
Caratteri di tipo qualitativo Caratteri di tipo quantitativo
Modalita non numeriche Modalitd numeriche
Aggettivi, nomi, professioni Intensita o classi d’intensita

1/\1

(ordinabili] [sconnessi) ( continuo ) ( discreto ]

10.2.2 Rappresentazione grafica

La rappresentazione grafica dei dati statistici facilita notevolmente lo studio delle caratteri-
stiche del fenomeno statistico che si sta esaminando; infatti dopo aver impostato 1'indagine,
raccolto, classificato ed elaborato i dati nelle tabelle, i dati non sempre si presentano in una
forma di facile lettura ed il loro significato e la loro interpretazione rimane poco chiara. At-
traverso la rappresentazione grafica, i risultati dell’indagine emergono immediatamente, in
maniera diretta e sintetica.

La rappresentazione grafica puo avvenire utilizzando diversi tipi di grafico a seconda delle
caratteristiche da analizzare.

Diagramma cartesiano

La rappresentazione grafica attraverso un diagramma cartesiano da, in modo immediato,
informazioni sull’andamento globale del fenomeno e viene utilizzato prevalentemente per
la rappresentazione di serie storiche (per esempio, per rappresentare il numero di auto
prodotte per anno da una fabbrica) oppure quando si hanno due caratteri quantitativi e si
vuol analizzare il tipo di legame esistente fra di essi.

Esempio 10.4. Consideriamo la tabella statistica relativa alla domanda “quante ore al giorno
passi al computer?”, posta ad un campione di 50 ragazzi dai 16 ai 24 anni.

Rappresentiamo la tabella attraverso un diagramma cartesiano costruito tracciando due
rette perpendicolari, gli assi, quello verticale orientato verso 'alto e quello orizzontale orien-
tato verso destra. Riportiamo sull’asse orizzontale il numero di ore e sull’asse verticale il
numero di ragazzi e determiniamo i punti aventi come coordinate (numero ore; numero
ragazzi).

II punto A avra come coordinate 0 e 4, il punto B avra come coordinate 1 e 6 e cosi
via. Uniamo poi i punti con segmenti e otteniamo il diagramma cartesiano (grafico 10.1).
Precisamente A(0;4), B(1;6), C(2;12), D(3;16), E(4;8), F(5;4), G(6;2).
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D(3,16)
- 15 - —
C(2,12) X(35,12)
- .
g 8 S 10| i
& &
o, . E(4,8)
e e
B(1,6)
- 5 - —
A(0,4) F(5,4)
G(6,2)
0 1 2 3 4 5 6
n° ore n° ore
GRAFICO 10.1: Esempio 24.4 GRAFICO 10.2: Esempio 24.4
Numero di ore 01 2 3 4 5 6
Numerodiragazzi 4 6 12 16 8 4 2

Dal grafico 10.2 si pud notare immediatamente che la maggior parte dei ragazzi trascorre
dalle 2 alle 3 ore al computer dato che il picco piu alto si ha proprio nei punti C e D. Si
pud notare che, ad esempio, il punto X di coordinate (3.5;12), appartenente al segmento di
congiunzione tra i punti D ed E, non ha significato reale, dato che le sue coordinate non sono
riportate nella tabella statistica del fenomeno da studiare.

Ideogramma

Nella rappresentazione grafica attraverso ideogramma si rappresenta un certo numero di
dati con un simbolo che si assume come unita grafica; il simbolo richiama 1’oggetto dell’in-
dagine e da quindi una visione immediata del fenomeno. Ad esempio si pud utizzare un
uomo stilizzato per rappresentare un dato riguardante il numero di persone che vivono in un
determinato territorio, una macchina per la produzione annua di automobili in una fabbrica,
e cosi via. Tale tipo di rappresentazione € spesso usata in campo pubblicitario perché di largo
impatto visivo.

Esempio 10.5. Un istituto scolastico ha visto aumentare i suoi iscritti, dall’anno scolastico 2003-
2004 all’anno 2008-2009 secondo questa tabella:

Anno scolastico  2003-04 2004-05 2005-06 2006-07 2007-08 2008-09
Iscritti 150 200 200 325 375 450

Possiamo rappresentare mediante ideogramma i dati contenuti nella tabella statistica.
Consideriamo una faccina stilizzata come unita grafica assegnandole il valore di 50 ragazzi
iscritti.

J = 50 iscritti
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Il numero degli iscritti di ogni anno scolastico sara rappresentato da tante unita grafiche
quanti sono i gruppi di 50 iscritti. Per avere il grafico relativo all’anno 2003-2004 si devono
usare tre faccine, in quanto 150 : 50 = 3.

SN TN SN

a.s. 2003-2004 = (*)(*°)(=*)

Se la divisione del numero degli iscritti per 50 da resto, esso si dovra rappresentare disegnando
solo una parte dell’unita grafica, corrispondente alla frazione tra resto e 50. Ad esempio
nell” a.s. 2006-2007 ci sono stati 325 iscritti; 325 : 50 = 6 col resto di 25, quindi 325 sara uguale

a 6 unita grafiche e % = % unita grafica, cioé mezza faccina.

a.s. 2006-2007 = (2)("2)(°

Il grafico completo sara:

a.s. 2003-2004 = () (*2)(*°)
a.s. 2004-2005 = (*°)(°°

Diagramma a barre o a colonne

Questo tipo di rappresentazione, detta anche diagramma a nastri o a bastoni, viene usata
quando si vuole fornire un’idea delle frequenze delle diverse modalita di un fenomeno, in
genere si usa per caratteri qualitativi o quantitativi discreti. Per poter valutare il significato
statistico della lunghezza dei nastri o delle colonne & necessario scegliere opportunamente
una scala di riferimento: la larghezza del nastro ¢ arbitraria ma uguale per tutti i nastri, la
lunghezza é proporzionale alla caratteristica che si deve rappresentare. I nastri e le colonne
possono inoltre essere suddivisi in parti di colori diversi per indicare le singole componenti o
i singoli fenomeni che si vogliono analizzare.

La differenza fra la rappresentazione a barre e quella a colonne, detta anche istogramma,
consiste soltanto nell’orientamento del grafico: nel diagramma a nastri si indicano le modalita
del carattere sull’asse verticale e le frequenze sull’asse orizzontale, mentre in quello a colonne
le modalita del carattere sono riportate sull’asse orizzontale e le frequenze su quello verticale.

Di seguito vengono riportate le due tipologie di grafico accompagnate dalla tabella di
riferimento:

Materia Italiano Storia Geografia Matem. Scienze Ed. Fisica Totale
Maschi 5 4 4 2 6 5 26
Femmine 3 7 2 3 4 5 24
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= Maschi
Dy e |~ Femmine
Storia | i
Geografia e *
Matematica ’_ l B
Scienze 7_| i
Educazione Fisica | | -
| | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7
FIGURA 10.1: Diagramma a barre
Im Maschi
7+ — - |00 Femmine
6 | .
5 | |
4 | _ .
3 | _ _ .
2 | .
1 | .
0 I I I I I
Scienze Matem. Geografia Storia Italiano
FIGURA 10.2: Diagramma a colonne
Areogramma

Questo tipo di rappresentazione viene utilizzato quando si vogliono evidenziare le parti
che compongono un fenomeno, per esempio per indicare come si dividono gli alunni di una
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classe in maschi e femmine, o per rappresentare in che modo le varie voci di spesa incidono
sul bilancio familiare. Il grafico si ottiene dividendo un cerchio in settori circolari con aree
direttamente proporzionali alle frequenze che rappresentano. Per disegnare 1’areogramma, si
disegna una circonferenza di diametro arbitrario e si fa corrispondere I’angolo al centro di 360°,
con il 100% di frequenza percentuale; per ottenere gli angoli corrispondenti a frequenze
percentuali minori, si risolve la proporzione 360° : X° = 100 : X. Si suddivide cosi la
circonferenza negli angoli ottenuti e si colorano o retinano diversamente i settori circolari
ottenuti.

Esempio 10.6. Consideriamo la seguente tabella statistica che indica gli studenti, divisi per
classe, frequentata di un dato istituto scolastico, in un dato anno.

Classe 1° 2° 3° 4° 5° Totale
Studenti 320 230 212 152 96 1010

Nella tabella sono indicate le frequenze assolute; calcoliamo ora le frequenze percentuali

degli studenti. Per la 1° classe si ha: % = 0, 32 arrotondato alla seconda cifra decimale, che

equivale al 32% e cosi via per le classi successive.

Classe 1° 2° 3° 4° 5° Totale
Frequenze percentuali  32,00% 23,00% 21,00% 15,00% 9,00%  100%

Rappresentiamo graficamente mediante areogramma i dati contenuti nella tabella prece-
dente.

1° Classe: 32%

2° Classe: 23%
82, 8°

-ai"llllrﬂrmmm

!

32,4°
q 5° Classe: 9%

" 4° Classe: 15%
3° Classe: 21%

Per ottenere I’angolo relatlvo alla frequenza percentuale della 1° classe si fa: 360° - 100 =115,2°
e per la 2° classe: 360° - 100 = 82,2° e cosi via per le altre classi.
Dal grafico si pud notare immediatamente che la classe frequentata di pit e la prima.
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Istogramma

Si utilizza la rappresentazione grafica attraverso istogramma quando il carattere analizzato
e di tipo quantitativo ed i dati sono raggruppati in classi.

Prima di tutto si distribuiscono i dati in classi o gruppi e si determina il numero di individui
appartenenti a ciascuna classe, questo numero & detto frequenza della classe. Riportando tali
dati in una tabella si ottiene la distribuzione delle frequenze. Poiché le classi potrebbero avere
ampiezze diverse si calcola la densita di frequenza, definita come rapporto fra la frequenza della
classe e la relativa ampiezza.

Per disegnare un istogramma si tracciano due assi; sull’asse verticale, orientato verso 1'alto,
si fissa un segmento unitario e si riportano le frequenze. L'asse orizzontale, orientato verso
destra, € invece suddiviso in tanti segmenti la cui ampiezza e pari a quella delle singole classi.
11 grafico consiste in un insieme di rettangoli aventi per base ogni classe e altezza la densita
di frequenza corrispondente. In tal modo I’area di ogni rettangolo rappresenta la frequenza
corrispondente a ciascuna classe.

Esempio 10.7. Costruiamo un istogramma a partire dalla distribuzione di frequenza riportata
nella seguente tabella:

Diametro crateri lunari (km) Numero di crateri

0—-50 1088
50 —100 745
100 — 150 20

Innanzitutto dobbiamo determinare per ogni classe la densita di frequenza che si ottiene
dividendo la frequenza assoluta per I’ampiezza della classe:

Diametro crateri lunari (km) Densita
0—-50 1088/50 = 21,76
50 — 100 745/50 = 14,9

100 — 150 20/50 =0,4
|

‘ I 0 Densita crateri

20

10 -

*_
50 —100 100 — 150
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Esempio 10.8. Consideriamo la seguente tabella statistica che riporta i giorni di pioggia di
ogni mese, in un dato anno e in una data citta.

Mesi Giorni di pioggia Mesi Giorni di pioggia
Gennaio 15 Luglio 1
Febbraio 10 Agosto 3
Marzo 14 Settembre 3
Aprile 8 Ottobre 5
Maggio 5 Novembre 9
Giugno 2 Dicembre 11

Dividiamo i mesi dell’anno in classi, raggruppandoli in stagioni. Luglio, Agosto e Settembre
appartengono alla classe dell’Estate e la frequenza di questa classe & data dalla somma delle
frequenze di ogni mese. Cioe 1+3+3 =7.

Stagioni Estate Autunno Inverno Primavera
Giorni di pioggia 7 25 39 15

Si prosegue in questo modo per ogni classe ottenendo cosi la distribuzione delle frequenze che
riportiamo nella tabella. Costruire ora I'istogramma corrispondente alla tabella precedente
riportando sull’asse orizzontale le classi (stagioni) e su quello verticale le frequenze.

10.3 Indici di posizione

Gli indici di posizione vengono utilizzati per sintetizzare i dati di una distribuzione di
frequenza per mezzo di un solo numero. A seconda del tipo di carattere oggetto dell'indagine
statistica possono essere utilizzati valori medi diversi.

10.3.1 Moda

Definizione 10.4. La moda & la modalita del carattere indagato che si presenta pilt
frequentemente.

In una successione di n modalita x1,x», ..., xn con le relative frequenze f1,fy,...,fn, la
moda & la modalita che ha la frequenza maggiore. Questo valore puo essere calcolato per
qualunque tipo di carattere, sia qualitativo che quantitativo. Se il carattere & quantitativo
continuo con dati raggruppati in classi non & possibile determinare con esattezza la moda, ci
si limita ad individuare la classe modale definita come la classe cui e associata la massima
densita di frequenza.

Esempio 10.9. Nella tabella seguente sono riportati i numeri degli studenti, divisi per classe,
della sezione A di un dato istituto, in un dato anno. Si puo osservare che la 1° classe presenta
la frequenza massima di 320 studenti, quindi la moda ¢ la classe prima.

Classe 1° 2° 3° 4° 5° Totale
Studenti 320 230 212 152 96 1010
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Esempio 10.10. La tabella raccoglie i dati relativi alla domanda “quante ore la settimana
pratichi sport?”, posta ad un campione di 50 ragazzi dai 18 ai 25 anni. Si puo osservare che 12
e 18 ore presentano la frequenza massima 14, quindi si hanno due mode 12 ore e 18 ore. La
distribuzione & bimodale.

Numero di ore 0 4 8 12 16 18 22 Totale
Numerodiragazzi 4 1 3 14 8 14 6 50

Esempio 10.11. La tabella seguente ¢ relativa alla distribuzione delle altezze di un gruppo di
studenti.

Altezza 160-165 165-170 170-175 175-185 185-200 Totale
Numero di studenti 5 8 15 10 2 40

Poiché le classi hanno ampiezza diversa & necessario calcolare la densita di frequenza.

Altezza 160-165 165-170 170-175 175-185 185-200
Densita di frequenza 1 1,6 3 1 0,13

La massima densita di frequenza si ha in corrispondenza della classe 170-175, essa rappresenta
quindi la classe modale.

10.3.2 Media aritmetica

Definizione 10.5. La media aritmetica semplice o media aritmetica ¢ il valore ottenuto
sommando tutti i dati e dividendo tale somma per il numero dei dati.

Se abbiamo n dati x1, Xy, . .., Xn, la media aritmetica semplice M é:

n
X1 +Xp+ -+ Xn 1
M: - — Xi.

Esempio 10.12. Riprendiamo in esame la tabella relativa agli studenti, divisi per classe fre-
quentata di un dato istituto scolastico, in un dato anno. Calcoliamo la media aritmetica
semplice.

Classe 1° 2° 3° 4° 5° Totale
Studenti 320 230 212 152 96 1010

Per calcolare la media aritmetica semplice degli studenti, sommiamo tutti gli studenti delle
cinque classi e dividiamo tale somma per il numero delle classi:

320+230+212+152+96 1010

M:
5 5

=202.

Possiamo dire che in media si hanno 202 studenti per ogni classe.
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Definizione 10.6. Si definisce scarto dalla media (aritmetica) la differenza tra i valori osservati
e la media.

Se x1,X2,...,%Xn sono i valori osservati, M la media aritmetica, gli scarti sono s =x; — M,
S =%xp—M, ..., sn =xn—M.

Esempio 10.13. Calcoliamo gli scarti dalla media per la distribuzione “studenti per tipologia
di classe frequentata”, la cui media e 1010/5 = 202.

Classe 1° 2° 3° 4° 5°  Totale
Studenti 320 230 212 152 96 1010
Scarto 118 28 10 —50 106 0

Si puo osservare che vi solo valori superiori alla media e altri inferiori, tanto che lo scarto &
rappresentato in alcuni casi da un numero positivo, in altri da un numero negativo. Si puo
verificare che la somma degli scarti & nulla, cioe gli scarti positivi compensano sempre quelli
negativi.

Definizione 10.7. La media aritmetica ponderata & il valore ottenuto moltiplicando ciascun
dato con la propria frequenza, sommando tutti i prodotti fra loro e dividendo tale somma
per il numero totale dei dati.

Essa si usa nel caso in cui i dati sono molti ed & gia stata fatta la tabella delle frequenze.
In questo caso, avendo n dati x1,x,...,xn con le relative frequenze fy, fp, ..., fn, la media
aritmetica ponderata M é:

o xp-fixg-fot- - +xn -

1 n
M =— > xi-fi.
fi+fo+-+fn n; vt

Esempio 10.14. Riprendiamo la tabella dell’esempio precedente relativa alla domanda “quan-
te ore al giorno passi al computer?”, posta ad un campione di 52 ragazzi dai 16 ai 24 anni.
Calcoliamo la media aritmetica ponderata.

Numero di ore 0o 1 2 3 4
Numerodiragazzi 4 6 12 16 8

Calcoliamo la media aritmetica ponderata:

_0-4+1-6+2-12+3-16+4-8+5-4+6-2 142

M =
44+6+12+164+8+4+2 52

=2,73.

Possiamo dire che “in media” ciascun ragazzo passa circa 3 ore al giorno al computer.




194 Capitolo 10. Statistica descrittiva

10.3.3 Mediana

Definizione 10.8. La mediana di una successione di dati disposti in ordine crescente & il
dato che occupa la posizione centrale se il numero dei dati e dispari; se il numero dei dati &
pari e la media aritmetica dei dati della coppia centrale.

Poiché per calcolare la mediana i dati devono essere ordinati, € bene sottolineare che
tale valore medio non puo essere calcolato se il carattere in esame ¢ di tipo qualitativo non
ordinabile.

Esempio 10.15. Supponiamo di avere 7 dati disposti in ordine crescente: 5, 8, 10, 14, 18, 20, 25.
Allora la mediana ¢ il valore centrale, quello che occupa la quarta posizione, il 14.

Esempio 10.16. Supponiamo di avere 8 dati disposti in ordine crescente: 1, 5, 8, 10, 14, 18,
20, 25. La mediana ¢ la media aritmetica dei dati che occupano la 4° e la 5° posizione,
ciog 10414 = 12,

Esempio 10.17. Supponiamo di avere la distribuzione di frequenza riportata nella tabella. 11
numero di osservazioni e pari, quindi la mediana ¢ il valore della variabile che corrisponde
alla media dei due valori centrali, rispettivamente quelli che nella serie ordinata occupano
il 13° e il 14° posto.

E necessario in questo caso determinare le frequenze cumulate, esse si ottengono sommando
le frequenze che hanno un valore della variabile minore o uguale alla modalita corrispondente.
La frequenza cumulata relativa al voto 3 rimane 2, quella relativa al voto 4 si ottiene sommando
la frequenza del 3 e la frequenza del 4, cioe 2 + 2 = 4, la frequenza cumulata relativa al voto 5
si ottiene dalla somma della frequenza del 3, del 4 e del 5 e cosi via. Il 14° posto corrisponde
al voto 6, mentre il 15° posto e il voto 7. La mediana & 6,5.

Voto  Frequenza Frequenza cumulata

3 2 2
4 4 4+2=6
5 3 3+4+2=9
6 5 5+3+4+2=14
7 7 7+5+3+4+2=21
8 2 2+7+5+3+4+2=23
9 2 2+2+7+5+3+4+2=25
10 1 14+2+247+54+3+4+2=26
Totale 26

10.4 Indici di variabilita

Gli indici di variabilita vengono calcolati per analizzare in che modo i termini di una
distribuzione si concentrano intorno ad un valore medio.

Definizione 10.9. Il campo di variazione e la differenza fra il valore massimo ed il valore
minimo assunti dalla variabile: CVar=xmax — Xmin-
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Tale indice da un’informazione molto grossolana perché tiene conto solo del primo e del-
I'ultimo termine della distribuzione e non tiene conto di tutti i valori intermedi. Si considerino,
ad esempio, le seguenti distribuzioni di stature:

Gruppo A (staturaincm) 150 155 155 160 165 180 175
Gruppo B (staturaincm) 150 160 175 170 170 170 180

Entrambe le distribuzioni hanno lo stesso valore massimo e lo stesso valore minimo e
quindi lo stesso campo di variazione, ma mentre nella prima i valori sono concentrati verso il
valore minimo nella seconda si concentrano intorno al valore massimo.

L'indice non da quindi alcuna indicazione su quest’ultima informazione. Né puo essere
utilizzato come indice di variabilita la media degli scarti fra le singole osservazioni e la loro
media aritmetica perché tale valore & sempre uguale a zero.

10.4.1 Scarto medio assoluto

Definizione 10.10. Si definisce scarto medio assoluto la media aritmetica dei valori assoluti
degli scarti; esso indica quanto i valori rilevati si disperdono intorno al valore medio della

distribuzione:
n

[s1]+Ispl +- -+ lsnl 1
s = = — x; — M|.
- “i§—1| q \

Facendo riferimento alla distribuzione

Classe 1° 2° 3° 4° 5° Totale
Studenti 320 230 212 152 96 1010

si ha che lo scarto medio assoluto & 62,4. Si pud allora affermare che in ogni tipologia di classe
si hanno in media 202 + 62,4 iscritti.

10.4.2 Varianza e scarto quadratico medio
L'indice pit utilizzato & la varianza.
Definizione 10.11. La varianza & la media dei quadrati degli scarti fra le singole osservazioni

e la loro media aritmetica:

Var— [(xl—M)2+(X2—A/T132+-~-+(xn—M)2] _ %Z(xi—M)z.

Lo scarto quadratico medio & la radice quadrata della varianza: o = v/Var.

Se i dati si presentano sotto forma di distribuzione di frequenza la media deve essere
ponderata con le singole frequenze, cioé:

[(x1 = M) f1+ (g = M)2 - fo 4+ + (xn — M)2 - ] _

1 n
Var = — xi —M)? - f;.
fi+fo+...+fn né(l ) h
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La varianza assume valore zero quando tutti i valori coincidono con la media ed & tanto piit
grande quanto piui i singoli valori si discostano dalla media. Poiché tale indice & influenzato
sia dal valore della media che dall’unita di misura utilizzato spesso si utilizza un indice detto
coefficiente di variazione.

10.4.3 Coefficiente di variazione

Definizione 10.12. 1l coefficiente di variazione € uguale al rapporto fra scarto quadratico
medio (radice quadrata della varianza) e media aritmetica:

VY Var
" Media

CVv

Tale indice risulta di particolare utilita per confrontare distribuzioni diverse.

Esempio 10.18. E dato I'elenco delle stature, in cm, dei ragazzi di una classe: 165, 182, 159,
173, 160, 175, 185, 190, 175, 180, 159, 185, 176, 170, 175, 160, 175, 182, 159, 185.

a) Ordina i dati in una tabella delle frequenze;

b) rappresenta i dati graficamente;

¢) calcola la media, la mediana e la moda;

d) calcola la varianza e il coefficiente di variazione.

Tabella delle frequenze

Dati  Frequenze assolute Frequenze relative Frequenze percentuali

159 3 0,15 15%
160 2 0,1 10%
165 1 0,05 5%
170 1 0,05 5%
173 1 0,05 5%
175 4 0,2 20%
176 1 0,05 5%
180 1 0,05 5%
182 2 01 10%
185 3 0,15 15%
190 1 0,05 5%
Totale 20 1 100%

La somma delle frequenze assolute indica il numero totale degli studenti;
la somma delle frequenze relative deve avvicinarsi il piti possibile a 1;
la somma delle frequenze percentuali deve avvicinarsi il pitt possibile a 100.
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Grafici
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Calcolo della media, mediana e moda

Calcoliamo la media aritmetica:

1
Media = 0" (16541824159 + 173 + 160 + 175 + 185 4+ 190 + 175 + 180 + 159 + 185
+176 +170+ 175+ 160 + 175 4 182 4+ 159 + 185) = 173, 5.

Per determinare la mediana si devono ordinare in modo crescente i dati: 159, 159, 159, 160,
160, 165, 170, 173, 175, 175, 175, 175, 176, 180, 182, 182, 185, 185, 185, 190. Essendo i dati in
numero pari si calcola la media dei due dati centrali: Mediana = 175+ 175/2 = 175. Se i dati
sono molti & possibile individuare qual & o quali sono i dati centrali utilizzando la tabella delle
frequenze opportunamente costruita, cioe con i dati scritti in ordine crescente.

La moda e la modalita del carattere altezza che e piti ricorrente, cioe quello con la frequenza
pitt alta: Moda = 175.
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10.5 Esercizi

10.5.1 Esercizi dei singoli paragrafi
10.1 Indagine statistica

10.1. In una indagine su alcune famiglie si sono rilevati i seguenti caratteri; indicane il tipo
ponendo una crocetta nella casella opportuna; per i caratteri quantitativi indica se sono discreti
o continui, per i caratteri qualitativi indica se sono ordinabili o sconnessi:

Carattere quantitativo qualitativo
discreto continuo ordinabile sconnesso

Reddito mensile del capofami-
glia

Titolo di studio del capofamiglia
Familiari a carico

Settore lavorativo

Luogo di nascita del capofami-
glia

Tempo impiegato per raggiunge-
re il luogo di lavoro

10.2 Fasi di un’indagine statistica

10.2. Compila una tabella relativa alla distribuzione degli studenti della tua classe in relazio-
ne a:

colore dei capelli (nero, castano, biondi, rosso);
anno di nascita;
citta di residenza.

10.3. In una certa nazione in un dato anno si sono vendute 10540 biciclette, 7560 scooter, 2300
moto e 6532 automobili. Completa la tabella:

Mezzi di trasporto venduti ~ Freq. assoluta Freq. relativa Freq. percentuale

Biciclette
Scooter
Moto
Automobili

Totale

10.4. Da un’indagine sulla distribuzione delle altezze in un gruppo di studenti sono stati
rilevati i seguenti dati grezzi (espressi in cm):

175 168 169 173 160 165 170 172 177 172 170 173 182
164 174 185 188 164 175 160 177 176 184 180 176 168
174 175 177 183 174 166 181 173 166 172 174 165 180
190 175 176 188 171 172 181 185 184 183 175 173 181
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Raggruppa i dati in classi di ampiezza 5cm e costruisci la distribuzione di frequenza. Calcola
poi frequenza relativa e percentuale.

10.5. Dall’analisi delle paghe settimanali dei dipendenti di un’industria automobilistica si &
ottenuta la seguente distribuzione di frequenza, suddivisa in classi (la parentesi quadra indica
che 'estremo della classe considerato e incluso nella classe stessa, la parentesi tonda indica
che I’estremo della classe considerato e escluso dalla classe). Determina per ogni classe di
reddito frequenza relativa e percentuale.

Classi di reddito (€) Freq. assoluta Freq. relativa  Freq. percentuale
50-100 50
100-200 70
200-300 30
> 300 50

10.6. Data la seguente distribuzione dei risultati dei test d’ingresso di matematica in una
scuola media, sapendo che l'indagine & stata svolta su 200 alunni, determina frequenze
assolute e relative.

Voto 3 4 5 6 7 8 9
Frequenza percentuale 5% 10% 25% 40% 15% 3% 2%
Frequenza assoluta
Frequenza relativa

10.7. Osserva la seguente tabella:

Freq. assoluta Freq. relativa Freq. percentuale

Infanzia 950.000
Primaria 2.538.000
Secondaria di 1° grado 1.700.000
Secondaria di 2° grado 2.425.000
Totale

Quale fenomeno descrive la tabella?

qual ¢ la popolazione statistica oggetto dell'indagine?

quante sono le unita statistiche?

qual e stato il carattere indagato?

completa la tabella calcolando frequenza relativa e frequenza percentuale.

10.8. In un campione di ginnaste di livello agonistico si ¢ rilevata l'altezza in metri. Basta
questa frase per indicare la popolazione oggetto di indagine e il carattere rilevato? Il carattere
analizzato e di tipo qualitativo o quantitativo?

L'indagine ha dato i seguenti risultati:

Altezza 1,49 150 155 158 161 164 167 1,70 1,71
Numero ginnaste 1 6 11 4 6 4 2 2 3
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Quante sono le unita statistiche? Determina in percentuale il numero delle ginnaste la cui
altezza € non inferiore a 1, 60m

10.9. La tabella mostra dati relativi ad una popolazione di 20 famiglie italiane; le informazioni
in essa contenute stabiliscono alcuni aspetti o caratteri dei membri della popolazione: numero
di componenti, reddito annuo (in migliaia di euro), titolo di studio del capofamiglia, residenza
per area geografica. Osserva la tabella e rispondi alle domande che seguono.

Famiglia Numero componenti Reddito annuo Titolo distudio  Residenza

1 2 28 Elementare Nord
2 1 35 Media inferiore  Centro
3 3 50 Media inferiore ~ Nord
4 1 45 Medjia superiore Nord
5 1 40 Laurea Sud

6 2 30 Media inferiore ~ Sud

7 3 55 Media inferiore  Centro
8 4 80 Media superiore Centro
9 5 60 Laurea Sud

10 6 85 Laurea Nord
11 7 90 Laurea Nord
12 1 52 Media superiore Centro
13 2 62 Media superiore Sud

14 3 75 Media superiore Sud

15 5 60 Elementare Nord
16 4 45 Media inferiore ~ Nord
17 3 42 Media inferiore  Centro
18 2 28 Elementare Nord
19 8 70 Media superiore Sud
20 2 38 Laurea Sud

Cosa si intende, in statistica, per popolazione?

quali sono le unita statistiche di cui sono trascritti i dati nella tabella precedente?
quali caratteri riportati nella tabella sono qualitativi e quali quantitativi?

quali sono le modalita dei caratteri qualitativi indagati?

bastano le informazioni della precedente tabella per stabilire:

dove risiede la maggior parte delle famiglie oggetto di questa indagine? Se si, come
lo stabilite?

il numero di famiglie il cui capo-famiglia ha come titolo di studio quello di Scuola
Media Superiore? Se si, come lo stabilite?

costruire la tabella:

Titolo di studio Elementare Media inferiore Media superiore Laurea
Numero di famiglie

e vero che 1/4 dei capifamiglia, cioe il 25%, € laureato?

costruire un’altra tabella, sul modello della precedente, in cui & riportato il numero di
famiglie aventi 1, 2, 3 ecc. componenti. E vero che 1/3 delle famiglie & costituito da pii1
di 5 persone?
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individua il reddito minimo e quello massimo, completa la tabella delle frequenze in
modo che il carattere reddito sia suddiviso in classi di ampiezza 5, come indicato in
tabella.

Classi di reddito  Frequenza assoluta

26-30
31-35

quante famiglie hanno un reddito compreso tra 46 e 90 mila euro? Indica la risposta
anche in percentuale.

10.10 (Fonte Wikipedia). Rappresenta con un diagramma cartesiano la seguente serie storica
relativa alla produzione di olio di oliva in Puglia, scegliendo una opportuna unita di misura:

Anno 2006 2005 2004 2003
Produzione olio (in quintali) 1.914.535 2.458.396 2.678.201 2.508.084

10.11 (Fonte ISTAT). Rappresenta con un diagramma cartesiano la seguente serie storica,
relativa al numero di societa quotate in borsa, dal 1975 al 1984:

Anno 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984
Societa 154 156 156 148 145 141 141 148 150 155

10.12. Rappresenta graficamente mediante diagramma cartesiano la seguente tabella che
riporta le temperature misurate a Lecce durante una giornata invernale.

Ore ~ 0" 2° 4° 6 8 10 12 14 16~ 18 20 22
Temperatura 5755755~ 6 75 10 16 18 165 12 8 6,5
in °C

10.13. Consideriamo la seguente tabella statistica che indica le frequenze percentuali di forza
lavoro per settore economico rilevata nel 2006 in Italia:

Forza lavoro per settore economico Frequenza percentuale
Forza lavoro occupata nell’agricoltura 4,20%
Forza lavoro occupata nell'industria 30,70%
Forza lavoro occupata nei servizi 65,10%
Tasso di disoccupazione 8,00%

Rappresentare graficamente mediante areogramma i dati contenuti nella tabella.

10.14. Rappresentare attraverso un areogramma la seguente tabella statistica, che indica le
altezze di 100 studenti maschi di una data scuola dopo aver calcolato le frequenze percentuali:
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Altezze (inm) Numero di studenti Frequenze percentuali

1,50-1,55 11
1,60-1,65 18
1,70-1,75 42
1,80-1,85 22
1,90-1,95 6
Totale 100

10.15. Rappresentare attraverso un istogramma la seguente tabella statistica, che indica le
altezze di 100 studenti maschi di una data scuola:

Altezze (in m) 1,50-1,55 1,60-1,65 1,70-1,75 1,80-1,85 1,90-1,95
Numero di studenti 11 18 42 22 6

10.16. Uno studente universitario di Matematica ha superato 28 esami con queste valutazioni:

18 25 26 23 30 21 24 20 29 28 24 21 23 28
28 24 22 25 24 27 24 21 23 28 18 25 26 23

Organizza i dati in una tabella suddividendoli in classi e rappresentali tramite un istogramma.

10.3 Indici di posizione

10.17. Un concessionario di moto vende delle moto di diversa cilindrata come descritto nella
tabella. Determinare la moda.

Modello moto 250 350 500 750 1000
Numero moto vendute 34 30 45 100 42

10.18. Calcolare la moda della distribuzione rappresentata attraverso la seguente tabella
statistica:

Dati 3 6 8 9 12 24
Frequenze 23 78 67 78 89 100

10.19. Calcolare la classe modale della seguente distribuzione:

Abitanti 0-1000  1000-2000 2000-5000 5000-10000 10000-20000
Numero comuni 750 1100 950 2500 3000

10.20 (*). Trovare la media aritmetica semplice delle seguenti serie di osservazioni:

a) 3,4,6,7,10; c) 34,53,45,67,87,90, 100,
b) 6,7,8,12,15,22; 123.

[a)6; b)11,7; ¢)75.

10.21. In una classe di 15 ragazzi sono stati rilevati i seguenti pesi in kg: 50, 43, 62, 41, 70,
55,76,43,46, 50,78, 62,49, 55, 48. Calcola la media aritmetica semplice del peso dei ragazzi.
Costruisci la tabella delle frequenze. Calcola la media aritmetica ponderata del peso dei
ragazzi. Che cosa osservi?
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10.22 (*). In un insieme di numeri compaiono quattro volte il 3, cinque volte il 5, tre volte il 6,
due volte il 10, due volte il 15. Calcolare la media aritmetica. [21]

10.23 (*). Calcola la media della seguente distribuzione di frequenza.

Punteggio 2 4 6 7
Frequenzaassoluta 2 4 5 4 3 2

(711

10.24. Una rivista di auto fornisce i seguenti punteggi per tre diversi modelli di automobili.

Funzionalita Volumetria Prestazioni Sicurezza Economia

Modello 1 2,5 4 3.2 3,5 2,5
Modello 2 2,5 3 4 35 2
Modello 3 2,7 3 3,5 38 2,5

Quale tipo di auto viene considerato mediamente migliore se si da lo stesso peso alle singole
caratteristiche?

10.25. Un insegnante di fisica, per mostrare che le misure di uno stesso oggetto sono soggette
ad errori che dipendono dall’osservatore, ha fatto misurare la lunghezza di una cattedra con
un metro a ciascun alunno della propria classe. I risultati sono stati i seguenti:

Lunghezza 100,8 1009 101,2 101,5 102
Frequenza 2 8 5 4 1

Qual & la lunghezza media della cattedra?

10.26 (*). Trovare la mediana delle seguenti serie di osservazioni:

a) 3,4,6,7,10; c) 34,53,45,67,87,91, 100,
b) 6,7,8,12,15,22; 123,129, 135.

[a)6; b)10; c¢)8&9.

10.27 (*). In una classe di 15 ragazzi sono stati rilevati i seguenti pesi in kg: 50, 43, 62, 41, 70,
55,76, 43, 46, 50, 78, 62, 49, 55, 48. Calcola la mediana del peso dei ragazzi. [43]

10.28 (*). Dati i seguenti tempi di risposta ad un test sostenuto da un gruppo di 8 studenti ad
un concorso in un ente pubblico 19, 25, 20, 15, 8, 5, 12, 15. Calcola la mediana. [15]

10.29. Calcola la classe mediana sulla base dei dati riportati nella tabella seguente relativa agli
occupati nel settore agricolo suddivisi per eta:

Eta 20-25 25-30 30-35 35-40 Oltre 40
Frequenza 500 750 230 400 350
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10.4 Indici di variabilita

10.30. Calcola campo di variazione e varianza della seguente distribuzione: 6, 8, 10, 12, 14

10.31. Nella seguente tabella sono indicati i consumi bimestrali d’acqua, espressi in metri
cubi, di una certa famiglia in due anni consecutivi:

Bimestre 1 2 3 4 5 6

Anno 1 70 80 110 120 140 90
Anno2 80 75 100 130 120 85

Calcola per ciascun anno media, campo di variazione e varianza. Stabilisci infine, giustificando
la risposta, in quale anno c’¢ stata una variabilita maggiore.

10.32. In un gruppo di studenti la valutazione dell’esame di biologia risulta cosi distribuita:
27,25,26,24,24,21, 24,20, 29, 28, 28, 24, 22, 25, 24, 22, 24, 21, 23, 28

a) Organizza i dati in una tabella, indicando anche la frequenza assoluta, quella relativa in
frazione e quella percentuale;

b) rappresenta i dati in un grafico a piacere;

¢) calcola moda, media e mediana dandone una breve interpretazione;

d) calcola la varianza.

10.33. Una ditta paga 5 persone 165€ alla settimana, 4 persone 199€ a settimana e 2 persone
a 218€ a settimana. Trova media aritmetica, moda e mediana. Che percentuale di persone ha
la retribuzione che si discosta, sia in positivo che in negativo, di 20€ dalla media?

10.34. E stata effettuata un’indagine statistica fra le persone presenti in una libreria riguardo
al numero di libri letti nella scorsa estate. I dati sono raccolti nella seguente tabella:

Nelibriletti 0 1 2 3 4 5 6 7
N°persone 20 35 9 6 3 0 1 1

a) Organizza i dati in una tabella e calcola la frequenza assoluta, quella relativa e quella
percentuale;

b) rappresenta i dati in un grafico scelto a piacere;

¢) calcola moda, media e mediana dandone una semplice interpretazione;

d) calcola varianza e coefficiente di variazione.

10.5.2 Esercizi riepilogativi

10.35. Scegli la risposta corretta:

1. se compi un’indagine sul peso degli allievi della tua scuola, la popolazione & costituita?

a) dagli allievi della scuola;

b) dai pesi degli allievi della tua scuola;
¢) da ciascun allievo della scuola;

d) dal peso di ciascun allievo della scuola.

2. nella stessa indagine, da cosa sara costituita un’unita statistica?
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a) dagli allievi della scuola;

b) dai pesi degli allievi della tua scuola;
¢) da ciascun allievo della scuola;

d) dal peso di ciascun allievo della scuola.

3. un’indagine statistica realizzata intervistando solo una parte della popolazione statistica
e definita
a) incompleta;
b) universo;
¢) censimento;
d) per campione;

4. la frequenza percentuale si ottiene

a) dividendo la frequenza per il totale delle frequenze e moltiplicando il risultato
per 100;

b) moltiplicando la frequenza per 100;

¢) moltiplicando la frequenza per il totale delle frequenze e dividendo il risultato
per 100;

d) dividendo la frequenza per 100.

5. la mediana:

a) eil valore che si ottiene dividendo la somma dei valori delle singole osservazioni
per il loro numero;

b) eil valore equidistante dagli estremi di un insieme di dati ordinati;

c) ¢il valore che si presenta con la massima frequenza in un insieme di dati;

d) eil valore che indica la percentuale di dati al di sopra o al di sotto della media.

6. la media aritmetica:

a) eil valore che si ottiene dividendo la somma dei valori delle singole osservazioni
per il loro numero;

b) eil valore equidistante dagli estremi di un insieme di dati ordinati;

c) eil valore che si presenta con la massima frequenza in un insieme di dati;

d) eil valore che indica la percentuale di dati al di sopra o al di sotto della media.

7. lamoda:

a) eil valore che si ottiene dividendo la somma dei valori delle singole osservazioni
per il loro numero;

b) eil valore equidistante dagli estremi di un insieme di dati ordinati;

c) eil valore che si presenta con la massima frequenza in un insieme di dati;

d) eil valore che indica la percentuale di dati al di sopra o al di sotto della media.

8. nella seguente distribuzione di dati 2,4, 4,4,4,6,6,6,7,7:

a) la media aritmetica & 5, la moda & 4, la mediana ¢ 6;
b) la media aritmetica & 4, la moda ¢ 6, la mediana ¢ 5;
¢) la media aritmetica & 5, la moda & 6, la mediana e 4;
d) la media aritmetica & 5, la moda ¢ 4, la mediana ¢ 5.

9. nella tua classe la mediana dell’altezza & 152cm Questo significa che:

a) non ci sono studenti piti bassi di 152cm
b) 152cm & l'altezza pili comune;



206 Capitolo 10. Statistica descrittiva

¢) la meta degli studenti ha un’altezza inferiore a 152cm, mentre 1’altra meta ha
un’altezza superiore;
d) in media gli studenti sono alti 152cm

10. nella tua classe la moda dell’altezza & 152cm Questo significa che:

a) non ci sono studenti pit1 bassi di 152cm
b) 152cm e l'altezza pitt comune;
¢) la meta degli studenti ha un’altezza inferiore a 152cm, mentre 1’altra meta 1'ha
superiore;
d) in media gli studenti sono alti 152cm
11. nella tua classe la media aritmetica dell’altezza e 152cm Questo significa che:

a) non ci sono studenti pit1 bassi di 152cm

b) 152cm e l'altezza piti comune;

c) la meta degli studenti ha un’altezza inferiore a 152cm, mentre 1’altra meta 1’ha
superiore;

d) se tutti gli alunni avessero la stessa altezza questa sarebbe di 152cm

10.36. In un test sulla prova di velocita di lettura i candidati hanno ottenuto i seguenti risultati:

N° pagine lette in 15 minuti 10 12 11 9 14 13 7
N° candidati 2 5 2 1 1 3 4

a) Organizza i dati in una tabella indicando frequenza assoluta, frequenza relativa e
percentuale;

b) rappresenta i dati in un diagramma a bastoni;

¢) calcola moda, media e mediana;

d) quanti candidati in percentuale hanno letto un numero di pagine sopra la media?

10.37. In un gruppo di ragazzi le stature (espresse in centimetri) risultano distribuite nel
seguente modo: 163, 169, 171, 165, 173, 165, 163, 168, 168, 169, 171, 169, 181, 165, 168, 169, 169,
163, 169, 168, 150, 168, 172, 181, 165, 169, 172, 169, 192, 173, 163, 168.

a) Costruisci una tabella indicando i dati, la loro frequenza, la frequenza relativa e la
percentuale;

b) suddividi i dati in 4 classi, costruisci la distribuzione di frequenza e rappresentali
graficamente con un istogramma;

¢) calcola la moda, la media e la mediana.

10.38. Sono state misurate le pulsazioni al minuto di 20 persone ottenendo i seguenti dati: 79,
72,69, 69,72,80,73,73,70, 66, 80, 68, 70,72, 82, 75,72, 71, 74, 64.

a) Organizza i dati in una tabella comprensiva di percentuale di frequenze;
b) rappresenta graficamente i dati;
¢) calcola moda, media e mediana.

10.39. Ventuno ragazzi sono stati sottoposti a una verifica; i dati seguenti esprimono il numero
di errori commessi da ciascuno di loro: 3,4,1,3,6,6,3,1,4,7,3,1,1,3,7,7,1,3,7, 3, 3.

a) Organizza i dati in una tabella comprensiva di percentuale di frequenze;
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b) rappresenta graficamente i dati;
¢) calcola moda, media e mediana;
d) quanti alunni, in percentuale, hanno fatto meno di 5 errori?
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10.40. I dati riportati in tabella si riferiscono ai giorni di assenza degli alunni di una classe.

Alunno n°giorni Alunno n°giorni Alunno n°giorni Alunno n° giorni
Mauro 5 Romeo 2 Bruna 7 Silvia 2
Antonio 7 Anna 4 Pietro 2 Alessio 2
Paola 5 Luca 4 Nicola 7 Patrizia 9
Luisa 5 Amedeo 5 Aldo 2 Franca 1
Carla 1 Marco 7 Luigi 2 Chiara 7

a) Organizza i dati in una tabella comprensiva di percentuale di frequenze;
b) rappresenta i dati con un istogramma;
¢) calcola moda, media e mediana;

d) quanti alunni, in percentuale, hanno fatto meno assenze rispetto alla media?

10.41. Nella tabella sono riportati i punteggi ottenuti da 22 alunni in un test formato da 20

quesiti a scelta multipla e il numero di risposte esatte.

N° ordine 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Punteggio 80 62 48 71 80 90 75 67 79 62 95
Risposteesatte 26 12 9 14 16 18 15 13 15 12 19
N° ordine 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Punteggio 55 58 80 75 65 58 58 62 57 60 48
Risposte esatte 11 11 16 14 12 11 10 12 11 12 8

a) Il punteggio medio ¢ stato ... con uno scarto quadratico medio di . ..
b) la mediana della distribuzione & il punteggio ...
c) le risposte esatte sono state in media ... con uno scarto quadratico di ...

d) rappresenta ciascuna distribuzione con un istogramma, dopo aver aggregato i dati in

classi come indicato nelle tabelle sottostanti.

Carattere . .. Carattere . ..

Punteggio = Frequenza assoluta Risposte esatte Frequenza assoluta

48 <p <58 7<re <9
58 < p <68 9<re <11
68 <p<78 11<re. <13
78 <p < 88 13<re. <15
88 <p <98 15<re <17
17 <re. <19

19 <re. <21

Totale Totale
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10.42. Una scatola contiene 20 sacchetti di biscotti confezionati da una industria. I pesi rilevati
in grammi sono: 380, 365, 371, 375, 376, 369, 376, 377, 381, 383, 384, 377, 370, 375, 374, 376, 373,
378, 383, 378.

a) Il carattere rilevato & ..., esso ¢ di tipo ... e si presenta secondo modalita ... Costruisci
una tabella in cui riporti in ogni riga: il numero d’ordine del sacchetto, il carattere
rilevato, lo scarto dalla media, il valore assoluto dello scarto, lo scarto quadratico;

b) calcola la media dei valori riportati in tabella;

¢) quanto ¢ il peso totale della scatola? Come lo hai calcolato?

d) il peso medio dei sacchetti di biscotti € Media = ...

e) qual e il campo di variazione del peso dei sacchetti? CVar=...

f) la mediana della distribuzione ¢ ...

g) nella colonna “scarto” riporta, per ciascun valore del carattere indagato, lo scarto dalla
media. Verifica la proprieta degli scarti rispetto rispetto alla media: la loro somma e ...

h) completa la colonna |scarto| con il valore assoluto degli scarti e determina lo scarto
medio assoluto s = ...

i) completa la colonna scarto? con il quadrato degli scarti e calcola la varianza Var=... e il
coefficiente di variazione CV=...

j) raggruppa i valori del carattere in classi di ampiezza 5gr e completa la tabella;

k) metti in evidenza la classe modale e spiega il significato di moda;

1) costruisci l'istogramma della distribuzione;

m) organizza i dati in classi:

Classi di peso  Frequenza assoluta
[365;370)

10.43. Dai dati di scrutinio del primo quadrimestre in una scuola secondaria di 2° grado, e
stata elaborata la seguente tabella in cui compaiono i voti in matematica degli alunni delle
classi prime:

Voto

Frequenza

Frequenza relativa
Frequenza percentuale

—_ W
W

9 10 Totale
1

Q1 O1
N S
N N
W

a) Indica il numero di unita statistiche oggetto dell’indagine e spiega come lo puoi ottenere;
b) il carattere rilevato e ... esso e di tipo ... e si presenta secondo modalita ...
c¢) la tabella assegnata e di dati aggregati o disaggregati?
d) rappresenta la distribuzione attraverso un grafico a barre (o a nastro);

e) cosa si intende per frequenza assoluta?

f) completa la colonna della frequenza relativa;

g) completa la colonna frequenza percentuale;

h) determina la moda della distribuzione: Moda = ...

i) il voto medio in matematica alla fine del primo quadrimestre ¢ stato ...

j) determina la mediana della distribuzione: Mediana = ...

k) amplia la tabella indicando gli scarti dalla media;
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1) calcola lo scarto medio assoluto e lo scarto quadratico medio;
m) il voto medio dei ragazzi sufficienti e stato ..., quello dei ragazzi insufficienti & stato ...
n) rappresenta la situazione con un areogramma distinguendo tra ragazzi sufficienti e
ragazzi insufficienti.

10.44 (Prove Invalsi 2011). 1l reddito medio annuo dei lavoratori agricoli di un certo paese
ammonta a 3500 scudi e quello dei lavoratori dell’industria a 4500 scudi. E corretto affermare
che il reddito medio complessivo ammonta a 4000 scudi?

10.45 (*Prove Invalsi 2011). La settimana scorsa la mamma chiese ad Aurelia di trascrivere al
computer un manoscritto e Aurelia le assicuro che avrebbe battuto 20 pagine al giorno. Per la
prima meta del manoscritto ando piuttosto lentamente battendo 10 pagine al giorno e poi, per
recuperare il tempo perduto, trascrisse la seconda meta a 30 pagine al giorno. Quando ebbe
finito portd a sua madre la trascrizione dicendole: Vedi, ho fatto una media di 20 pagine al
giorno, come ti avevo promesso. Infatti (10 + 30)/2 = 20 Non e vero, replico sua madre. [15]

10.46 (*Prove Invalsi 2011). In una indagine sullo stato di salute della popolazione sono state
raccolte informazioni relative al peso e alla statura di 1000 intervistati. Gli intervistati sono
stati poi suddivisi in quattro gruppi, come riportato nel grafico seguente. Quante sono le
persone in sovrappeso?

a) Piu di 500, ma meno di 600;

b) pitt di 600;

¢) meno della somma delle persone sottopeso e obese;
d) all’incirca tante quante sono le persone normopeso.

40 43.8

W >
o o
T T
| |

N
o
T
|

Percentuale

13.7
10 |- -

0.3

0
SottOPeSON‘ormOPeSOSOV\:apPeso Obes©

[d]

10.47. Quattro amici sostengono 1’'Esame di Stato conseguendo punteggi la cui media aritme-
tica e 77,5/100 Se tre di essi hanno conseguito un punteggio, in centesimi, rispettivamente
di 70, 76, 80, quale punteggio ha conseguito il quarto studente?

10.48 (Prove Invalsi 2004-2005). La seguente tabella si riferisce alla rilevazione effettuata in
una classe prima di un Istituto Tecnico.
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Scuola media di provenienza

Sesso Scuola A ScuolaB Scuola C Altre scuole
Maschi 5 3 4 2
Femmine 6 3 4 3

Qual ¢ la percentuale di alunni provenienti dalla Scuola B?

10.49 (Prove Invalsi 2005-2006). In una classe di 25 alunni, i punteggi (abbreviati in tabella
con p) ottenuti in un test di matematica risultano distribuiti come indicato nella seguente
tabella.

Punteggio 0<p<20 20<p<40 40<p<60 60<pP<8 80<p< 100
Numero alunni

Qual & la percentuale di alunni che ha ottenuto un punteggio inferiore a 60?

10.50 (Prove Invalsi 2005-2006). Un impiegato ha percepito per i primi 3 mesi dell’anno uno
stipendio mensile di 850€. Nei 9 mesi successivi ha percepito lo stipendio mensile precedente
aumentato di 200€. Quant’e lo stipendio medio nell’anno di quell'impiegato?

10.51 (Prove Invalsi 2005-2006). Nel grafico seguente si riporta l’eta dei ragazzi che frequenta-
no una palestra. Qual ¢ la media aritmetica dell’eta dei ragazzi se la distribuzione di frequenza
e quella indicata nel grafico?

Frequenza

Eta

10.52 (Prove Invalsi 2006-2007). 125 alunni della terza C, dopo aver raccolto i voti conseguiti
nella verifica scritta di matematica, hanno costruito il seguente grafico:
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Voti di Matematica della classe terza C

B Voto 3
M Voto 4
B Voto 5
W Voto 6
H Voto 7
M Voto 8

Voto 9

Quanti ragazzi hanno conseguito come voto 7?

a) 12; b) 7; c) 5 d) 3.

10.53. La figura indica quanti romanzi leggono gli alunni di una classe in un mese. Quanti
sono gli alunni che leggono almeno 2 romanzi?

romanzi

10.54 (Prove Invalsi 2004-2005). I Ministero dell'Istruzione ha diffuso le seguenti informazioni
sul numero di alunni stranieri della scuola italiana nell’anno scolastico 2003-2004. La tabella
riporta solo le 5 nazionalita piti numerose.
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Nazionalita pitt numero- Numero di alunni Percentuale di alunni sul
se totale degli stranieri
Albania 50.000 18,00%

Marocco 42.000 15,00%

Romania 28.000 10,00%

Cina 16.000 6,00%

Ecuador 11.000 4,00%

Cosa si puo dedurre da tali dati sugli alunni stranieri di nazionalita russa? Sono ...

a) meno di 11 000;

b) sicuramente meno di 400;

¢) una percentuale compresa fra il 4% e il 18%;
d) assenti dalle scuole italiane.

10.55. La tabella mostra la superficie delle varie province del Lazio.

Provincia Frosinone Latina Rieti Roma Viterbo
Superficie (kmz) 3240 2251 2749 5352 3612

Quale dei diagrammi riportati sotto descrive graficamente i dati della tabella?

M Frosinone M Latina M Rieti M Roma B Viterbo

1 2 3
4 5
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