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——CariTurLo 1

Introduccion

El que mucho abarca poco aprieta.
La confianza mata al gato.
Mas vale pajaro en mano que cien volando.

Dichos populares argentinos [43]

Suele suceder que cuando un profesional se pasa unos cuantos afios trabajando en un
cierto problema, comienza a dar por sentadas muchas de situaciones que el resto de las
personas no tiene por qué siquiera sospechar. Personalmente, esto me ha pasadono una
sino varias veces a lo largo de mi vida. Es en este sentido que esta introduccién enmarca
el trabajo de esta tesis académica de doctorado, indicando las diferentes fuentes de las
que abrevé mi motivacién a trabajar en el tema propuesto. Para ello, en lugar de elegir
una direccién clara entre lo general y lo particular, iremos pasando revista a ciertos
temas que contribuyeron a definir el marco este trabajo —todos influidos por mi perfil
profesional, mis convicciones personales y por supuesto, un poco de azar— para poder
justificar en la seccién 1.1 por qué el problema que queremos resolver es interesante y
finalmente indicar explicitamente en la seccion 1.2 cudles son las contribuciones de este
trabajo académico de doctorado.

Neutrones contantes y sonantes El martes 3 de junio de 2014 a las 9:03 el ntcleo! de
la Central Nuclear Atucha Il logré mantener por primera vez una reaccién nuclear de fi-
sion en cadena autosostenida. Este suceso marcé un hito no sélo en la industria nuclear
argentina sino también en mi carrera profesional. Durante cinco afios y medio estuve
trabajando desde TECNA S.A. junto a un equipo ingenieros de Nucleoeléctrica Argenti-
na S.A. en el desarrollo de modelos y cédigos de cdlculo acoplados para predecir, estu-
diar y analizar el comportamiento de la central teniendo en cuenta neutrénica espacial,
realimentaciones termohidraulicas y acciones del sistema de control, limitacién y pro-
teccién del reactor (en el apéndice A se puede consultar una lista de publicaciones e
informes técnicos relacionados a mi trabajo en Atucha II). Esa mafiana pude presenciar
de primera mano las indicaciones de los instrumentos que mostraban un incremento
lineal en el tiempo de la sefial de nivel de flujo neutrénico en el nticleo del reactor, que
es lo que yo habia leido en los libros de texto que debia suceder en un reactor criti-
co en presencia de una fuente independiente de neutrones. Para terminar de despejar

En el sentido del inglés core.



cualquier clase de dudas (incluyendo fisicas, tecnoldgicas e industriales), durante los
siguientes meses continué dando soporte de ingenieria a las tareas de aumento escalo-
nado de potencia hasta el cien por ciento, obteniendo evidencia experimental a prueba
de escépticos de que realmente el reactor era capaz de generar potencia térmica a partir
de la fisién del uranio mediante reacciones inducidas por neutrones.

Mais de una rueda de auxilio Aun cuando no son deseados, los imprevistos existen.
Es por eso todos nos aseguramos de que la rueda de auxilio de nuestro auto esté en
condiciones ante de emprender un viaje mas o menos largo ya que existe una probabi-
lidad p; no nula de que se nos pinche una cubierta en el camino. ;Pero por qué decimos
la rueda de auxilio y no las ruedas de auxilio? ; Acaso la probabilidad p, ~ p} de pin-
char no una sino dos cubiertas no es también diferente de cero al fin y al cabo? Si, pero
esa probabilidad p, es tan pequefia que no vale la pena el esfuerzo y el costo que im-
plica llevar dos ruedas de auxilio en nuestro automévil. Llegado el caso, llamamos a la
graa. En el disefio de centrales nucleares usamos un razonamiento similar: para todos
los eventos cuyas probabilidades p; de ocurrencia sea significativas (accidentes de base
de disefio) debemos tomar precauciones; para el resto (accidentes fuera de la base de
disefio), preparamos soluciones de contingencia.

En general, los reactores nucleares de potencia necesitan més de un tinico mecanis-
mo de extincion de las reacciones de fision. El primero son las mismas barras de control,
que son insertadas rdpidamente dentro del niicleo para absorber neutrones y no per-
mitir que las fisiones se autosostengan en el tiempo. Si bien la probabilidad de que este
mecanismo falle es pequefia en términos absolutos, debemos incluir al menos un siste-
ma mads de extincién del reactor redundante, diverso e independiente. En el caso de las
Centrales Nucleares tipo Atucha, el segundo sistema de extincién del reactor consiste
en inyectar rapidamente una solucién de acido deuterobérico en el tanque del mode-
rador. De esta forma, como los nticleos? de °Bo son grandes absorbentes de neutrones,
las reacciones de fisién se extinguen a medida que el boro ingresa a la zona del nticleo
del reactor.

La conexién europea Fue condicién necesaria para la puesta a critico de la central,
la preparacién del Informe Final de Seguridad y su presentacién a la Autoridad Regu-
latoria Nuclear. Si bien la mayor parte de la ingenieria necesaria para su elaboracién
fue realizada en el pais, debido a ciertas caracteristicas del proyecto Atucha II, para la
evaluacion de algunos aspectos relacionados al Capitulo 15 de Anélisis de Accidentes
fueron contratados consultores del exterior. En particular, el modelado de la actuacion
del sistema de inyeccién de boro de emergencia y su efecto sobre la neutrénica durante
casos accidentales fue uno de éstos aspectos. Por un lado involucra cierto know-how
y técnicas que no estaban completamente desarrolladas en el pais al momento de co-
menzar los trabajos de licenciamento de la central. Por otro lado, suele ser una buena
préactica involucrar a grupos internacionales especializados, sobretodo en temas com-
plejos, delicados y sensibles.

2En el sentido del inglés nuclei.
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(b) Esquema completamente acoplado utilizando cinética neutrénica espacial.

Figura 1.1: Esquema de acople propuesto para el modelado de accidentes que involucran la actuacion del
sistema de inyeccion de boro de emergencia en la Central Nuclear Atucha I [10, 9, 6, 13, 26, 27]. La prime-
ra alternativa es calcular la reactividad negativa debida a la inyeccion de boro y luego incorporar py(t) a la
reactividad total de las ecuaciones de cinética puntual. La segunda consiste en un esquema completamen-
te acoplado utilizando cinética neutrénica espacial. En cualquier caso, la forma de incorporar la distribucién
espacio-temporal de concentracién de boro en el moderador al cédigo neutrénico es la misma.



Aprendiendo de los que saben A partir de la experiencia ganada desde la interacciéon
con estos expertos y de las capacidades propias desarrolladas durante el proceso de li-
cenciamento de Atucha II, que han servido incluso para que los consultores externos
mejoren tanto sus propias capacidades como los resultados provistos, es que a comien-
zos de 2014 Nucleoeléctrica decidié que las tareas de actualizaciéon del Informe Final de
Seguridad de la Central Nuclear Atucha I utilizando modelos, métodos y cédigos se-
gun el estado del arte actual (i.e. los modelos, métodos y codigos usados para licenciar
Atucha II) sean realizadas integramente en el pais por ingenieros argentinos. En par-
ticular, la evaluacién de la reactividad negativa insertada por el sistema de inyeccién
de emergencia y de los efectos espaciales de la interaccién neutrénica-termohidraulica
durante accidentes recae ahora bajo la 6rbita del mismo equipo de trabajo (el nuestro)
que antes habia contratado consultores europeos para realizar dichas tareas de ingenie-
ria [14]. Durante 2014 hemos trabajado en el disefio un esquema de calculo acoplado
basado en recursos de memoria compartida para permitir que durante el 2015 se reali-
cen los estudios necesarios para analizar una treintena de accidentes de base de disefio
que componen el Capitulo 15 del FSAR de la Central Nuclear Atucha I.

Claro como el agua pesada En los reactores de agua pesada presurizada, si bien las
funciones de refrigeraciéon del combustible y moderacién de los neutrones son realiza-
das por el mismo material (justamente agua pesada), las condiciones de temperatura a
las que se encuentran refrigerante y moderador son diferentes. Incluso en ciertos dise-
fios y/o condiciones operacionales, la presién puede ser diferente. Por lo tanto, desde
el punto de vista neutrénico se deben considerar como materiales diferentes. El ntcleo
consiste en un arreglo peridédico de canales refrigerantes con sus ejes paralelos entre si.
En los reactores tipo Atucha los canales se encuentran en forma vertical y con un arre-
glo sobre el plano transversal basado en tridngulos equildteros, mientras que éstos son
horizontales y distribuidos como vértices de cuadrados en reactores tipo CANDU (fi-
gura 1.2). Los canales estdn inmersos en un gran tanque que contiene el moderador
liquido, que usualmente se mantiene mas frio que el refrigerante con el objetivo de me-
jorar la moderacién y aumentar asf el factor de multiplicacién infinito k., del ntcleo.
El elemento combustible estd compuesto por un arreglo de barras individuales (37 en
Atucha, 36 en CANDU) que contienen las pastillas de diéxido de uranio recubiertas por
un cladding de zircaloy.

En este tipo de reactores la parada rapida del reactor se realiza mediante la inser-
cién de las barras de control por gravedad. El segundo sistema de extincién consiste en
la inyeccién rdpida de una solucién liquida absorbente de neutrones en el tanque del
moderador. En particular, para el caso de Atucha I y II se emplea 4cido deuterobérico
con boro enriquecido en su is6topo diez.

Dos son compaiiia, tres son multitud Podemos estudiar la mayoria de los casos que
componen el Capitulo 15 “Analisis de accidentes” del FSAR utilizando cinética neutré-
nica puntual separando las contribuciones individuales p,(t) debido al efecto « (barras
de control, temperaturas, densidades, xenén, etc.) y luego suméndolas algebrdicamen-
te para obtener una reactividad total p(t). Sin embargo, en algunos casos tales como los
accidentes con pérdida de refrigerante, es importante que consideremos efectos espa-
ciales al presentarse una retroalimentaciéon compleja debido tanto a las caracteristicas
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Figura 1.2: Arreglo de canales en el plano perpendicular a la direccion axial en los reactores de agua pesada que
operan en la Argentina. En ambos casos los canales estan inmersos en un tanque que contiene agua pesada que
actla como moderador de los neutrones que nacen en los elementos combustibles alojados en los canales.
Ambas figuras estan representadas en la misma escala espacial, por lo que se puede observar la diferencia en

los pasos y en los radios de los canales.

celda base hexagonal ~o

®

. S z>
celda circular del S~ — 7 celda rectangular del

\v/

codigo de celda cédigo de nucleo

Figura 1.3: Celda neutrdnica unitaria para el ntcleo de Atucha | [12]. El calculo de celda se realiza sobre un
circulo de radio equivalente a la celda hexagonal geométrica. El calculo de nucleo utiliza las secciones eficaces
homogeneizadas a dos grupos y las aplica a una celda rectangular. Esta Ultima celda es la que define la malla

de representacion de la figura 1.4a.

(b) CANDU (canales horizontales)
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(a) Malla de representacion superpuesta a una malla de calculo de 4 x 4 x 20. La escala de colores indica el
quemado de combustible por celda unitaria

(b) Malla de calculo de 4 x 4 x 20 indicando seccion eficaz total térmica. Se puede observar el efecto “escalera”
de la discretizacion espacial en el tanque del moderador y de los tubos guia de las barras de control.

Figura 1.4: Mallas de representacion y de calculo propias del cédigo neutrénico utilizado en el esquema aco-
plado propuesto de la figura 1.1 para Atucha I. Las figuras fueron generadas con la herramienta libre ParaView
(apéndice B.2.2) a partir de extensiones al codigo neutrdnico original realizadas por el autor del esta tesis
durante sus trabajos para el licenciamento de la Central Nuclear Atucha 11 [13].



termohidrdulicas como neutrénicas de este tipo de reactores. Ambas situaciones son
tenidas en cuenta en el esquema acoplado propuesto, que ilustramos en la figura 1.1.
En €l se involucra a un cédigo de planta, a un modelo de la l6gica de control y protec-
cién del reactor y a un cédigo de cinética espacial capaz de incorporar distribuciones
espacio-temporales de propiedades, en particular concentracién de boro en el modera-
dor, calculadas a partir de técnicas tipo Computational Fluid Dynamics.

Multifisica multiescala En cualquiera de los dos casos ilustrados en la figura 1.1 para
la evaluacién de la neutrénica asociada a la actuacion del sistema de inyeccién de boro
de emergencia, el c6digo neutrénico resuelve la ecuaciéon de difusién de neutrones en el
nucleo con secciones eficaces macroscépicas homogeneizadas espacialmente a nivel de
canal refrigerante individual y condensadas a dos grupos de energia. Es decir, la celda
unitaria que se resuelve en el nivel de calculo de celda en el esquema multi-escala usual
(seccién 2.6) contiene un canal refrigerante con las barras que componen el elemento
combustible y una porcién de moderador asociada a dicho canal (figura 1.3).

El cédigo de nucleo trabaja con dos mallas (o reticulas segtin la nomenclatura pro-
puesta por el autor original del c6digo), ambas estructuradas: una de representaciéon
y una de célculo (figura 1.4). En la primera es donde se definen las secciones efica-
ces macroscopicas que dependen de las propiedades medias de la celda: quemado y
temperatura de combustible, temperaturas y densidades de moderador y refrigerante,
concentraciéon de boro en moderador y refrigerante, concentracion de xenén 135 en el
combustible, etc. En la segunda, que es una subdivision de la primera, es donde se re-
suelve numéricamente la ecuacién de difusién de neutrones a partir de las secciones
eficaces definidas sobre la malla de representacion.

Para el caso particular de Atucha I, en la malla de representacién define la ubicacién
espacial de los 253 canales. La malla de célculo resulta de dividir sobre el plano z-y el
rectangulo asociado a cada celda en n x n rectdngulos més pequefios (por la geometria
del arreglo de canales n debe ser una potencia de dos) y la longitud activa % del ntcleo
en una cantidad m de celdas axiales. En el equipo de trabajo entonces se dice que un
célculo se realiza con una malla de de 2 x 2 x 20, 4 x 4 x 80, etc. La figura 1.4b muestra
una malla de célculo de 4 x 4 x 20.

Calcule un litro y obtenga dos (por el mismo precio) Durante la interaccién con los
consultores extranjeros en la etapa de evaluacion de la inyecciéon de boro en Atucha II
hemos identificado que una discretizacién espacial gruesa tiende a sobrestimar la reac-
tividad negativa introducida de forma inaceptable debido al efecto de dilucién de sec-
ciones eficaces que repasamos a continuacién. En efecto, consideremos una pequefia
gota de acido deuterobdrico con una gran concentracién de boro, digamos 2000 par-
tes por millén, que en algin instante se encuentra dentro de una de las celdas sobre
las cuales se homogeneizan las secciones eficaces macroscépicas, como ilustramos en
la figura 1.5, y supongamos que la gota ocupa el 5% del volumen de la celda. Para
poder avanzar un paso del calculo cinético-espacial de nticleo debemos asignarle sec-
ciones eficaces mascroscépicas a la celda que contiene la pequefa gota de boro, a partir
de célculos paramétricos de nivel de celda en los cuales conocemos cémo varian las
secciones eficaces en funcién de los pardmetros termohidraulicos (temperaturas y den-
sidades) y de la concentracién de venenos (xenén y boro) de la celda. Como el boro



no estd uniformemente distribuido, debemos obtener un valor medio que proponemos
calculars como un promedio de las concentraciones de boro de la gota y del resto de
la celda pesado con los voltimenes relativos. Para el caso de la figura 1.5, la concentra-
cién media de boro de la celda serfa 100 ppm, resultando en una absorcién casi negra
para toda la celda en lugar de una absorcién completamente negra sélo en el 5% del
volumen. La alternativa a la dilucién geométrica seria homogeneizar de forma tal no
de mantener la relacién de volimenes sino los ritmos de reaccién. Esto implicaria tener
que realizar un nuevo célculo de celda para cada una de las celdas de la malla de repre-
sentacion para cada instante de tiempo teniendo en cuenta la geometria real de la gota,
lo que de hecho esté fuera de las posibilidades de las cadenas de cédlculo actuales, pero
podria llegar a ser un esquema alternativo. Sin embargo, como discutimos més adelan-
te, atin existen otros inconvenientes en la formulacién que no pueden ser salvados de
esta forma.

Para reducir este efecto y ademds poder realizar estudio de convergencia de malla
hemos decidido extender el cédigo de niicleo para permitir que la definicion de la dis-
tribucién instantdnea de boro pueda realizarse también sobre la malla de cdlculo, en
lugar de hacerlo s6lo sobre la de representacién como el resto de los pardmetros (tem-
peraturas, densidades, etc.) [13]. En este caso, a partir de resultados fluidodindmicos es
que incorporamos la pluma de boro al esquema de célculo acoplado mapeando las cel-
das la mallas del c6digo CFD (figura 1.6, ~ 4.5 millones de celdas) a la malla de célculo
del cédigo neutrénico (figura 1.7, ~ 200.000 celdas para 4 x 4 x 20).

Celdas refinadas Dado que el efecto de dilucién de secciones eficaces macroscopi-
cas se reduce drasticamente con el tamano de la celda, hemos realizado estudios de
convergencia de malla [11] con el doble objetivo de estimar los errores cometidos y
para extrapolar las reactividades obtenidas a una discretizacion espacial infinitesimal.
Sin embargo, hemos encontrado que no siempre es conveniente trabajar con mallas de
célculo neutrénico demasiado finas. En la figura 1.8 mostramos el resultado de mapear
una cierta distribucién de concentracién de boro para dos mallas de célculo similares,
una con 40 celdas axiales y otra con 60. Debido a que el célculo CFD se realiza sobre

homogeneizacion

geométrica :

v =0.05
cp = 2000 ppm

Figura 1.5: Efecto de dilucién geométrica de secciones eficaces. Una pequena gota de absorbente al ser di-
luida en el volumen de una celda mucho mayor utilizando sélo relaciones geométricas resulta en secciones
eficaces homogeneizadas excesivamente absorbentes. Un absorbente negro del 5 % del volumen de una celda
transforma la celda completa en un absorbente casi negro.



Figura 1.6: Calculo fluidodinamico de la evolucion temporal de la pluma de boro en el tanque del moderador
de Atucha | realizada por ingenieros de NA-SA con técnicas CFD sobre una malla no estructurada de aproxima-
damente 4.5 millones de celdas [9]. Se pueden observar los huecos en la distribucion espacial generados por
la presencia de los canales.

Figura 1.7: Mapeo de la distribucién instantanea de boro a una malla de calculo del cédigo neutrénico de nlcleo
de 4 x 4 x 20 (~ 200.000 celdas) [9]. No es posible observar la presencia de los canales.



(a)4 x 4 x 40 (b) 4 x 4 x 60

Figura 1.8: Distribucion de boro para un cierto instante mapeada desde la malla de CFD a la malla de calculo
neutrénico de 4 x 4 con (a) 40 celdas axiales y (b) 60 celdas axiales [11]. En el segundo caso con las celdas méas
pequenas, el mapeo de malla no estructurada (CFD) a malla estructurada (neutrénica) no pueda reproducir los
resultados en las zonas donde la malla de CFD no esta suficientemente refinada. El resultado es que en forma
espuria se remueve boro del tanque del moderador para mallas de calculo neutrénico demasiado finas.

una malla no estructurada, ésta se ha disenado de forma tal de ser més refinada en cier-
tas ubicaciones de interés dentro del tanque del moderador. En algunas zonas donde
esta malla es més gruesa, sucede que las celdas de CFD son més grandes que las celdas
de célculo neutrénico. El resultado es que, para mallas neutrénicas demasiado finas,
pueden quedar algunas celdas sin tener asignada una concentracién de boro ya que
todo el boro de la celda CFD podria asignarse a una celda neutrénica vecina. De esta
manera, a partir de un cierto tamafio de malla neutrénica, si bien se disminuye el efecto
de la dilucién de secciones eficaces sucede que en forma numérica se remueve boro del
tanque del moderador. Estos dos efectos tienen consecuencias opuestas, y su magni-
tud no es facil de evaluar. Una alternativa para paliar este problema seria plantear un
método de conversion entre la celda de CFD y la de calculo neutrénico que tenga en
cuenta estos casos particulares. Sin embargo, como discutimos mds, atin existen otros
inconvenientes en la formulacién que no pueden ser salvados de esta forma.

En la figura 1.6, podemos observar que la nube de boro calculada en la malla de
CFD avanza sélo en el tanque del moderador. Es decir, los canales individuales forman
parte de la frontera del dominio fluidodindmico. En la malla neutrénica, los canales
estdn embebidos en un arreglo de paralelepipedos que no son capaces de reproducir
su geometria cilindrica. Mds atin, la remocién espuria de boro que de la figura 1.8 se da
aun cuando la malla de 4 x 4 no es lo suficientemente refinada como para poder inclu-
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cpsa = 200 ppm

cp3 = 600 ppm
homogeneizacién
geométrica
3
2 1
— \
cpo = 700 ppm (U
cp = 1000 ppm cp1 = 1000 ppm

Figura 1.9: Cuando el frente de la pluma de boro llega a un canal refrigerante, la homogeneizacion geomé-
trica asigna concentraciones de boro segun las relaciones de los volimenes de las celdas con respecto a la
pluma discretizada en la malla de CFD. Como el moderador no esta separado de la mezcla combustible mas
refrigerante, se producen inconsistencias en las secciones eficaces asignadas a cada celda de célculo.

so separar completamente en los canales del moderador, atin aproximando éstos por
cuadrados de 2 x 2. En efecto, en la figura 1.9 ilustramos este concepto suponiendo que
el frente de la pluma de boro hace contacto con un canal refrigerante. Al homogeneizar
geométricamente, la celda 1 tendré asignada una concentracién de boro ¢;; = 1000 ppm
ya que se encuentra en su totalidad dentro de la nube. Las celdas 2 y 3 tendréan algu-
na cierta concentraciéon de boro entre 0 y 1000 ppm. Estas celdas sufrirdn en alguna
medida el efecto de dilucién de secciones eficaces ya discutido. Pero la situacién en la
celda 4 es mds compleja atn, porque la concentracién ¢4 asignada supone que todo el
volumen de la celda esta compuesto por moderador, cuando la mayor parte consiste en
una mezcla de combustible y refrigerante. Mds atin, el hecho de que la concentracion ¢y,
sea diferente de la nominal (i.e. ¢, = 0) hard que el cédigo de niicleo modifique todas
las secciones eficaces macroscopicas de la celda 1, incluso las relacionadas a la fisién
cuando en realidad no hay materiales fisiles ni fisionables en ella.

Neutrones difundidos Tanto el c6digo neutrénico de niicleo empleado en el esquema
acoplado propuesto para actualizar los transitorios del Capitulo 15 del FSAR de Atu-
cha I'ilustrado en la figura 1.1 como el c6digo utilizado por los expertos internacionales
para estudiar la inyeccién de boro durante el licenciamiento de Atucha II resuelven la
ecuacion de difusién de neutrones a dos grupos de energia. En esta formulacién, se
supone que la corriente neta de neutrones es proporcional al gradiente del flujo escalar
a través de un cierto coeficiente de difusién. Esta ecuaciéon es una aproximacién que
podemos deducir a partir de la ecuacién de transporte de neutrones (de hecho la dedu-
cimos matemadticamente en esta tesis en la seccién 2.4). La validez de la aproximacién

es tanto mejor mientras mas ciertas sean las famosas siete suposiciones de la pagina 125
del libro de Lamarsh [42]:

(a) el medio es infinito;

(b) el medio es uniforme, de forma tal que todas las secciones eficaces son constantes,
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independientemente de la posicion;
(c) no hay fuentes de neutrones;
(d) el scattering es istropico en el sistemas de coordenadas del laboratorio;?
(e) el flujo neutrénico es una funcién levemente dependiente de la posicion;
(f) el flujo neutrénico no es un funcién del tiempo.

Si bien estas hip6tesis pueden ser relajadas y atin asi poder suponer que la corriente
neta de neutrones es proporcional al gradiente del flujo escalar, esto deja de ser cierto
en presencia de materiales muy absorbentes. Este hecho es especialmente importante
cuando hay interfases materiales en donde se dan grandes discontinuidades en las sec-
ciones eficaces, que es justamente el objetivo de la evaluacién del segundo sistema de
extincion: el avance de una pluma de un absorbente neutrénico (adcido deuteroboérico
enriquecido en boro-10) a a través de un medio difusivo (el agua pesada contenida en
el tanque del moderador).

La condensacién y homogeneizacion de secciones eficaces que realiza el coédigo de
celda tiende a reducir las variaciones espaciales propias de configuraciones heterogé-
neas de los ntcleos de los reactores nucleares. Pero tal como hemos discutido, para
reducir los efectos de la dilucién del boro es necesario reducir los tamafios de las celdas
de célculo. Esta solucién, ademads de no ser completamente efectiva para contrarrestar
la demasiada insercién de reactividad negativa, configura una situacién en la cual la
ecuacion de difusiéon deja de ser vélida. En particular, las condiciones (b) y (e) dejan
de cumplirse y no s6lo no podemos evaluar la magnitud sino que ni siquiera podemos
conocer el signo del error cometido.

1.1. El problema de la formulacion actual

Resumiendo las ideas desarrolladas hasta el momento, podemos concluir que el enfo-
que que hemos propuesto segtin el estado del arte y las capacidades propias del equipo
de trabajo encargado de actualizar el Capitulo 15 del FSAR de Atucha I (que de todas
maneras es superior en varios aspectos al implementado por expertos internacionales
para el licenciamiento de Atucha II) posee al menos tres inconvenientes, a saber:

1. Una malla de calculo neutrénico muy gruesa con respecto a la malla de CFD pro-
duce una de dilucién de secciones eficaces absorbentes que hace que se sobrestime
la reactividad negativa introducida por el boro, aunque un refinamiento excesivo
de la malla de célculo neutrénico remueve boro numéricamente en forma espuria
introduciendo un efecto opuesto.

2. Los canales no se pueden representar en forma satisfactoria con un malla de célcu-
lo neutrénico estructurada basada en paralelepipedos, y para tamafios de celda
menores a la mitad de la distancia entre canales el c6digo termina modificando
secciones eficaces de fision homogeneizadas en funcién de la concentracién de
boro en ubicaciones donde no hay combustible sino s6lo moderador.

3De la planta seria un mejor término para el caso tratado en este trabajo.
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3. No se cumplen enteramente las condiciones de validez de la ecuacién de difusiéon
de neutrones.

Esta problemaética es (o deberia ser) de interés para la industria nuclear argentina,
teniendo en cuenta que al sus tres centrales nucleares activas (al momento de escribir
esta tesis) son refrigerados con agua pesada a través de canales cilindricos, moderadas
con agua pesada mads fria desde un tanque exterior a los canales y el segundo sistema
de extincién consiste en la inyeccién rapida de una solucién absorbente en el tanque
del moderador. Mds atn, situaciones similares —aunque diferentes en cada caso— se
pueden llegar a encontrar en reactores de investigacion, tecnologia en la cual Argentina
es un reconocido lider mundial.

Ademas, recientemente* se han completado dos Tesis de Doctorado en el Institu-
to Balseiro relacionadas. La primera consiste en el desarrollo y aplicacién de nuevas
bibliotecas de secciones eficaces con especial énfasis en el scattering debido al agua pe-
sada [33]. La segunda introduce una metodologia de andlisis neutrénico del celdas de
reactores de agua pesada [43]. Consideramos que es pertinente contribuir al desarrollo
de las capacidades cientifico-tecnolégicas en ingenieria nuclear al estudiar la resolucién
de problemas neutrénicos a nivel de ntcleo teniendo en cuenta las particularidades
propias de los reactores de agua pesada.

Finalmente, a modo personal debo notar que en el Proyecto Integrador de mi Carerra
de Ingenieria Nuclear traté temas de control en loops de conveccién natural caéticos [31]
y en la Tesis de Maestrias en Ingenieria traté temas de inestabilidades termohidraulicas
en presencia de una fuente de potencia de origen neutrénico [30]. Poder realizar una
tesis de doctorado en temas de neutrénica de nivel de nicleo me permite cerrar en
forma académica el lazo termohidraulica-neutrénica-control, que fue también el eje de
mi participacién profesional en el completamiento de la Central Nuclar Atucha II.

1.2. La solucion propuesta en esta tesis

Entendemos que la evaluacién de la neutrénica asociada a un evento accidental que
requiere la actuacién del segundo sistema de extincién en reactores de agua pesada
es una tarea compleja que involucra a un equipo de ingenieria durante varios afios de
trabajo. Las contribuciones de este trabajo son:

1. Desarrollar una herramienta computacional libre y abierta que permita evitar la
aparicion de los tres inconvenientes principales del esquema de calculo propuesto
actualmente, es decir

» resolver una formulacién de transporte de neutrones que no se base en la
aproximacién de difusién

» permitir la separacién entre el moderador y los canales refrigerantes utili-
zando mallas no estructuradas

4Este adverbio fue escrito al comenzar la redaccién de la tesis, casi dos afios antes de la finalizacién de
la redaccién. En el medio pasaron el nacimiento de un hijo y dos cambios de carrera laboral y profesional.
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2. Proponer una metodologia de trabajo que permita resolver problemas similares
a los relacionados a la evaluacion de la reactividad en transitorios de inyeccién
de boro de emergencia con el objetivo de poder estimar los errores cometidos por
el enfoque propuesto actualmente aplicando buenas practicas de ingenieria con
énfasis en el control de cambios, en la repetibilidad y en la trazabilidad de los
célculos de ingenieria

Si bien —como describimos en el capitulo 9 donde analizamos otros enfoques pro-
puestos en trabajos relacionados y como se comparan éstos con nuestras contribuciones
una vez que las hayamos introducido, explicado y discutido— tltimamente estan apa-
reciendo cédigos de tipo multifisica que involucran mallas no estructuradas, la mayoria
de los cédigos de cédlculo neutrénico de uso industrial han sido disefiados para mode-
lar reactores de agua liviana. Por un lado, en estos reactores no existe separacion entre
refrigerante y moderador. Por otro, la disposicién de los combustibles dentro de los
nucleos es especialmente apta para ser tratada espacialmente utilizando mallas estruc-
turadas. Es por eso que practicamente no existen c6digos neutrénicos de ntcleo que
permitan incorporar mallas no estructuradas capaces de discretizar en forma efectiva
geometrias complejas como el conejo de Stanford que ilustramos en la figura 1.10 y con
el cual volveremos a toparnos mas adelante en el capitulo 8.

En efecto, las mallas no estructuradas suelen encontrar cabida en otras ramas de
la ingenieria tales como la mecénica de fluidos, la transferencia de calor y el anélisis
estructural. En estas especialidades también son mucho mas comunes las técnicas de
programacion tipo High-Performance Computing que involucran por ejemplo parale-
lizacién masiva y utilizacién de Graphic Processing Units en lugar de CPUs tradicio-
nales. En este trabajo desarrollamos una herramienta que incorpora algunas de estas
ideas en la resolucién de la neutrénica de niicleo de reactores nucleares. Pero ademas,
como también discutimos en el capitulo 9, muchos de los proyectos de desarrollo de
cédigos de célculo y bibliotecas numéricas tipo HPC son libres y abiertos, lo que im-
plica una forma de realizar el desarrollo, de vincularse con otras herramientas y de
compartir informacién técnica que es particularmente fructifera y que se relaciona con
la segunda parte de esta tesis, que es la propuesta de una metodologia de trabajo para
resolver problemas de ingenieria nuclear. Aunque se iniciaron a partir de ideas dife-
rentes (el software libre se basa en principios éticos relacionados libertad [54] tanto del
usuario como del desarrollador mientras que el software abierto se basa en el princi-
pio técnico “given enough eyeballs, all bugs are shallow” [47]), el resultado final es similar:
existe una comunidad de desarrolladores que comparte informacién técnica y trabaja
en conjunto aplicando técnicas adecuadas con el fin de mejorar la calidad los resul-
tados obtenidos. Los puntos ilustrativos de estas dos corrientes son el proyecto GNU
(software libre) y el kernel de Linux (software abierto), cuyo éxito permite por ejemplo
que hoy en dia podamos realizar calculos complejos utilizando técnicas de HPC sobre
cltsters de calculo con una potencia y flexibilidad que no se podria lograr en platafor-
mas cerradas.” Ambos proyectos estan basados en la metodologia de trabajo implicita
en la filosofia UNIX [46], que proviene de principios de la década de 1970 donde los
desarrolladores de hardware y de software encontraron que la forma de trabajo 6ptima
consistia basicamente en

°Notar que nunca hemos hecho referencia a la palabra costos, ni hemos vinculado los adjetivos libre y
abierto a cuestiones de precio.
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(a) El conejo de Stanford mallado a partir de un solido (b) Corte que ilustra los tetrahedros que
escaneado 3D.

componen el volumen del conejo.

Figura 1.10: Las mallas no estructuradas permiten aproximar una geometria compleja en forma mucho mas

satisfactoria que una malla estructurada con la misma cantidad de celdas. Tanto la malla como la figura fueron
generadas por la herramienta libre de mallado Gmsh (apéndice B.2.1).

» compartir informacién con otros programas y con sus desarrolladores
» reutilizar c6digo de buena calidad que ya alguien haya desarrollado antes

» automatizar tareas sencillas pero repetitivas para evitar introducir errores

A partir de mi experiencia profesional considero que la incorporacién de estas ideas
a la metodologia de resolucion de problemas de ingenieria nuclear en general y espe-
cialmente a la preparacién de la documentacién asociada a los informes de seguridad
de centrales nucleares permitiria no s6lo mejorar la productividad y reducir la tasa de
errores sino también incrementar la calidad de los resultados obtenidos.

Consideremos por ejemplo las inocentes figuras 1.2a y 1.2b que nos han servido
para ilustrar las diferencias entre la disposicién de los canales en Atucha y en Embal-
se. Estas dos ilustraciones son en realidad la vista superior de un modelo que no sélo
contiene la geometrias tridimensional de los canales sino que ademads tiene la particula-
ridad de que fue generado forma programaética a partir de un script escrito en Python.
En efecto, los centros y los didmetros de los cilindros que representan los canales refri-
gerantes fueron generados por dos lazos tipo for (uno para la coordenada z y otro para
la coordenada y) en los cuales se llama a la biblioteca provista por el programa libre
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(a) Geometria Atucha en FreeCAD (b) Malla Atucha en Gmsh

(c) Geometria CANDU en FreeCAD (d) Malla CANDU en Gmsh

Figura 1.11: Las figuras 1.2a 'y 1.2b son un caso particular (i.e. la vista superior) del caso general tridimensional
en el cual la ubicacion de los canales se genera programaticamente con la herramienta libre FreeCAD (apéndi-
ce B.2.3) a partir de un script de Python que calcula los centros y los didmetros de los canales en forma para-
métrica. Con otro script, esta vez de Bash (seccion B.3.4) se llama a la herramienta libre Gmsh (seccién B.2.1)
para generar una malla para un eventual calculo neutrénico.

de disefio 3D FreeCAD para generar un modelo tridimensional que a su vez es leido y
procesado por la herramienta de mallado Gmsh. Una vez que se preparan los scripts y
los archivos de entrada, todo el proceso (en este caso la generacién de los modelos tridi-
mensionales, las mallas e incluso las figuras para su incorporacion a esta tesis) se lleva a
cabo sin intervencién del usuario. De esta esta manera no sélo reducimos el tiempo que
nos insume a nosotros los ingeniers realizar tareas repetitiva dejdAndonos mds tiempo
libre para pensar, sino que también disminuye la probabilidad de incorporar de errores
humanos propios de los procedimientos tipo point-and-click, especialmente en las tareas
propias de la profesion: cdlculos paramétricos, andlisis de sensibilidad y optimizacién
no-lineal de parametros multdimensionales.

Esto es posible gracias a que todos y cada uno de los programas estan disefiados so-
bre lo aprendido en la filosofia de programacién UNIX [46] y son libres y abiertos, por
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lo que podemos hacerlos interactuar en forma efectiva. Incluso, llegado el caso, pode-
mos modificarlos (o pedirle a alguien que lo haga) para que se comporten de la manera
que necesitemos. Por completitud, mostramos los scripts utilizados para generar la fi-
gura 1.11 en el apéndice C. La segunda parte de esta tesis —que es ciertamente la mas
divertida— consiste basicamente en la preparacion de scripts y archivos de entrada de
forma tal de resolver y presentar los resultados obtenidos en forma programatica, por
lo que ahondaremos en los detalles en los capitulos 6-8.

Resumiendo lo discutido hasta el momento, este es un trabajo académico con inte-
rés industrial que amalgama matematica, programacion y fisica de reactores teniendo
en cuenta siempre un criterio ingenieril para juzgar aproximaciones e interpretar resul-
tados. Si bien los ingenieros solemos recurrir al método cientifico y a las herramientas
que nos proveen las ciencias duras, nuestra profesién es en verdad un caso de optimi-
zacion: resolver problemas de la mejora manera posible con el menor costo asociado.
Por eso es que estudiamos métodos numéricos, técnicas de programacion, generamos
bibliotecas de secciones eficaces para agua pesada, desarrollamos metodologias para
analisis de celdas y resolvemos la ecuacién de transporte de neutrones sobre mallas no
estructuradas. Pero a veces entran otros factores en juego, y los problemas se resuelven
aun contradiciendo lo que dicen los libros de texto. Podria suceder que, pongamos por
caso, aunque un exhaustivo estudio técnico-econémico indique que no es conveniente
enriquecer ligeramente el combustible de una central de agua pesada, puede darse el
caso de que la mdquina de recambio de combustible tenga inconvenientes operacio-
nales por lo que deba ser necesario disminuir la tasa de recambios. O puede darse el
caso que alguien disefie e implemente una l6gica de movimiento de barras de control
en funcién de resultados neutrénicos preliminares e incorrectos. O que una vez critico
y operativo el reactor, uno disefie un protocolo para determinar experimentalmente el
coeficiente de reactividad por efecto Doppler en el combustible [53] y luego los resul-
tados indiquen que los cédigos de cdlculo utilizados durante afios no habian tenido en
cuenta correctamente las resonancia de absorcién en la periferia de las pastillas.

A veces ni siquiera basta con hacer un par de pasos hacia atras para ver el elefante
completo.®

Vi< Y It's
2 it} .
Za Wall! | It’s

It’s
a Snake!

®Ver referencia [43] y https://en.wikipedia.org/wiki/Blind_men_and_an_elephant
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——CariTULO 2

Transporte y difusion de neutrones

In an enterprise such as the development nuclear physics

the difference between ideas, hopes, suggestions and theoretical
calculations, and solid numbers based on measurement, is paramount.
All the committees, the politicking and the plans would have come

to naught if a few unpredictable nuclear cross sections

had been different from what they are by a factor of two.

Emilio Segré

En este capitulo introducimos las ecuaciones que modelan el transporte de neutrones
en el ntcleo de un reactor nuclear con los siguientes objetivos:

= fijar las ideas sobre las que se basa el c6digo neutrénico desarrollado

» declarar las suposiciones, aproximaciones y limitaciones de los modelos matema-
ticos utilizados

» definir una nomenclatura consistente para el resto de la tesis.

No buscamos explicar los fundamentos fisicos de los modelos matematicos ni rea-
lizar una introduccién para el lector lego. Para estos casos referimos al articulo [10] y
a la monografia [32]—ambos trabajos escritos por el autor de esta tesis—y a la litera-
tura clasica de fisica de reactores [40, 42, 35, 39, 44, 52]. Si bien gran parte del material
aqui expuesto ha sido tomado de estas referencias, hay algunos desarrollos matemati-
cos propios que ayudan a homogeneizar los diferentes enfoques y nomenclaturas para
poder sentar las bases de los esquemas numéricos implementados en el c6digo compu-
tacional descripto en el capitulo 4 de manera consistente. Para eso desarrollamos l6gica
y mateméticamente algunas ideas partiendo de definiciones bdsicas para arribar a ex-
presiones algebraicas que describen el problema de ingenieria que queremos resolver.
Por supuesto que las principales ecuaciones, resultados y conclusiones del capitulo son
conocidos desde los albores de la fisica de reactores alld por mediados del siglo XX. Sin
embargo, hemos vuelto a realizar algunos desarrollos con ciertos pasos matematicos
intermedios de forma tal que un profesional con conocimientos promedios de fisica de
neutrones pueda seguir el hilo y entender las ideas que forman la base de esta tesis.
Consideramos que la construccion de la figura 2.7 que ilustra la utilizacién de armé-
nicos esféricos para expandir el flujo angular o la derivacion de la ley de Fick en la
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Figura 2.1: Un neutrén individual (bola celeste), en un cierto tiempo ¢ € R esta caracterizado por la posi-
cion x € R3 que ocupa en el espacio, por la direccion €2 € R? en la que viaja y por su energia cinética E € R.

seccién 2.4.3 son ya de por si resultados parciales de este trabajo que podrian llegar a
tener algun tipo de interés para la comunidad académica.

Partiendo de ciertas suposiciones fisicas, operamos matematicamente utilizando 16-
gica deductiva, algebra y calculo para obtener las ecuaciones que vamos a resolver nu-
méricamente en la segunda parte del trabajo. En algunas ocasiones deberemos realizar
ciertas aproximaciones matemadticas para obtener ecuaciones manejables. Dejamos el
analisis de las implicaciones fisicas de las aproximaciones realizadas para el final del
capitulo.

Para modelar matemdticamente el comportamiento de reactores nucleares de fisién
debemos primero poder caracterizar campos de neutrones arbitrarios a través de distri-
buciones matematicas sobre un dominio espacial U de tres dimensiones. Més adelante
veremos como reducir el problema para casos particulares de dominios de una y dos
dimensiones. Para ello, vamos a suponer que [44]

1. podemos considerar a los neutrones como puntos geométricos

los neutrones viajan en linea recta entre colisiones

las interacciones neutrén-neutrén pueden ser despreciadas

podemos considerar a las colisiones entre neutrones y nticleos como instantdneas

las propiedades de los materiales son isotrépicas

SN

conocemos las propiedades de los niicleos y la composiciéon de los materiales y
éstas no dependen del tiempo

7. es suficiente que consideremos sélo el valor medio de la distribucién de densidad
espacial de neutrones y no sus fluctuaciones estadisticas

20



En la figura 2.1 ilustramos un neutrén puntual que a un cierto tiempo ¢ esta ubi-
cado en una posicién espacial x y se mueve en linea recta en una direccién €2 con una
energia F = 1/2 - mv?.

2.1. Secciones eficaces

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, elei-
fend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc
eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus
vel magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam
in tellus. Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim.
Vestibulum pellentesque felis eu massa.

Definicién 2.1. La seccion eficaz macroscopica total ¥, de un medio es tal que

Et‘dl‘

es la probabilidad de que un neutrén tenga una colision con el nticleo de algtn atomo
del material por el que viaja una distancia dz en linea recta. Es decir, la seccién efi-
caz macroscopica es el nimero de colisiones esperadas por neutrén y por unidad de
longitud lineal. Sus unidades son inversa de longitud, i.e. m™* 6 cm™*. O

Ademads de referirnos a la seccién eficaz (6 XS por su terminologia en inglés) total,
podemos particularizar el concepto al tipo de reacciéon £, es decir, ¥, - dz es la proba-
bilidad de que un neutrén tenga una reaccion de tipo k en el intervalo dz. En nuestro
caso particular, la reaccion genérica £ puede ser particularizada a

t total

¢ captura radiativa

f fision

a absorcién (X, + Xy)

s dispersion (scattering)

Las secciones eficaces macroscopicas dependen de la energia del neutrén incidente
y de las propiedades del medio que provee los niicleos blanco. Como éstas dependen
del espacio (usualmente a través de otras propiedades intermedias como por ejemplo
temperaturas, densidades o concentraciones de impurezas), en general las secciones
eficaces macroscopicas son funciones tanto del espacio x como de la energia E, es de-
cir 3y, = X (x, E).

Una forma de incorporar el concepto de seccién eficaz macroscdpica es pensar que
ésta proviene del producto de una seccién eficaz microscépica o, y una densidad at6-
mica n del medio

Ek:crk-n
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Figura 2.2: Interpretacién de la seccién eficaz microscépica como el area asociada a un nucleo transversal a la
direccién de viaje del neutrdén incidente.

'H

r ¥

56Fe
23577

10°

< ¥ 4+ X

o, [barns = 10724 cm 2]

104 0.01 1 100 10000 106
E [eV]

Figura 2.3: Dependencia de la seccion eficaz microscopica de absorciéon o, con respecto a la energia E del
neutrén incidente para diferentes is6topos blanco.
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La magnitud oy, tiene unidades de 4rea (tipicamente del orden de 10~2* cm?, unidad
que llamamos barn') y se interpreta como el drea asociada a un ntcleo transversal a la
direccién de viaje de un neutrén tal que si este neutrén pasara a través de dicha érea,
se llevaria a cabo una reaccién de tipo k (figura 2.2). Las secciones eficaces microscé-
picas dependen no solamente de las propiedades nucleares de los nticleo blanco sino
que también dependen fuertemente de la energia E' del neutrén incidente, llegando a
cambiar varios 6érdenes de magnitud debido a efectos de resonancias como podemos
observar en la figura 2.3. Ademads, o}, depende de la temperatura 7" del medio que de-
fine la forma en la cual los 4&tomos se mueven por agitacion térmica alrededor de su
posicién de equilibrio ya que se produce un efecto tipo Doppler entre el neutrén y el
nucleo blanco que modifica la seccién eficaz microscépica [37, 38]. Por lo tanto, para un
cierto isétopo, o, = oy (E, T).

Por otro lado, la densidad atémica n del medio depende de la densidad termodinéa-
mica p, que a su vez depende de su estado termodindmico usualmente definido por la
presién p y la temperatura 7. Como estas variables pueden depender de forma arbitra-
ria del espacio x, podemos escribir efectivamente

Sp=n-op = n(p(x), T(x)) - O (E,T(x)) =(x, E)

Las ideas presentadas son validas para un tinico isétopo libre de cualquier influencia
externa. En los reactores nucleares reales, por un lado existen efectos no lineales como
por ejemplo el hecho de los d&tomos de hidrégeno o deuterio y los de oxigeno no estan
libres en la molécula de agua, que hacen que las secciones eficaces de el todo (i.e. de un
conjunto de atomos enlazados covalentemente) no sean iguales a la suma algebraica
de las partes y debamos calcular las secciones eficaces macroscépicas con una meto-
dologia més apropiada (ver seccién 2.6.1 y referencia ??). Por otro lado, justamente en
los reactores nucleares las reacciones que interesan son las que dan como resultado la
transmutaciéon de materiales por lo que continuamente la densidad atémica n de todos
los is6topos varia con el tiempo. En este trabajo, no vamos a tratar con la dependencia
de las secciones eficaces con el tiempo explicitamente sino que llegado el caso, como
discutimos en la seccién 2.6, daremos la dependencia implicitamente a través de otras
propiedades intermedias tales como la evolucién del quemado del combustible y/o la
concentracién de xenén 135 en la matriz de diéxido de uranio.

A partir de este momento suponemos que conocemos las secciones eficaces macros-
copicas en funcién del vector posicién x para todos los problemas que planteamos.

2.1.1. Dispersion de neutrones

Cuando un neutrén que viaja en una cierta direccién €2 con una energia F colisiona
con un nucleo blanco en una reaccién de dispersion o scattering, tanto el neutrén como
el nicleo blanco intercambian energia. En este caso podemos pensar que luego de la
colisién, el neutrén incidente se ha transformado en otro neutrén emitido en una nueva

1Se dice que durante las primeras mediciones experimentales de secciones eficaces los fisicos ameri-
canos esperaban encontrar resultados del orden de las areas transversales asociadas a los tamafios geo-
métricos de los ntcleos. Pero encontraron valores mucho mds grandes, por lo que decian a modo de
broma “this cross section is as big as a barn.”
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direccién €2’ con una nueva energia E’. Para tener este efecto en cuenta, utilizamos el
concepto que sigue.

Definicion 2.2. La seccion eficaz de scattering diferencial 3, tal que

S, (x,Q = Q' E — E)dY dE'

es la probabilidad por unidad de longitud lineal que un neutrén de energia E viajando
en la direccion €2 sea dispersado hacia un intervalo de energia entre ' y £/ + dE' y a
un cono d<Y’ alrededor de la direccién €Y' O

Utilizando argumentos de simetria, podemos demostrar que la seccién eficaz di-
ferencial de scattering ¥, sélo depende del producto interno ;1 = €2 - Q’ y no sepa-
radamente de 2 y de €’ (figura 2.4). Entonces podemos escribir la dependencia co-
mo ¥,(x, — Q' E — E') 6 como ,(x, u, E — E'), siempre y cuando tengamos en
cuenta que

1
/&@Q%QE%EMQZ/E&%E%FH#
47

-1

lo que implica que
S, E— B =218,(x,Q = Q' E — E)

Este abuso de notacion es histérico y susceptible de provocar confusiones. Al escribir
la probabilidad de scattering de € hacia €’ sé6lo en funcién del producto interno y es-
tamos teniendo en cuenta todas las posibles direcciones de salida tales que p = €2 - €.
Como podemos observar en la figura 2.4, esto es 27 veces la probabilidad de que el
neutrén sea dispersado en la direccién €2’ solamente. En los pérrafos siguiente explici-
tamente diferenciamos uno de otro caso.

Figura 2.4: Debido a la simetria azimutal, el scattering no depende de las direcciones Q y de ) en forma
separada sino que depende del coseno del angulo entre ellas ;1 = €2 - €)',
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En general podemos separar a la seccién eficaz diferencial en una seccién eficaz
total ¥, y en una probabilidad de distribuciéon angular y energética f, tal que
S, Q= YV E—-E)=%,,x,E)- f,( = Q. E— E 2.1)
6 bien
S, 4, E = E') =%, (x, E) - fs(u, E — E') (2.2)

En ambos casos, X, es la seccion eficaz macroscépica total de scattering, que da la
probabilidad por unidad de longitud de que un neutrén de energia £ inicie un proceso
de scattering. La funcién f; describe la distribucién de neutrones emergentes. Podemos
integrar ambos miembros de las ecuaciones (2.1) y (2.2) con respectoa E',y a ' y a
respectivamente, y despejar X, para obtener su definiciéon

o] o] 1
/ / S (x, Q= QU E — E)dQY dE' / / Yo, 1, E — E')dudE'
_ J0 4m _J0 —1

Est(xa E) - S R R R e’} 1
/ / £ =Y E— ENdY dE' / / fo(u, E = E')dudE'
0 4 0 -1

El denominador es igual a la cantidad de particulas emitidas luego de la reaccién,
que para el caso del scattering es igual a uno. Luego

00 0o 1

Y, (x, E) :/ / Y(x, Q= Q' E — E)dQY dE' :/ / Yo, 1, E — E')dpdE'
0 4 0 -1

(2.3)

Para tener en cuenta la dependencia de ¥, con p (en realidad de f; con 1) podemos
recurrir a una expansion en polinomios de Legendre (figura 2.5). En efecto, para dos
energias I/ y £’ fijas, ¥, depende de un tinico escalar —1 < ;¢ < 1 sin presentar singu-
laridades (i.e. es una funcién de cuadrado integrable) por lo que podemos escribir en
una base ortogonal de polinomios?

= 20+ 1
S (x, 1, B — E') = €T+ Yo, (6, E — E') - Py() (2.4)
=0
donde los coeficientes resultan ser
1
(%, F — E) = / S0 1, E — E') - Po(p) dp (2.5)
-1

2La definicién particular de la expansién en polinomios de Legendre de la ecuacién (2.4) es tal que
sea consistente con los usos y costumbres histéricos de la evaluacién de secciones eficaces (seccién 2.6.1)
y de cédigos de celda (seccién 2.6.2). Es posible dar otra definicién y desarrollar consistentemente la
matematica para llegar a las mismas ecuaciones finales, pero ello modificarfa la definicién de los coefi-
cientes de la expansién dados por la ecuacion (2.7) y haria que las secciones eficaces calculadas a nivel de
celda no puedan ser introducidas directamente en la entrada del c6digo de nticleo que describimos en
el capitulo 4. En particular, arribar a la ecuacién (2.9) es de interés para la consistencia de las secciones
eficaces entre cédigos de diferente nivel. Por ejemplo, la referencia [44] utiliza otra forma de expandir el
kernel de scattering que resulta en un factor dos de diferencia con respecto a la ecuacién (2.7).
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Figura 2.5: Primeros seis polinomios de Legendre Py(u), £ = 1, ..., 6. En el apéndice D.2 damos la definicion

matematica y otras propiedades interesantes de estos polinomios.

dada la propiedad de ortogonalidad de la base de Legendre segtin la cual

1
2
P 'P/ d :—'6/
/1 (1) - P () dp TR

siendo d, la Delta de Kronecker

1 sit=1V
Oprr = . ,
0 sil#4

Para la dependencia con Q2 y (¥, la expansion y los coeficientes son respectivamente

o0

~ ~ 2 1 A~ A
S Q> Y EE)=)_ 64—+ S, (x, E— E') - P,(2- ) (2.6)
=0
Y, (X, E— E') = 27?/ S.(x,Q—= QY E— E)-P(S- Q) dY 2.7)
47

Es interesante notar que X,, sélo depende de ¥, . En efecto, reemplazando la expan-
sion dada por la ecuacién (2.4) en la ecuacién (2.3) tenemos
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o0

o T ER20+1 ) ,
S, (x, E) = > 5 S E = E') - Pi(u) dudE
0 —1 =0

:/ [Z?Ese(va%El)'/ Py(p) dp

£=0 -1

dE’

Como todos los polinomios de Legendre son impares con respecto al argumento p
excepto Py(1) = 1, la integral sobre y es cero para todo ¢ > 0. Luego

o0 2 . 1 o0
5. (x, B) = /0 {%-ESO(X,E%E’)Q} B — /0 N6 E — E)dE  (28)

Para fijar ideas, supongamos que tenemos scattering isotrépico en el marco de re-
ferencia del laboratorio.? Entonces 3, no depende de p y el tnico término diferente de
cero en la ecuacion (2.6) es £, que contiene informacién sélo sobre el cambio de energia
del neutrén con respecto a las condiciones de incidencia:

A, N 2041 , A e L :

Y. (x, Q= QY E— E) _;?Ese(x,E%E)-P@(Q~Q)_ S B = E)
(2.9)
Sien cambio el scattering resulta ser completamente eldstico e isotrépico en el marco
de referencia del centro de masa del sistema compuesto por el neutrén incidente y el
ntcleo blanco (condicién que se da si el blanco esté fijo en el marco de referencia del
reactor sin posibilidad de moverse por efectos térmicos), entonces a cada energia de
salida £’ le corresponde un tinico dngulo de scattering ;. a través de las leyes clasicas de

conservacion de energia y momento lineal. Para la dependencia en angulos de entrada
y salida [52] es

Y, (X, E) - % paraak < E' < E

0 de otra manera

So(x, 1, E — E') =

mientras que para la dependencia del coseno del d&ngulo de scattering [44] es

(k1 — o)
Y E) ————— E<FE <FE
s (X, E) (1= a)E paraal < E' <

0 de otra manera

S.x, Q= QY E— E) =

donde ahora () es la distribucién Delta de Dirac (no confundir con Kronecker) y

3Una expresion més apropiada segtin la potencial aplicacion industrial de los conceptos desarrollados
en esta tesis serfa “marco de referencia de la central nuclear.”
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siendo A es el nimero de masa del nticleo blanco. Llamamos a la magnitud 1 coseno
medio de la dispersién. Esta nomenclatura 1 es general pero la expresion matematica
es particular para el caso de scattering eléstico e isotrépico en el marco de referencia del
centro de masa. En la ecuacién (2.11) generalizamos la definiciéon para cualquier tipo
de scattering.

La expresion para el (-ésimo coeficiente de la expansién en polinomios de Legendre
para aF < E' < E seguin la ecuacion (2.5) es

N S (x,E) /1 B S, (x,E)
Yy (x, E— E) = = o( — po) - Po(p) dp = A-ak Pi(o)
por lo que
, 2041
ZS<X7N>E_>E) Z— PE /LO) PE(M)

Tomando los dos primeros términos, podemos aproximar

Y., (x, B 1o -
w6 B) (1 3o p

(1-a)E 2

para oF < E' < E,y cero para £/ < aF 6 E' > E. Estas dos ideas nos permiten
introducir los siguientes conceptos.

S, 1, E — E') ~

Definicién 2.3. Decimos que hay scattering isotropico (a partir de ahora siempre nos vamos
a referir al marco de referencia del reactor) cuando los coeficientes de la expansién de la
seccion eficaz diferencial de scattering ¥,(x, 1, E — E’) en polinomios de Legendre son
todos nulos excepto el correpondiente a ¢ = 0. En este caso, la seccién eficaz diferencial
no depende del dngulo y vale la ecuacién (2.9):

. 1
Sx Q= ¥ E— E)=— 5, (xE— E) (2.9)
7i

Si ademads de ¥, resulta también X;, # 0 entonces decimos que el scattering es lineal-
mente anisotropico, y la seccion eficaz diferencial es la suma de la seccion eficaz total mas
un coeficiente por el coseno del dngulo de scattering:

26,9 = V. E— E) = 4i S E— E)+3-5,(x,E— E) - (Q : Q’)} (2.10)
T

Definimos ademas el coseno medio de la dispersion ji, para una ley de dispersién general
como
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S, (x, E — E')dE'

Am (2.11)
/

/ / w-Ss(x, pu, E — E'dudE'

/ / s, E— E")dudFE'

Sy (X, E — E')dE'

50
]

En el caso de scattering general, i.e. no necesariamente isotrépico en algtin marco de
referencia y no necesarimente eldstico, debemos conocer o bien la dependencia explicita
de 2, con 2-Q’ (que puede ser aproximada mediante evaluaciones discretas) o bien una
cierta cantidad de coeficientes ,, de su desarrollo en polinomios de Legendre sobre .
En esta tesis trabajamos a lo mds con scattering linealmente anisotrépico, es decir, la
seccion eficaz diferencial de scattering estd dada por la ecuacién (2.10) y suponemos
que conocemos tanto X, como ¥, en funcién del espacio y de las energias antes de
resolver la ecuacion de transporte a nivel de ntcleo (ver seccion 2.6).

2.1.2. Fision de neutrones

Cuando un ntcleo pesado se fisiona en dos nticleos més pequefios, ya sea debido a una
fisién espontdnea o a una fisién inducida por la absorcién de un neutrén, se liberan
ademads de los productos de fision propiamente dichos y radiacién v debida al reaco-
modamiento de los niveles energéticos de los nucleones que intervienen en la reaccién,
entre dos y tres neutrones. Llamamos v(x, £) a la cantidad promedio de neutrones li-
berados por cada fision, 2 < v < 3, que depende de la energia £ del neutrén incidente
y de la composicién del material combustible el punto x.

Como ahora se emite méas de un neutrén, utilizamos la nomenclatura v>; para indi-
car, en el sentido de la ecuacion (2.1) seccién anterior, la seccion eficaz diferencial como
un producto de una seccién eficaz total y una distribucién angular

v, Q= U E = E)=vS,(x,E)- f{(Q— QY E— E)

La distribucién en energia de los nuetrones nacidos por fisiéon estd dada por el es-
pectro de fisién x, que definimos a continuacién.

Definicion 2.4. El espectro de fision x(E) es tal que

X(E)dE

es la probabilidad de que un neutrén nacido en una fisién tenga una energia en el in-
tervalo [E, E + dE]. El espectro de fisién estd normalizado de forma tal que

/mMEMEzl (2.12)
0
O

Los neutrones de fisién nacen isotrépicamente en el marco de referencia del reactor
independientemente de la energia £ del neutrén incidente que la provocé (decimos que
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los neutrones de fisién no tienen memoria) y ademads la energia £’ con la que emergen
tampoco depende de la energia del F neutrén incidente. Luego fy no depende ni de €2
ni de €2’ y podemos separar la funcién f; en una cierta dependencia de £ multiplicada
yp P P P
por x(E')
i@ = E - E') = A(E) - x(E)

Como la integral de f; sobre todas las posibles energias £’ y d&ngulos €’ debe ser
igual a la cantidad v de neutrones emitidos

v(E) = / f(Q =Y E— EdQY dE' = A(E) - / / Y(E") dSY dE
0 4 0 47

Teniendo en cuenta la normalizacién de x dada por la ecuacién (2.12), resulta

Ap) = UE)
dm
por lo que
/
vSix, Q= QY E— E) = X(E). VY, (x, E) (2.13)
™

Durante la operacién de un reactor, no todos los neutrones provenientes de la fisién
aparecen en el mismo instante en el que se produce. Una cierta fracciéon 3 de todos los
neutrones son producto del decaimiento radioactivo o bien de productos de fisién ge-
nerados instantdneamente o bien de hijos de éstos. En cualquier caso, en calculos tran-
sitorios es necesario distinguir entre la fracciéon 1 — 3 de neutrones instantaneos (prompt)
que aparecen en el mismo momento de la fisién y la fraccién S de neutrones retardados
que aparecen mds adelante. Para ello dividimos a los neutrones retardados en I gru-
pos, les asignamos una fraccién f3; y una constante de tiempo \;, parai = 1,...,Ny
definimos un mecanismo de aparicién exponencial para cada uno de ellos.

En célculos estacionarios no es necesario realizar esta divisién entre neutrones ins-
tantaneos y retardados ya que eventualmente todos los neutrones estardn contribuyen-
do a la reactividad neta del reactor. En el caso particular en el que no hay una fuente
externa de neutrones sino que todas las fuentes se deban a fisiones la probabilidad de
que el reactor esté exactamente critico es cero como discutimos en la seccién 2.5. Para
poder realizar calculos estacionarios y ademads tener una idea de la distancia a la criti-
cidad debemos recurrir a un reactor critico asociado, cuya forma mads usual es el reactor
critico asociado en k. En este caso, dividimos las fuentes de fision se artificialmente por
un ntmero real ket ~ 1 que pasa a ser una incégnita del problema y cuya diferencia con
la unidad da una idea de la distancia a la criticidad del reactor original (ver seccién 2.5).

2.2. Flujos y ritmos de reaccién

El problema central del calculo de reactores es la determinacién de la distribucién espa-
cial y temporal de los neutrones dentro del nticleo de un rector nuclear. En esta seccién
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desarrollamos la matematica para el caso de x € R?. En casos particulares aclaramos
cémo debemos proceder para problemas en una y en dos dimensiones.

Donec et nisl at wisi luctus bibendum. Nam interdum tellus ac libero. Sed sem jus-
to, laoreet vitae, fringilla at, adipiscing ut, nibh. Maecenas non sem quis tortor eleifend
fermentum. Etiam id tortor ac mauris porta vulputate. Integer porta neque vitae mas-
sa. Maecenas tempus libero a libero posuere dictum. Vestibulum ante ipsum primis
in faucibus orci luctus et ultrices posuere cubilia Curae; Aenean quis mauris sed elit
commodo placerat. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia nostra,
per inceptos hymenaeos. Vivamus rhoncus tincidunt libero. Etiam elementum pretium
justo. Vivamus est. Morbi a tellus eget pede tristique commodo. Nulla nisl. Vestibulum
sed nisl eu sapien cursus rutrum.

Comenzamos con las siguientes definiciones.

Definicién 2.5. La distribucion de densidad de neutrones N en un espacio de las fases de siete
dimensiones x € R?, Q2 € R? (), F € Ry ¢ € R tal que

N(x,Q, E,t)d*xdQdE
es el nimero de neutrones (en el sentido de la media estadistica dada la naturaleza esto-
castica del comportamiento de los neutrones) en un elemento volumétrico d*x ubicado
alrededor del punto x del espacio viajando en el cono de direcciones de magnitud df2
alrededor de la direccién €2 con energias entre £'y £/ + dE en el tiempo t. O

Definicion 2.6. El flujo angular ¢ es el producto entre la velocidad y la distribucién de
densidad de los neutrones

V(x,Q,E t)=v(E)-Nx,Q, E,t)
’E’

2F A
=4/— - N(x,, Et)
m
donde v(E) es la velocidad clasica correspondiente a un neutrén de masa m cuya ener-

gla cinética es I. U

Esta magnitud es mads ttil para evaluar ritmos de colisiones y reacciones que la den-
sidad de neutrones N. En efecto, como v - dt es la distancia que viaja un neutrén de
velocidad v, entonces

V(x, Q,E 1) dPxdQdE dt = v(E) - N(x,Q, E, t)dt d*xdQdE

es el nimero total de longitudes lineales que los neutrones han viajado en la direc-
cién €2 con energia F que estaban en el tiempo ¢ en la posicién x. Como ademas Yy, - dz
es la probabilidad de que un nuetrén tenga una reaccién de tipo k en el intervalo dx
(definicién 2.1, pagina 21), entonces la expresién

Sr(x, E) - (x,Q, B, t) d*xdYdE

4Si bien la direccién Q = [Q, 2, Q.]” tiene tres componentes, s6lo dos son independientes (por ejem-
plo las coordenadas angulares cenital 6 y azimutal ¢) ya que debe cumplirse que Q7 + Q2 4+ Q2 = 1.
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es el ntimero de reacciones de tipo k en el diferencial de volumen de fases d*x dQ dF
debido a neutrones de energia F viajando en la direccién € en el punto x del espa-
cio en el instante ¢. Para obtener el ntimero total de reacciones de todos los neutrones
independientemente de la direccién 2 del neutrén incidente debemos integrar esta can-
tidad sobre todos los posibles dngulos de incidencia. Para ello utilizamos el siguiente
concepto.

Definicion 2.7. El flujo escalar ¢ es la integral del flujo angular sobre todas las posibles
direcciones de viaje de los neutrones:

¢(x,E,t):/4 V(x,Q, E,t)dQ

Con esta nomenclatura, el ritmo R, de reacciones de tipo k en d*>x dF es

Ri(x, E,t) d’xdE = X(x, E) - ¢(x, E,t) d’xdE

con lo que el producto R, = ;¢ da una expresion simple para la distribucién del ritmo
de reacciones totales por unidad de voliimen y de energia, que es lo que buscabamos
al introducir las ideas de flujo escalar y flujo angular.

Definicién 2.8. El vector corriente J es la integral del producto entre el flujo angular y el
versor de direccién de viaje de los neutrones €2 sobre todas las direcciones de viaje:

J(x, E.t) = / [w(xjfz,E,w : ﬂ] a2
4
O
Debemos notar que esta magnitud es vectorial ya el integrando es un vector cuya
magnitud es igual al flujo angular y cuya direccion es la del versor €2 sobre el cual

estamos integrando. El producto escalar entre el vector corriente J y un cierto versor
espacial n

Ja(x, B, t) = - J(x, B, t) = / b(x, Q, ELt) - (Q : ﬁ) e (2.14)
4m
da el nimero neto de neutrones que cruzan un drea unitaria perpendicular a n en la
direccion positiva. Este niimero neto es la resta de dos contribuciones
J.(x, Et)=JHx, E t)— J, (x,E,t)
donde

TH(x, B, 1) = / b(x, O, B, 1) (Q . n> 40

Q-n>0

J—(x,E,t)z/ b(x,Q, B, 1) <Qn> oY) (2.15)

n

32



Figura 2.6: Interpretacion del producto del vector corriente con el vector normal a una superficie como el
namero neto de neutrones que cruzan un area unitaria.

2.3. Transporte de neutrones

Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac ha-
bitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conu-
bia nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend
faucibus, vehicula eu, lacus.

2.3.1. Operador de transporte

Consideremos un volumen finito V' € R? arbitrario fijo en el espacio y consideremos
ahora otro volumen V' (t) € R® que se mueve en una direccién 2 con una velocidad v(E)
correspondiente a una energia F, de tal manera que en el instante ¢ ambos volimenes
coinciden. En ese momento, la cantidad de neutrones con direccién €2 en torno al cono
definido por d y con energias entre £y E + dE en el volumen V = V'(t) es

Ny (Q, E, t) dQdE = { / N(x,Q, E,t) dSX} dQ dE (2.16)
\%

=V/(t)

Dado que la posiciéon del dominio de integracién cambia con el tiempo, la derivada
total de esta magnitud con respecto al tiempo es la suma de una derivada parcial y una
derivada material:

ANy ONy . 1 [/ R ; - 3 }
— = —— 4+ limay 50— N(x,Q, E t)d’x — N(x,Q, E t)d’x| (2.17)

Ahora necesitamos que el dominio de integracién de la segunda integral sea igual
al de la primera. Para ello, notamos que
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limaeoV'(t + At) = V'(t) + v(E)QL - At

para cada punto x € V'(t). Ademas, como ni v(E) ni ; para i = z,y, 2 dependen de x,
entonces

P .

y podemos hacer un cambio de coordenadas unitario en la ecuacién (2.17) para que el
dominio de integracién de la primera integral coincida entonces con el de la segunda y
obtener asi

ANy ONy ‘ . ) ) ) 3
N ! Y E)Q-ALQ B t) - N(x,Q, E
at ot +/v’(t) Y [ (x +v(E)2- At QB t) = N(x, Q, B, )| d'x

Como el término entre corchetes es igual a v(E) veces la derivada espacial de la
funciéon N(x, 2, E,t) en la direccién €2 resulta

limAHoé [Nt o(B) - AL QL E) — Nx, Q. B)] dx = v(E) { Q- grad [N(x 0. 5)| }

y V'(t) = V entonces podemos escribir la derivada total de la cantidad de neutrones
en V con respecto al tiempo como

dNV . 8NV A A 3
— = 7+U(E) {/‘/Q-grad [N(X,Q,E,t)] d x}

Teniendo en cuenta la ecuacién (2.16) y la definicién 2.6 de flujo angular v

d A o [ (100 . A ,
E/‘/N(X,Q,E,t)d X = /V {;E + Q- grad [@D(X,Q,E,t)}}d X

donde notamos que el gradiente opera s6lo sobre las componentes espaciales, es decir
_a_w_
Ox
9
dy

o
L2

grad [w(x, Q,E,t)} =

2.3.2. Operador de producciones

Habiendo estudiado la expresion matematica que describe el transporte de neutrones,
pasamos ahora a estudiar la forma en la que se producen. Los neutrones pueden apa-
recer en un diferencial de espacio de las fases dx dS2 dE dt debido a uno de los siguiente
tres mecanismos, que analizamos a continuacién: scattering, fisién y fuentes externas.
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2.3.2.1. Fuente por scattering

Un neutrén que viajando con una energia £’ y una direccién €’ sufre una colisién de
scattering en el punto x y emerge con una energia I/ y una direccién 2 es efectivamente
una fuente de neutrones en dxdS) dE dt debido a scattering. Esta fuente ¢, debe ser
entonces igual al producto de la probabilidad por unidad de longitud de recorrido de
neutrones que viajando en con una energfa £’ en una direccién V' colisionen con un
nticleo blanco en el punto x y como resultado adquieren una direccién de viaje 2 y una
energia I/ (ver seccion 2.1.1) por la cantidad de longitudes lineales viajadas, teniendo
en cuenta todos los posibles valores de (' y de E'. Es decir

/ 4s(x, 0, E t) d°x = / / / S.(x,Q = QL E = E)-(x, Y, E ) dSY dE' dx
v vJo Jar

(2.18)
Debemos notar que en esta ecuacién hemos invertido el indice de las variables pri-

madas con respecto a la seccién 2.1.1, inversién que mantendremos a lo largo de esta
seccion.

2.3.2.2. Fuente por fisién

Los neutrones que nacen por fisiones de nticleos de materiales combustibles en el pun-
to x lo hacen isotrépicamente y con una cierta distribucién energética x(E) (ver sec-
cién 2.1.2). Como también discutimos en la pagina 29, debemos calcular la fuente de fi-
sién ligeramente diferente si se trata de un problema transitorio, estacionario con fuente
o estacionario sin fuente. Sin pérdida de generalidad, para fijar ideas supongamos que
desde el punto de vista de la fisién el problema es estacionario con fuente. La tasa de
generacion de neutrones debidas a fisién es el producto del nimero probable de naci-
mientos en x con energias entre £y F + dE por unidad de longitud de recorrido de
neutrones que viajando con direccién 2 y energia E generan la fisién del nticleo pe-
sado en el punto x debido a neutrones incidentes con direccién de viaje €’ y energia
incidente E’ (ver seccién 2.1.2) por la cantidad de longitudes lineales viajadas, teniendo
en cuenta todos los posibles valores de ' y de E:

/qf(X7Q,E,t)d3x:/ Xif)
(E)

- / X / vE(x, E') - ¢(x, E' 1) dE’ d’x (2.19)
v o4r o

/ / vSp(x, E') - p(x, ¥, B t) d§Y dE dx
0 47

2.3.2.3. Fuente independiente

Por dltimo, para no perder generalidad tenemos que tener en cuenta las fuentes exter-
nas de neutrones, i.e. aquellas que no provienen de la fisién de materiales presentes en
el ntcleo sino de otras fuentes totalmente independientes como puede ser una fuente
de americio-berilio. Mateméticamente, las modelamos como la integral sobre el volu-
men V' de una funcién conocida s(x, 0, E, t) del espacio, la direccién, la energia y el
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tiempo que representa la cantidad de neutrones emitidos con energia £ en el punto x
con direccién €2 en el instante ¢.

2.3.3. Laecuaciéon de transporte

La conservacién de neutrones implica que la derivada temporal total de cualquier mag-
nitud relacionada a la distribucién espacial de neutrones debe ser igual a la diferencia
entre la tasa de producciones y la tasa de desapariciones. El ritmo de aparicién de neu-
trones en el volumen V' con energias entre £y E + dE en un cono dS? alrededor de la
direccion €2 es

A~

/q(x,Q,E,t)dEdegx:/ [qs(x,Q,E,t)+qf(x,Q,E,t)—|—s(x,Q,E,t) dE d d®x
\%

|4

El ritmo con el que desaparecen los neutrones de energia E viajando en la direc-
ciéon 2 en el volumen V' es

/Rt(x,Q,E,t)dEdeP’x:/ Su(x, E) - (x,Q, B, t) dE d2 d®x
|4 14

por lo que

(/ {%%—@f + Q- grad [w(x, Q, E,t)} } d3x) dE d§) =
1%
(/ q(x, E, 0, t) d3x> dE d$) — (/ Su(x, E) - (x,Q, B, t) d3x) dEdQ (2.20)
Vv |4

Como el dominio de integracién V' es arbitrario, la igualdad debe cumplirse punto
a punto

%% 006, B, )|+ Qegrad [6(x, Q. B,0)] 434 B)v(x, @, B,1) = g(x, @, B, 1) (221)

Desarrollando el término de fuente en sus tres términos y teniendo en cuenta que
la relacion entre velocidad y energia es la clasica £ = mv?/2, llegamos a la ecuacion de
transporte de neutrones

m 0 A A R .
Vamar [0 QD] + Q- grad [v(x @, B,0)] +Zu(x, B) - v(x, Q0 B1) =
/ / Y., =5 QL E = E)-(x, Y E 1) dSY dE
0 4
X(E> > ! N/ ! N/ / A
+ 5 v p(x, B - p(x, ¥ B 1) dQY dE + s(x, Q0 E ) (2.22)
™ 0 47

que es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden en el espacio
(debemos recordar que el operador gradiente opera s6lo sobre las coordenadas espacia-
les) y de primer orden en el tiempo para la incégnita v sobre el espacio x, la direccién €2,
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la energia E y el tiempo t. Las secciones eficaces ¥; y v¥ s son distribuciones conocidas
del espacio y de la energia, como también lo es la fuente s con una dependencia adicio-
nal sobre la direccién. La seccion eficaz diferencial de scattering 3, debe ser conocida
en su dependencia tanto en la energia incidente £’ como en la energia saliente 'y en
el coseno del dngulo de scattering ;. = €’ - Q, usualmente dada como coeficientes ¥,
de expansion en polinomios de Legendre sobre el escalar ji.. El pardmetro m es la masa
en reposo del neutrén.

2.3.4. Evaluacién del término de scattering

Prestemos atencion al término de fuente por scattering dado por la ecuacién (2.18).
Dado que hemos supuesto que la seccién eficaz diferencial de scattering esté defini-
da por los coeficientes del desarrollo en polinomios de Legendre X, introducidos en
la ecuacién (2.6) (recordar que seguimos invirtiendo las variables primadas), entonces
podemos escribir el término de scattering como

A 2041 [ A A A
(%, Q. Et)=>" 4; /0 [zsl(x,E’%E)/4 P2 Q) - p(x, Y, E' ) dSY | dE
=0 ™

(2.23)
Si bien esta expresion ya es suficiente para evaluar el término de scattering cuando
tenemos su desarrollo de Legendre, podemos ahondar un poco més en la estructura
de la ecuacién de transporte desarrollando en una base apropiada el flujo angular, de
la misma manera en la que desarrollamos >, en una serie de polinomios de Legendre
sobre el parametro y = - §’. Para ello, notamos que ¢» depende angularmente de un
versor direccién 2 = [Qx Qy QZ]T (u € en el caso de la ecuacion (2.23)). Esta vez, la base
de expansién apropiada es la dada por los arménicos esféricos reales (figura 2.7). En
efecto, podemos escribir cualquier funcién f (Qx, Qy, Qz) de cuadrado integrable, con
02+ 02+ Q2 =1, como

A A

00 ¢
f(Qx7Qy7Qz> = Z Z fem ’ }/ﬁm(QI7QyJ QZ)
{=0 m=—¢

donde Y;"(2) es el arménico esférico normalizado real de grado ¢ > 0 y orden m,
con —¢ < m < /( (figura 2.7). En particular, expandimos el flujo angular como

o

J4
VOGLE ) =Y W (x B t) - Y (S (2.24)

=0 m=—/

donde calculamos los coeficientes ¥}* a partir de la propiedad de ortonormalidad de
los arménicos esféricos reales

/ Y (Q) - Y (€) dS = 606y (2.25)
4

como
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V9= /i (02— 02+ 202)

Figura 2.7: Los primeros nueve armonicos esféricos reales. Ver apéndice D.3 para una lista completa y la figu-
ra D.1 para una representacion visual alternativa.

0B = [ 6@ (226)

Los arménicos esféricos se relacionan con los polinomios de Legendre a través del
teorema de adicién (apéndice D.3) segtin el cual

14
=5 2o Y @)

m=—

Reemplazando en el término de scattering ¢, dado por la ecuacién (2.23) tenemos

S S E = E) Y V() / YY) - p(x, Y E ) dSY | dE
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La tltima integral sobre d<’ es justamente el coeficiente ¥} de la expansién en ar-
monicos esféricos del flujo angular ¢ definido por la ecuacién (2.26). Luego

4s(x, QU E Z [ WX, E' — E) Z Ur(x, B 1) - YMN(Q)| dET (2.27)

m=—/

Esta ecuacion (2.27) refleja la forma en la que incide la fuente de scattering en el
balance global de neutrones: el modo ¢ de la expansién en polinomios de Legendre de
la seccién diferencial de scattering contribuye sélo a través de los modos de grado ¢
de la expansién en armoénicos esféricos del flujo angular. En particular, para scattering
isotrépico sélo el término para ¢ = 0 y m = 0 contribuye a la fuente de scattering ¢,. De
la misma manera, para scattering linealmente anisotrépico ademas sélo contribuyen
los términoscon / =1y m = —1,0, 1.

En efecto, vemos que el coeficiente ¥ es

V(B 1) = [ w(x QB 1) Y7() dd = @ (0(x B, 1)

4

ya que Yy = \/1/4x (figura 2.7), por lo que la expansién del flujo angular dada por la
ecuacion (2.24) queda

o0

4
Y LE ) =D ) Pk E ) - Y(Q)

=0 m=—{

:\/g-gb(X,Et \/7 g:z; m(x, E,t) - Y(Q)

B xEt ZZ (Q)
/=1 m=

Mas atn, los coeficientes de grado ¢ = 1 son

Y(x, E,t) /¢ QB ) /2 Q,dr= /2 - J,(x, E,t)
W, E )= | QL E ) (/2 - Qdl= /2 J(x,E,1)
Ul(x, E,t) :/ W B t) )2 d =/ L T (x, ELt)
A
recordando la definicion 2.8 del vector corriente J = [J, J, J.]” y la ecuacién (2.14).

Luego
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00 l
W(x, Q2 Et) :M+Z > U (x Bt Y

:41 [6(x, B,1) +3](x B,1)- }+ZZ\1@ (x, E,t)- Y ()  (2.28)

m
=2 m=—{

Efectivamente, a partir de esta expresiéon podemos recuperar el flujo escalar

o(x, B t)= | w(x,Q, E,t)dQ
47
1 0o 4 R R
i O, E,1) + (3-J(x B.t) )+; ZEKIIQ”XEt Y ()| af
= o(x, E,1)

ya que a partir del segundo término todas las integrales se anulan dado que los inte-
grandos son simétricos con respecto a la variable de integracién 2. Mds atn, se cumple

que (apéndice D.1)
/4 Q- Q- Q0dQ =0 si alguno de m, n, 6 p es impar (D.1)

Recuperamos ademas el vector corriente:

JxEt) = | (x,Q, E t) Qd
—/ o(x, B, 1) Q+3(](xEt) Q)Q
- Y(Q) - Q,
+ZZW(X,E¢)- Y () - Q, }dﬂ
(=2 m=—1{ v (€2) - Q

El primer término se anula por ser impar. Pero ademds los términos de la suma-
toria doble también se anulan por la ortogonalidad de los armoénicos esféricos (ecua-

cién (2.25)) con respecto a €2, que es proporcional a YJ"(2):

Qs T [V
Q=1[Q,| = Ry 1(0) (2.29)
Q, Ly

Entonces
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A

Q
3 ACL’
J(x, B, t) = — <J$Qx+JyQy+JZQZ)~ Q,| df
47 Qz
JoQ.Q0 + 1,0, + J.Q.Q,
== | L0, + 1,0,0, + 1.0, | d
i L 100, + 1,0,0, + 100,

Teniendo en cuenta que (apéndice D.1)

A a4
/ Q,--deﬂ:g-éij (D.2)
47

parai =z,y,2y j = x,v, 2, finalmente obtenemos en efecto

47'('J
3
J(x, B, 1) = i | a6
47T 47r
A :]
— J(x. E.t) (2.30)

Volviendo a la evaluacién del término de scattering, aprovechando en cuenta la
ecuacion (??) que nos da una forma particular para el flujo angular en funcién de los
dos modos ¢ = 0y ¢ = 1, podemos calcular la fuente de scattering ¢, dada por la ecua-
cién (2.27) como

~ 1 o0
a5(x, 0, B, ) = E/ S, (% B — E) - ¢(x, B, t) dE’
0
3 [ A
tir | TakE ) (J(x, Et)- Q) dE'
7I

+Z [ WX, E' — E) Z U (x, B 1) - Y(Q)| dET (2.31)

m=—/{

que es una expresion mucho maés ttil que la ecuacioén (2.18), que da un expresién de-
masiado general, especialmente si podemos despreciar los términos para ¢ > 1y que-
darnos con scattering linealmente anisotrépico

0s(x, Q, E,t) = — U Yo (%, E' = E) - ¢(x, E', t) dE"
0

+3- /0 UL E ) <](x,E’,t)-Q> dE’] (2.32)
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2.3.5. Condiciones de contorno

La ecuacién (2.22) es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden
sobre las coordenadas espaciales en un cierto dominio espacial U y una derivada tem-
poral de primer orden sobre la variable espacial. Esto hace que debamos dar condicio-
nes iniciales sobre el dominio U para todas las energia y direcciones, y condiciones de
contorno también para todas las energia y direcciones pero no sobre toda la frontera
dominio espacial OU sino s6lo sobre un cierto subconjunto I' C U tal que la ecuacién
hiperbdlica resultante esté bien definida. Matematicamente las condiciones de contorno
de una ecuacién diferencial en derivadas parciales pueden ser

» de Dirichlet, donde fijamos el valor de la incégnita ;

» de Nuemann, donde fijamos el valor de la derivada normal exterior dv)/0n de la
incégnita; 6 bien

» de Robin, donde fijamos una combinacién lineal de ambas.

Fisicamente, requerimos conocer el flujo de neutrones en todas las direcciones en-
trantes al dominio U. Es decir, para todo punto x € 90U, necesitamos conocer y tomar
como condicién de contorno el valor de ¢ (x, 2, E, t) para aquellas direcciones €2 tales
que € - Ai(x) < 0 siendo n(x) el vector normal externo a U en el punto x € dU.

Definicién 2.9. Llamamos condicién de contorno de vacio a la situacion en la cual todos los
flujos angulares entrantes a U son nulos:

Vi, ULE =0 YxelyAQ-akx) <0

y para cada direccién entrante {2 definimos el conjunto I'y € U como el lugar geomé-
trico de todos los puntos x donde imponemos esta condicién de contorno. O

Definicion 2.10. Llamamos condicién de contorno de reflexion o de simetria cuando el flujo
angular entrante en el punto x € JU es igual al flujo angular saliente en la direccién

Q/:Q—2<Q~ﬁ>ﬁ (2.33)
reflejada con respecto a la normal exterior n(x) (figura 2.8):
b(x, QB ) = 1 [X,Q _9 (Qn) nEt] Vx € Tar A €2-A(x) < 0

y para cada direccién entrante §2 definimos el conjunto I'y; € U como el lugar geomé-
trico de todos los puntos x donde imponemos esta condicién de contorno. O

En general, podemos fijar la corriente entrante al dominio a un cierto valor diferente
de cero sélo si

1. el término de fisién es nulo; 6

2. el término de fisién es no nulo y el término de fuentes es también no nulo
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Figura 2.8: La direccion reflejada Q) de la direccion incidente con respecto a la normal exterior i al dominio U
en el puntox € OU. Se cumple que 2 - n = —€) - n.

En estos casos, podemos tener una condicién de contorno general:
VL E ) =f(x)  Yx¢D, Uy AQ-fAkx) <0

Notamos que en todos los casos las condiciones de contorno de la ecuacién de trans-
porte son de tipo Dirichlet.

2.4. Aproximacion de difusién

Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridi-
culus mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque
cursus luctus mauris.

2.4.1. Conservacion de neutrones

Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridi-
culus mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque
cursus luctus mauris.

Comenzamos integrando la ecuacién (2.21) de transporte de neutrones sobre todos
los éngulos €2 para obtener
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/47r %% [@Z’(va?Eat)] dfl%—/ﬁﬂ - grad [¢(X,Q,E,t)] d$)

A~ A~

+/ Et(x,E)-w(x,Q,E,t)dQ:/ q(x,Q, E, 1) dQ
47

47
Utilizando la identidad de cédlculo vectorial
div($2- ) = Q- grad (¢) + ¢ - div(Q)

A~

y notando que div(£2) = 0 porque las operaciones diferenciales actiian sélo sobre las
coordenadas espaciales del vector x y Q = [Q, €, Q.]7, podemos evaluar el segundo
término como la divergencia de la integral sobre 2 del producto escalar de la direccién
por el flujo angular

%% [/¢(x, Q, B, 1) dﬂ] + div U (Qvix 0. 5.1) dfl}

+Xi(x, E) - Uw(x,ﬂ,ﬂt) dﬁ} = /q(x,Q,E,ﬂ dQ2
Recordando las definiciones 2.7 de flujo escalar ¢ y 2.8 del vector corriente J,

o, E.t)= [ ¥(x,Q, E,t)dQ

A

](x,E,t):/ (¢(X,Q,E,t)-ﬂ> )
47

y definiendo una fuente escalar

Q(x,E,t) = /q(x, O, E ) dQ (2.34)
obtenemos
%% (60x, E.1)| +div[J(x. B,1)| + Zy(x B) - 6(x, E,1) = Q(x, E. 1 (2.35)

Esta ecuacion refleja la conservaciéon del momento de orden cero del flujo angular
de neutrones.

2.4.2. Producciones

El miembro derecho de la ecuacién (2.35) representa las producciones de neutrones,
que como definimos en la ecuacién (2.34), es igual a la integral de las tres contribuciones
individuales debidas a scattering, fision y fuentes independientes:
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A ~

Qx, E,t) :/q(x,Q,E,t) d§2

A~ A

:/qs(x,Q,E,t) dQ+/qf(x,Q,E,t) dQ+/s(x,Q,E,t)dQ
=Qs(x, E,t) + Qr(x, E,t) + S(x, E,t)

2.4.2.1. Fuente por scattering

Para evaluar la contribucién debida al scattering de neutrones integramos la ecuacion (2.31)
sobre todas las direcciones emergentes €2:

1 o0
Q.(x, B, 1) :/ {4—/ S (%, — E) - 6(x, E', 1) dE
™ Jo
4
3 > / / A /
+ 2 S, (xE —>E)~(](x,E,t)~Q> dE
a7 J,

00 o0 l
S [zw(x, BB Y W B @)
=2 Jo

m=—/

dE’} d

Todos los términos para ¢ > 1 se anulan por ser integrales de funciones simétricas
con respecto a §2. Luego

Qs(x, E,t) = /OOO Yo (X, B = E) - ¢(x, E',t) dE’ (2.36)

2.4.2.2. Fuente por fisién

El término que representa la fuente por fision es la integral sobre todas las posibles
direcciones del término de fuentes de fisién ¢;. Para el caso de la ecuacién (2.19), que
corresponde a un problema estacionario con fisién y fuente independiente (ver sec-
cién 2.5), tenemos

E) [~ A
Qf(x,E,t)/4 {Xﬁ(hr)/o vY(x, E') - ¢(x, ' t) dE"| d2

= x(E) /0 Ty 1, E') - ¢(x, E't) dE' (2.37)

2.4.2.3. Fuente independiente

La fuente independiente es directamente la integral sobre 2 de la fuente independien-
te s(x, 0. E, t):

S(x, E,t) :/ s(x,Q, E, 1) dQ = so(x, E, t) (2.38)
47

es decir, el momento de orden cero de la expansién en armoénicos esféricos de la fuente.
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2.4.3. Ley de Fick

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum ur-
na fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien
est, iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices biben-
dum. Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla.
Curabitur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu,
accumsan eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.

Como ya hemos mencionado, nuestro enfoque sera primero que nada esencialmente
matematico. Dejamos para el final del capitulo el andlisis de las implicaciones fisicas que
tienen las aproximaciones matemaéticas que introducimos en esta seccién para arribar
a los resultados y conclusiones expuestos. Comencemos recordando la ecuacién (2.21),
explicitando los términos de fuentes por scattering (2.27), fisién estacionaria (2.19) y
fuentes independientes:

ig [zﬁ(x O F t)} + Q- grad [1/1(x,f2, E, t)] + 2, E) - (x,Q, Et) =

Z[ (x, E' = E) Z\Ilme’ t)- Y ()| dE

m=—/
X(E)
4

0

+ / vSs(x, E') - p(x, E' 1) dE' + 5(x, Q, E, 1) (2.39)
0

Multipliquemos esta ecuacién escalar por el versor €2 e integremos sobre todas las
posibles direcciones para obtener una ecuacién vectorial de dimension tres:

[ (2 s 5]-) e [ (oo 5] )

A~

+/ (Et(x,E) ~¢(X,Q,E,t)~ﬂ> 1 =
47

/(/ [ (x,E' — E) Z\I’z (x, E',t) - Y;zm(ﬁ) dE'~Q>dQ
m=—/
+/4< 47T>/0 VI E) - 6(x B 1) dEQ) a2+ /4 (sx. Q. E.1) - Q) ad

(2.40)

Analicemos término a término esta expresion, teniendo en cuenta los desarrollos
matematicos que hemos realizado a lo largo de todo el capitulo. El primero corresponde
a la derivada temporal de la corriente. En efecto
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/ (iai [o62.2:0) Q) 0= v(lE) 5 {/ (vx 0.9 dﬁ}

m 0

=355 [](x E t)} (2.41)

Dejemos para después el segundo término. El siguiente es el término de absorcion
total escrito en forma vectorial con respecto a la corriente

A

/ (Zt(x, E)-¢(x,Q,E,t)-Q> a0 = ¥,(x, E) / <¢(X,Q,E,t)-ﬂ> )

Am

=%(x, E) - J(x, E,t) (2.42)

El término de scattering parece complicado, pero en realidad ya lo hemos resuelto al
derivar la ecuacion (2.30). En primer lugar, partamos de la ecuacion (2.31) multiplicada
por Q e integrada en 4

1> ) .
—/ Sy E' = E) - p(x, B, t) - QdE'| d)
A 4 J,
+ i/mzs (x E’%E)-(](x E t).Q)-QdE’ a2
47T 1 ? ) Y
/ Z [SZXE’—>E > UP(x EL ) YMQ) - Q
47

m=—/{

dE' S dQ)

En forma similar al argumento planteado en la pagina 2.3.4, el primer término se
anula por ser impar, y los términos de la sumatoria también se anulan por la propiedad
de ortogonahdad de los armonicos esféricos (ecuacion (2.25)) y la ecuacién (2.29), que
indica que €2 es proporcional a Y;"(£2):

oo Q.’E
_ 3 / S, (x, E' — E) - (JQ,Q_,E + 7,0, + JQ) Q| dE' ) af
AT 0 A
Q
5 - JoQQ0 + I, 0,0 + J.Q.Q,
= / Yo (%, B = E) - | 1.0, + J,Q,Q, + 1.Q.Q, | dE' 3 d
S 0 JQQ+JQQ+JQQZ
Teniendo ademaés en cuenta la ecuaciéon (D.2) (apéndice D.1)
A oA oA AT
/ Q- Q;dQY = — -6 (D.2)
A 3
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el término de scattering toma la inocua forma de
/ (% B — E) - J(x B ) dE’ (2.43)
0

El siguiente es el término de fisiones, cuya integral se anula. En efecto,

/ (Xif) /Oo vs(x, E) - 6(x, E' 1) dE' - Q) dr =0 (2.44)

ya que el integrando es una funcién impar de Q2. En forma equivalente, en distribucio-
nes angulares isotrdpicas el tiinico momento diferente de cero es el de orden ¢ = 0.

El término de fuentes independientes es igual a un vector cuyas componentes son los
tres coeficientes de la expansion de la fuente en armoénicos esféricos sobre el &ngulo €2:

X o 5 si(x, E,t)
/ s(x,Q,E,t)-QdQ:\/ZL—~ s1t(x, E,t)
4 T $x, BLt)

_ \/g $1(%, B, ) (2.45)

a menos que las fuentes independientes sean isotrépicas, en cuyo caso estos momentos
son nulos.

El término que involucra el gradiente parece sencillo pero es el mas complicado de
la ecuacioén (2.40). En efecto,
Hacer bien las cuentas, hay que suponer que ¢ = ¢ + 3.J4 términos superiores.

grad [¢(x, E, t)] (2.46)

/4,, (Q . grad [lﬁ(X,Q,E,t)} Q) 16 :%

Estamos entonces en condiciones de reunir todos estos términos (ecuaciones (2.41),
(2.42),(2.43), (2.44), (2.45) y (2.46)) y concluir que al multiplicar la ecuacion (2.39) por €2
e integrar en todas las posibles direcciones, obtenemos

g IO E.0)] + 5 Brad [0, B 0] + 5% B) J(x.E.0) =

> 3
/ Yo, (x, E' = E)-J(x, E',t)dE + \/4— -s1(x, E,t) (2.47)
0 ™
A continuacién vamos a hacer las siguientes tres suposiciones:

1. que la fuente independiente es isotropica por lo que el primer momento s, (x, E, t)
es idénticamente nulo.
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2. que

%% [](x, E, t)] < grad [o(x, E, )]

lo que de hecho es cierto en el caso estacionario ya que 9] /0t = 0.

3. que

/ S, (6, E' = E)-J(x,E', t) dE’ ~ / S (6 FE = B - J(x, E,t)dE' (2.48)
0 0

El miembro izquierdo representa el in-scattering de neutrones de todas las ener-
gias mientras que el miembro derecho es el out-scattering de neutrones de ener-
gia F hacia todas las otras energias E'. Si la absorcién es pequefia, estas dos ex-
presiones se deberfan balancear aproximadamente por lo que esta suposicion es
razonable.

Volviendo a la ecuacién (2.47), tenemos

%grad |:¢(x’ E7t)] + Zt(x7 E) 'J(X, E7t) = /Oo ESI(X7E —> El) 'J(x7 E7t) dE/
0

= /oo S, (x, E — E'YdE'-J(x, E,1)
0

= uo(x, F) /OO Yo (X, E — E"dE"-J(x, E,t)
0
= MO(Xv E) ’ Es(xu E) 'J(X7E7t)

donde en los dltimos dos pasos hemos utilizado la ecuacién (2.11) y la seccién eficaz
total de scattering ¥,(x, E'). Con esta expresién podemos relacionar la corriente J con el
gradiente del flujo escalar ¢ como

1

J(X, E’t) = _3 [Zt(x’ E) — M0<X>E) : ES(X, E)]

-grad [¢(x, E, t)]

Definicién 2.11. El coeficiente de difusion D definido como

1
3[2.x, E) — 11o(x, E) - 5y (x, B)]

D(x, E) =
es tal que, si

1. la fuente independiente es isotrépica, si(x, £,t) = 0;

2. la variacién temporal de la corriente es despreciable frente al gradiente del flujo
escalar, 3/v - 9] /Ot < V¢;

3. elin-scattering es similar al out-scattering, [ X,,(E' — E)-J(E')dE' ~ [ X, (E —
E')-J(E)dE";y
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4. el flujo angular se puede ser aproximado como linealmente anisotrépico, 1 ~

(¢ +3])/4m

entonces se cumple la Ley de Fick

J(x,E,t) ~ —D(x, E) - grad [p(x, E, t)] (2.49)

segun la cual el vector corriente J es proporcional a menos el gradiente del flujo escalar ¢
a través de un coeficiente de difusién D. O

La ley de Fick refleja la conservaciéon del momento de orden uno del flujo angular
de neutrones en forma aproximada.

2.4.4. Laecuacion de difusion

Podemos combinar los dos resultados de las secciones anteriores (conservacion de mo-
mentos de orden cero y uno) teniendo en cuenta las ecuaciones (2.35), (2.36), (2.37),
(2.38) y (2.49) para obtener finalmente la celebrada ecuacién de difusién de neutrones

@g (60 B,t)] = div[D(x, ) - grad [6(x, B, )] | + Su(x, E) - 6(x, B, 1) =

/oo Yo (X, E' = E) - ¢(x, E' t)dE" + x(F) /oo vEe(x, E') - ¢(x, E',t) dE" + so(x, E, 1)
0 0
(2.50)

que es una ecuacién de segundo orden sobre el espacio (los operadores divergencia
y gradiente operan sélo sobre las coordenadas espaciales) y de primer orden sobre el
tiempo para la incégnita ¢(x, £, t). Las secciones eficaces ¥, y v son funciones co-
nocidas del espacio x y la energia F, al igual que el coeficiente de difusién D(x, £). La
seccion eficaz diferencial de scattering ¥, es el momento de orden cero de la expan-
sién en polinomios de Legendre de la seccién eficaz de scattering diferencial X, para
dispersion desde la energia £’ a la energia E, también conocida para todo x. La distri-
bucién x(E) es el espectro de fisién en funcién de la energia £, s, es el momento de
orden cero en la expansion de la fuente independiente en arménicos esféricos y m es la
masa en reposo del neutrén, todos pardmetros que asumimos son conocidos.

2.4.5. Condiciones de contorno

La ecuacion de difusion es eliptica sobre las coordenadas espaciales por lo que debemos
especificar, ademads de las condiciones iniciales apropiadas en el caso transitorio, con-
diciones de contorno en toda la frontera OU del dominio espacial. Tal como discutimos
en la seccién 2.3.5, éstas pueden ser

1. de Dirichlet donde especificamos el valor del flujo escalar ¢ en I', C 9U;

2. de Neumann donde fijamos el valor de la derivada normal 0¢/0nenI'y C OU; 6
bien

50



3. de Robin donde damos una combinacién lineal del flujo y de la derivada normal
enl'g C OU.

Debe cumplirse que I'p NI’y NTr =0y que'p Uy UT R = OU.

Dada una superficie diferencial cuya normal exterior es n, tasa de neutrones entrante
por unidad de 4rea a través de dicha superficie esta dada por la ecuacién (2.15) de la
definicién 2.8:

Q-n<0
Despreciando los términos para / > 2 en la ecuacién (2.28), podemos estimar esta
corriente como

J=(x, B, t) = / b(x, O, B, 1) (Q : n) 40 (2.15)

J, (x, Et) ~ /Q % [gb(x, E.t)+3])(x,E,t)- Q] (Q : ﬁ) a2
n<0
~ %qﬁ(x,E,t) /0_1 w 2w dy’ + % s [](X7E,t) : Q] : <Q : ﬁ) d$2

1 1 3 . 9
< O B0 2m S (S B A (‘5”)

1 1 .
~ Zgb(xv E7t> - §[J(X’Eut) ’ n]
donde hemos usado la ecuacién (D.2) sobre una semi-esfera unitaria para resolver la
segunda integral del miembro derecho. A la luz de la ley de Fick dada por la ecua-
cién (2.49), podemos escribir

Jo(x, B, t) ~ %lcﬁ(x, E.t)+ %D(x, E) - [grad[cﬁ(x, E,1)] -ﬁ}

_ o, Et) D E) 0¢
~ T T o

lo que nos da una expresién para definir las condiciones de contorno de la ecuacién de
difusion.

Definicién 2.12. En forma andloga a la definicién 2.9, llamamos condicién de contorno de va-
cio ala situacién en la cual la corriente entrante a través de una porcion de la frontera OU
es cero, con lo que se debe cumplir:
9¢
o(x, E;t)+2-D(x, E) - 5= 0 (2.51)
n
Definimos el conjunto I'y € OU como el lugar geométrico de todos los puntos x € oU
donde imponemos esta condicién de contorno. Esta condicién es de tipo Robin ya que se
da el valor de una combinacién lineal de la incégnita ¢ y de su derivada normal d¢/on.
O

Definicién 2.13. En forma anéloga a la definicién 2.10, llamamos condicién de contorno de
reflexion o de simetria cuando la corriente neta entrante en el punto x € 9U es igual a
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Figura 2.9: El flujo escalar ¢(x, F, t) extrapolado linealmente se anula a una distancia d(x, E') = 2D(x, E)
en una condicién de contorno tipo vacio de la ecuacién de difusién.

cero. En este caso, por la ley de Fick (2.49), debe anularse la derivada normal del flujo
escalar evaluada en x:

grad[¢(x, E,t)] - = 0

a—n p—
Esta es una condicién de tipo Neumann. Definimos el conjunto I'y; € OU como el lugar

geométrico de todos los puntos x € U donde imponemos esta condicién de contorno.
O

Para el problema de difusioén, a veces se suele utilizar una tercera condicién de con-
torno basada en la idea que sigue. Si extrapolamos linealmente el flujo escalar ¢ una
distancia d en la direccién de la normal externa n en la frontera OU mediante una ex-
pansién de Taylor a primer orden, tenemos

9¢

O(x+dx E) -8, 1) | oy & 0% 1) + == - d(x, E)

Si se cumple la condicién de contorno (2.51), entonces el flujo escalar extrapolado se
anulaen x+2- D(x, E) - n, como ilustramos en la figura 2.9. Si D(x, £') es mucho menor
que el tamafio caracteristico del dominio U entonces podemos aproximar d ~ 0.

Definicion 2.14. Llamamos condicién de contorno de flujo nulo cuando el flujo escalar ¢ se
anula un punto x € 9U:

o(x, E,t) =0

Definimos el conjunto I'y € OU como el lugar geométrico de todos los puntos x € oU
donde imponemos esta condicién de contorno. Matematicamente esta condicién es de
tipo Dirichlet. O

La condicién de contorno més general que podemos dar es una combinacién lineal
del flujo mas su derivada normal en la frontera del dominio:
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0
a(x) - 9(x, B, 1) +b(x) - 92 = e(x
Debemos notar que ¢(x) sélo puede ser diferente de cero si el término de fisién es
nulo o si tanto el término de fisién como la fuente independiente no son nulos. Para dar
una condicién de reflectividad de un albedo §(x, E') debemos dar como condicién de
contorno

1 1-8(x,E)
2-D(x, E) 1+ B(x,E)

2.4.6. Validez de las suposiciones y aproximaciones

Analicemos en esta seccién qué implicaciones fisicas tienen las suposiciones y aproxi-
maciones matemaéticas que hemos utilizado para arribar a la ecuacién de difusién (2.50).

aun cuando no se cumplan todas, todavia se puede obtener una relacién entre el
gradiente del flujo y la corriente

2.5. Problemas de estado estacionario

Si bien hasta el momento hemos mantenido por completitud la dependencia temporal
explicitamente en los flujos y corrientes, en este tesis estamos interesado principalmen-
te en problemas de estado estacionario. Para ello, tenemos que anular los términos que
involucren derivadas parciales con respecto al tiempo en las ecuaciones tanto de trans-
porte como de difusién de neutrones. Esto cambia las propiedades matematicas de las
ecuaciones y por lo tanto la forma en la cual debemos resolverlas. Vamos a particulari-
zar la ecuacién de transporte (2.22) y la de difusién (2.50) para tres casos:

» Medio no multiplicativo con fuentes independientes;
» Medio multiplicativo con fuentes independientes; y

» Medio multiplicativo sin fuentes independientes.

Debemos anular todos los términos de las derivadas temporales y eliminar todas las
dependencias con respecto a la variable ¢. En cada caso discutimos las posibles condi-
ciones de contorno necesarias para completar la formulacién matematica.

2.5.1. Medio no multiplicativo con fuentes independientes

Un medio no multiplicativo es aquel que no contiene ntcleos capaces de fisionar. Cada
neutrén que encontremos en el medio debe entonces provenir de una fuente externa s.
Ademas de eliminar la derivada temporal y la dependencia con el tiempo, no tenemos
en cuenta el término de fisién. Luego la ecuacién de transporte (2.22) queda
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Q- grad [v(x, 2, )| + Zu(x B) - v(x, 2, E) =
/ / Y., Q = QL E — E)-p(x, Y ENYdY dE' + s(x,Q, E) (2.52)
0 47

y la de difusién (2.50)

— div| D(x, F) - grad [6(x, E)] | + Su(x, E) - 6(x, E) =
/ h S (X, E' = E) - ¢(x, E') dE' + so(x, E) (2.53)

Para obtener soluciones de flujo no nula o bien la fuente no se debe anular idéntica-
mente en el dominio o bien las condiciones de contorno deben ser no homogéneas. Si
las secciones eficaces (incluyendo el coeficiente de difusién) dependen explicitamente
de la posicién x y no dependen del flujo ¢ o ¢, entonces ambas ecuaciones (2.52) y (2.53)
son lineales. Al reordenar términos y discretizar el problema (capitulo 3) obtendremos
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que puede ser escrito en forma matricial
como

Au=Db

donde A € R"*" es una matriz cuadrada que contiene informacién sobre la discretiza-
cién de los operadores diferenciales e integrales de la ecuacién, b € R” es un vector que
contiene la version discretizada de la fuente independiente s. La informacién sobre las
condiciones de contorno pueden estar incluidas bien en A o bien en b, dependiendo del
tipo de condicién. Incluso las condiciones de tipo Robin tienen informacién tanto en A
como en b. El vector u € R" es la incégnita, que luego de resolver el sistema permitira
estimar la funcién ¢ 6 ¢ en funcién de x, E'y eventualmente 2.

ejemplo problema de la seccién XXX

caso no lineal (manual de milonga)

2.5.2. Medio multiplicativo con fuentes independientes

Si ademds de contar con fuentes independientes de fisién el medio contiene material
multiplicativo, entonces los neutrones pueden provenir tanto de las fuentes como de
las fisiones. En este caso, tenemos que tener en cuenta la fuente de fisién, cuyo valor
en la posicién x es proporcional al flujo escalar en x. En la seccién 2.1.2 indicamos que
debemos utilizar expresiones diferentes para la fuente de fisién dependiendo de si es-
tamos resolviendo un problema transitorio o estacionario. Si bien sélo una fraccién
de todos los netrones nacidos por fisién se generan en forma instantdnea, en en estado
estacionario debemos también sumar el resto de los (1 — ) como fuente de fisién ya
que suponemos el estado encontrado es un equilibrio instante a instante dado por los 3
neutrones prompt y (1 — ) neutrones retardados que provienen de fisiones operando
desde t = —oo. La fuente de fisién para un medio multiplicativo con fuente indepen-
diente por unidad de dngulo sélido, recordando que la fisién es isotrépica, es
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~ E o0 ~ ~
qs(x, Q, E) = Xi ) / / yEf(x, E’) . w(x, Q) E’) dY dF’ (2.54)
™ Jo 4

La expresion matematica de la ecuacién de transporte (2.22) para este caso es

Q- grad [w(x, Q, E)] + Xi(x, E) - (x, Q, E)=

/ /ES(X,Q’—MA),E’%E)-w(x,ﬂ’,E’)dQ’dE’
0 47

P MED T s ) ) 0 0 (.0, 8) 255
m 0 Ar

y de la ecuacién de difusién (2.50) es

—div [D(x, E) - grad [¢(x, E)]} +3(x, E) - o(x, FE) =

/oo Yo (X, E' — E)-¢(x,E")dE + x(E) /OO vEs(x, E') - ¢(x, E') dE" + so(x, E) (2.56)
0 0

El tipo de problema discretizado es esencialmente similar a medio no multiplicativo
con fuentes de la seccién anterior, s6lo que ahora la matriz A tiene informacién sobre
las fuentes de fisién. Estos casos se encuentran al estudiar sistemas subcriticos como
por ejemplo piletas de almacenamiento de combustibles gastados o procedimientos de
puesta a critico de reactores.

2.5.3. Medio multiplicativo sin fuentes independientes

En el caso en que todos los neutrones provengan de fisiones y no existan fuentes inde-
pendientes, en principio deberiamos anular las fuentes s y s, de las ecuaciones (2.55)
y (2.56), respectivamente. Sin embargo esta operacién dejaria un problema matemaético
mal condicionado. En efecto, sin fuentes externas la ecuacién a resolver (sea transporte
o difusién) es homogénea. La probabilidad de que dada una geometria y un conjunto de
secciones eficaces macroscépicas (i.e. un modelo matematico de un reactor) la ecuacién
arroje un flujo no trivial balanceando exactamente todos los términos de la ecuacién
(i.e. que el reactor esté exactamente critico) es cero. Para tener una solucién matemaética
(y fisicamente) razonable, debemos agregar al menos un parametro real que permita
ajustar uno o més términos en forma continua. Por ejemplo podriamos escribir las sec-
ciones eficaces en funcién de un pardmetro geométrico (la posiciéon de una barra de
control) y/o fisico (la concentracién media de boro en el moderador).

Hay un pardmetro real que ademds de permitir encontrar una solucién no trivial
para cualquier conjunto fisicamente razonable de geometrias y secciones eficaces, nos
da una idea de qué tan lejos se encuentra el modelo de la criticidad. El procedimiento
consiste en dividir el término de fisiones por un ntimero real ks, para obtener
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Q ) 8rad |:Q/}(X, Q, E)] + Et(x7 E) ’ 1/}()(7 Qu E) =
/ / S, QY = QL E — E)-(x, Y, E)dSY dE'
0 4m

L1
ke

X(E) / / VS (x, B - p(x, SV, E') dSY dE' (2.57)
g 47 Jo Ar

y la de difusién (2.50) como

—div [D(x, E) - grad [¢(x, E)]} + 3%, E) - o(x, E) =

/OO Zso(x, E — E) . gb(x, E’) dE" + i . X(E) /OO ny(x7 E’) . gb(x, E’) dE’ (2.58)
0 Kest 0

La utilidad del factor ke queda reflejada en la siguiente definicion.

Definicién 2.15. Llamamos factor de multiplicacion efectivo al nimero real ke por el cual
dividimos la fuente de fisiones de las ecuaciones que modelan un medio multiplicativo
sin fuentes externas. Al nuevo medio al cual se le han dividido sus fuentes de fisién
por kg lo denominamos reactor critico asociado en k. Si ke > 1 entonces el reactor original
estaba supercritico ya que hubo que disminuir sus fisiones para encontrar una solucién
no trivial, y viceversa. El flujo solucién de las ecuaciones es el flujo del reactor critico
asociado en k y no del original, ya que si el original no estaba critico entonces éste no
tiene solucién estacionaria. O

En este caso, al no haber fuentes independientes s6lo quedan términos homogéneos.
Sin embargo, ahora habra algunos términos multiplicados por le coeficiente 1/k.x y
otros no. Si las secciones eficaces dependen sélo de la posiciéon x en forma explicita y no
a través del flujo, entonces el problema es lineal y al separar en ambos miembros estos
dos tipos de términos obtendremos una formulacién discretizada de la forma

Au = ABu (2.59)

conformando un problema de autovalores generalizado, donde el autovalor X dard una
idea de la criticidad del reactor y el autovector u la distribucién de flujo del reactor
critico asociado en k. Si B contiene los términos de fisién entonces A = 1/k.¢ y si Aesla
que contiene los términos de fisién, entonces A = k.g. En general, para matrices de n xn
habra n pares autovalor-autovector. Més atn, tanto el autovalor como los elementos
del autovector son en general complejos. Sin embargo se puede probar [40] habia una
demostracion del caso discretizado? chaboncito? que, para el caso A = 1/keg (A = kesr),

1. hay un tnico autovalor positivo real que es mayor (menor) en magnitud que el
resto de los autovalores,

2. todos los elementos del autovector correspondiente a dicho autovalor son reales
y tienen el mismo signo, y
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3. todos los otros autovectores o bien tienen al menos un elemento igual a cero o
tienen elementos que difieren en su signo

Debemos notar que éste un problema mateméticamente homogéneo. Esta caracte-
ristica define dos propiedades importantes. La primera es que el autovector (es decir
el flujo) estd definido a menos de una constante multiplicativa y es independiente del
factor de multiplicacion k. Para poder comparar soluciones debemos normalizar el
flujo de alguna manera. Usualmente se define la potencia térmica total P del reactor y
normalizamos el flujo de forma tal que

— > . 3
P—/V/O eXs(x, E) - ¢(x, E) dE d°x

donde eX¥; es el producto de la energia liberada en una fisién individual por la sec-
cién eficaz de fision. Debemos remarcar que si P es la potencia térmica instantdnea,
entonces eX; debe incluir sélo las contribuciones energéticas de los productos de fisién
instantaneos. Si P es la potencia términca total, entonces e3; debe tener en cuenta todas
las contribuciones, incluyendo aquellas debidas a efectos retardados de los productos
de fision.

La segunda propiedad es que las condiciones de contorno también deben ser ho-
mogéneas. Es decir, no es posible fijar valores de flujo o corrientes diferentes de cero.
De todas formas, las condiciones de contorno definidas con nombre y apellido en las
secciones 2.3.5 2.4.5 son homogéneas por lo que aplican perfectamente para los medios
multiplicativos sin fuentes externas.

no linealidades, ya no es cierto que el flujo es cualquier cosa

2.6. Esquema de solucion multiescala

Si bien la ecuacion de transporte (2.22) describe completamente la interacciéon de neu-
trones con la materia, los cambios en las secciones eficaces con la energia de los neu-
trones (figura ??) Los coeficientes de la ecuacién de transporte son esencialmente las
secciones eficaces macroscopicas.

2.6.1. Evaluacién y procesamiento de secciones eficaces
2.6.2. Calculo a nivel celda

2.6.3. Calculo a nivel ntacleo

Etiam ac leo a risus tristique nonummy. Donec dignissim tincidunt nulla. Vestibulum
rhoncus molestie odio. Sed lobortis, justo et pretium lobortis, mauris turpis condimen-
tum augue, nec ultricies nibh arcu pretium enim. Nunc purus neque, placerat id, im-
perdiet sed, pellentesque nec, nisl. Vestibulum imperdiet neque non sem accumsan lao-
reet. In hac habitasse platea dictumst. Etiam condimentum facilisis libero. Suspendisse
in elit quis nisl aliquam dapibus. Pellentesque auctor sapien. Sed egestas sapien nec lec-
tus. Pellentesque vel dui vel neque bibendum viverra. Aliquam porttitor nisl nec pede.
Proin mattis libero vel turpis. Donec rutrum mauris et libero. Proin euismod porta felis.
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Nam lobortis, metus quis elementum commodo, nunc lectus elementum mauris, eget
vulputate ligula tellus eu neque. Vivamus eu dolor.

R'¢ZLF~¢> (2.60)
keff

Nulla in ipsum. Praesent eros nulla, congue vitae, euismod ut, commodo a, wisi.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Aenean nonummy magna non leo. Sed felis erat, ullamcorper in, dictum non,
ultricies ut, lectus. Proin vel arcu a odio lobortis euismod. Vestibulum ante ipsum pri-
mis in faucibus orci luctus et ultrices posuere cubilia Curae; Proin ut est. Aliquam odio.
Pellentesque massa turpis, cursus eu, euismod nec, tempor congue, nulla. Duis vive-
rra gravida mauris. Cras tincidunt. Curabitur eros ligula, varius ut, pulvinar in, cursus

faucibus, augue.
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——CariTUuLo 3

Esquemas de discretizacion numeérica

CITA DE PIAGET - RUBBER DUCK DEBUGGING

Las formulaciones de los modelos matemaéticos del transporte y difusién de neutrones
en estado estacionario desarrollados en el capitulo anterior arrojan expresiones integro-
diferenciales sobre seis escalares independientes: tres para el espacio x, dos para la di-
reccién  y uno para la energia E. En este capitulo vamos a ir transformando estas
dependencias y operadores continuos a versiones discretas para poder ser resueltas
con computadoras digitales. Comenzamos primero por la energia aplicando la idea de
grupos discretos de energias y continuamos por la dependencia angular con el método
de ordenadas discretas Sy, que s6lo aplica a la formulacién de transporte. Finalmente
prestamos atencion a la discretizacion espacial, que es el aporte principal de esta tesis al
problema del andlisis de reactores nucleares de potencia moderados por auga pesada.
En este trabajo desarrollamos dos esquemas: uno basado en voltimenes finitos y otro
basado en elementos finitos. Dejamos fuera de toda discusién a los esquemas basados
en diferencias finitas porque si bien son los més sencillos de todoss, estos esquemas no
pueden manejar discontinudades en las propiedades materiales ni mallas no estructu-
radas, que es el tema central de esta tesis.

Este capitulo podriamos haberlo organizado de dos maneras diferentes. La primera
es desarrollar completamente Sy, primero discertizando en energia, luego en angulo y
finalmente en el espacio, primero con voliimenes finitos y luego en elementos, para des-
pués pasar a estudiar completamente difusién comenzando con la energia y continuado
con el espacio primero en volimenes y finalmente en elementos finitos. La segunda es
estudiar primero la discretizacién en energia para tanto para transporte como para di-
fusién, luego analizar la discretizacién angular de transporte y pasar finalmente a la
discretizacion espacial tanto de ordenadas discretas como de difusién primero con vo-
limenes finitos y luego terminar con transporte y difusién formuladas con elementos
finitos. Elegimos la segunda organizacion.

3.1. Discretizacion en energia

Vamos a discretizar el dominio de la energia E utilizando el concepto clédsico de fisica
de reactores de grupos de energias, que llevado a conceptos mds generales de matemaética



discreta es equivalente a aplicar el método de voliimenes finitos, sélo que esta vez los vo-
limenes son voliumenes de energia. En efecto, tomemos el intervalo de energias [0, £y
donde FEj es la mayor energia esperada de un neutrén individual. Como ilustramos en
la figura 3.1, dividamos dicho intervalo en G grupos (volimenes) no necesariamente
iguales cada uno definido por energias de corte 0 = E¢ < Eg_1 < ... < Ey < By < Ej,
de forma tal que el grupo g es el intervalo [E,, E,_,]. Notamos que con esta notacion,
el grupo ntiimero uno siempre es el de mayor energia. A medida que un neutrén va
perdiendo energia, va aumentando el nimero de su grupo de energia.

grupo G grupo G —1 grupo 2 grupo 1

\J
&=

Eg=0 Eg_1 Eq_s E, E; Ey

Figura 3.1: Discretizacion del dominio energético en grupos (volimenes) de energia. Tomamos la mayor energia
esperada Ey y divididmos el intervalo [0, Ey] en G grupos, no necesariamente iguales. El esquema matematico
es equivalente a una discretizacién por volimenes finitos. El grupo uno es el de mayor energia.

El objetivo de discretizar la energia en G grupos es transformar la dependencia

continua del flujo ¥(x, Q, E) por G funciones v,(x, Q) De la misma manera, pasar
de ¢(x, E) a G funciones ¢,4(x).

Definicién 3.1. El flujo angular del grupo g es

Dy(x, €2) = / T . 0. B) dE (3.1)

Eq

y el flujo escalar del grupo g es

Eg 1
o0 = [ olx ByaE (32)
Eg
Notamos que (X, QO F y ¥g(xX, Q) no tienen las mismas unidades. La primera magnitud
tiene unidades de inversa de drea por inversa de dngulo sélido por inversa de energia
por inversa de tiempo (i.e.cm~2-eV~'.s!, mientras que la segunda es un flujo integrado
por lo que sus unidades son inversa de area por inversa de angulo s6lido por inversa
de tiempo (i.e. cm ™2 - s7!). La misma idea aplica a ¢(x, E) y a ¢4(x). O

La idea de la discretizacion es re-escribir las ecuaciones de transporte y/o difusién
en funcién de los flujos de grupo. Para fijar ideas, prestemos atencién al término de
absorcion total de la ecuacién de transporte X, - 1, e integrémoslo entre F, y I/,_;. Qui-
siéramos que esta integral sea igual al producto entre el flujo v, y el valor medio de la
seccion eficaz total en dicho grupo:

/Eg1 Si(x, E) - (%, Q, B) dE = Eig(x) - hy(x, Q)

Eq

Estd claro que para que esto sea posible, la secciéon eficaz total ¥,;, media en el grupo g
debe ser
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/Egl 2, E) - (x, Q, E) dE
Etg (X) = Ey a1 (33)
/ V(x,$, E)dE

Eq

con lo que no hemos ganado nada ya que llegamos a una condicién tautolégica donde
el pardmetro que necesitamos para no necesitar la dependencia explicita del flujo con
la energia depende justamente de dicha dependencia. Sin embargo, y es ésta una de
las ideas centrales del calculo y analisis de reactores, podemos suponer que el cdlculo
de celda es capaz de proveernos las secciones eficaz macroscépicas multigrupo para el
reactor que estamos modelando de forma tal que, desde el punto de vista del calculo
de ndcleo, ¥, y todas las demds secciones eficaces son distribuciones conocidas del
espacio X.
Procediendo en forma andloga con la seccién eficaz de fision, tenemos que

Ey1

/‘ vE(x, E) - p(x,Q, E) dE

T (3.4)
/ V(x,, E)dE

Eg

vge(X) =

Para el caso del término de scattering, la seccion eficaz de scattering desde el &ngu-
lo €2 hacia el d&ngulo 2 y desde el grupo de energia ¢’ hacia el grupo g es

Eg 1 g/ — N N N
/ / S = L E s B)-u(x, Y, E')dE' dE
E,
Sy (X, €2 g (3.5)

g—1
/ / b(x, Y, E'YdE' dE
Ey ’,

Tomemos entonces el caso de medio multiplicativo con fuente de la seccién 2.5.2 e
integremos la ecuacién de transporte (2.55) sobre la energia £ en el grupo g, es decir en
el intervalo £, < I < E,_i:

/Eg-1 0. grad [zp(x Q E)} dE+/Eg—1 5, (x, E)‘w(X,Q,E) dE —

Eqg

Ey 4 ~ ~
/ / / ' SO E — E) (xS, B dY dE' dE
4

Eg1 . R Ey 1 .
+/ 4—/ / VS (x, B') - p(x, SV, E) dQ’dE’dE+/ s(x,Q, E)dE
™ Jo 4

Eq Eq

Utilizando la definicién 3.1 y reemplazando las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5), obte-
nemos a las G ecuaciones de transporte multigrupo
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Eq

Podemos generalizar la expansion en polinomios de Legendre del kernel de scatte-
ring multigrupo basdndonos en la expansién doble diferencial introducida en la ecua-
cion (2.6) como

A A =20+ 1 Ao
259/—>9(x7 - Q) = Ar : Eszg’—w(x) ' PK(Q ) Q/) (37)
=0
donde los coeficientes son
Sayyg(X) = 2 / Saya (Y — Q) - B ) dEY (3.8)
47

Anédlogamente a la obtencién de la ecuacion de transporte multigrupo (3.6), pode-
mos integrar la ecuacién de difusién (2.56) sobre la energia en el intervalo £, < E <
E,_, para obtener la ecuacién de difusién multigrupo:

— div| Dy (x) - grad [6,(x)] | + Ty (x) - 6,(x) =

G G
Z Ysog—g(X) - O (X) + Xg Z Vg (X) - 9g(X) + Sog(x)  (3.9)

g'=1

Matematicamente, la aproximacién multigrupo es equivalente a discretizar el do-
minio de la energfa con un esquema de volimenes finitos con la salvedad de que no
hay operadores diferenciales con respecto a la variable E.

comentarios sobre el coeficiente de difusiéon
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3.2. Discretizacién en dngulo

Para discretizar la dependencia espacial de la ecuacién de transporte multigrupo (3.6)
aplicamos el método de ordenadas discretas o Sy que también podemos ver como una
mezcla de dos métodos tradicionales. Por un lado, un esquema de voltiimenes finitos
con la particularidad que los voliimenes de control pertenecen a la esfera unitaria y
tienen ubicaciones y dreas particulares segtin sea el orden N de la aproximacién. Y por
otro lado un método de colocacién con deltas de Dirac como pesos.

Comenzamos notando que la integral de cierta funcion escalar f que depende de
la variable angular €2 sobre todas las direcciones puede ser aproximada como 47 veces
la suma de un conjunto de M pesos w,, normalizados tal que ) w,, = 1 multiplicados
por la funcién f evaluada en M direcciones flm. En efecto,

L. - Q) dQ .
f(Q)dQ:Z/ F(€2) d$r = meL/ﬁ a2

4m m=1" m m=1 me dQ
M R M .
= Z<f(ﬂ)>m cAQy, = 4n Z Wy - (f(§2))m
mle w]t/[*l
~ 47 Z Wy, * f(flm) =4r Z W * fm (3.10)
m=1 m=1

donde hemos notado que ) | AQ,, = 47 y denotamos con un subindice m (jotro mas!)
la evaluacion de la funcion f en €2,),.

Definicién 3.2. El flujo angular v,,, del grupo g en la ordenada discreta m es igual al flujo
angular v, del grupo g (definido en 3.1) evaluado en la direccién £2,,,:

Yrmg (%) = (X, Q)

Esta vez 1,,,, si tiene la mismas unidades que ;. Notamos que que el flujo escalar ¢,
del grupo g es aproximadamente igual a

M

Pg(x) = /4 Vg (%, ) dSY o AT >~ Wy, - g (X) (3.11)
4 m=1

O

Tomemos primero la integral de la segunda sumatoria del miembro derecho de la
ecuacion (3.6), i.e. el término de fisién, por ser més sencilla de aproximar. En efecto,
reemplacemos la integral por una sumatoria sobre M flujos discretos ./ evaluados
en £’ y pesados con un cierto peso w,, asociado a cada una M direcciones, en principio
arbitrarias:

M
/ V81 (X) - g (%, ) dY A - v (%) D W - g (X)
ar

m/=1
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Para evaluar el término de scattering hacemos lo mismo que para el término de
fisién, teniendo en cuenta que la variable a discretizar es €2/, que es sobre la cual inte-
gramos. Dejamos sin discretizar—por ahora—Ila variable §2) para obtener esta vez

M

/ ng’—>g(x7 Q, — Q) ’ 77ng’ (X, Ql) dﬁ, ~ 4 Z Wiy - ng’—m(xa Q,m’ — Q) ' ¢m’g/ (X)
4m

m/=1

Expandiendo la seccién eficaz de scattering multigrupo en polinomios de Legendre
utilizando la ecuacién (3.7), tenemos una aproximacién de la ecuacién de transporte

Q- grad [%(x, Q)} b 5(X) - (%, ) =

D AT ) [ o Sagg0) - PR )| g ()
g'=1 m/=1

=0

G M
X -
Ir Z:: 4T VR () D iy () + 340, 60) (312)

Esta ecuacion esta discretizada en €2’ con un esquema basado en volimenes finitos
sin operadores diferenciales sobre la variable discretizada, pero aun es continua en §2.
Para discretizar esta variable, requerimos que la ecuacién (3.12) se cumpla para las M
direcciones—atn arbitrarias. Es decir, la ecuacién de transporte multigrupo discreti-
zada en angulo segin el método de ordenadas discretas Sy es el sistema de M x G
ecuaciones

Qm - grad [Ymg (X)] + Xty (X) - thmg(x) =

G M )
SN e | D@0+ 1) B0 Pl )|+ g (%)
g'=1m'=1 =0
G M
+ Xg Z l/ng/ (X) Z Woy! - wm’g’ (X) + Smg(X) (313)
g'=1 m/=1
parag=1,...,Gym=1,..., M. El hecho de requerir que la ecuacién continua (3.12)

se satisfaga en un nimero finito de puntos discretos es equivalente a aplicar un es-
quema de diferencias finitas. Tal como en el caso de la aproximacién multigrupo, y la
discretizacién sobre €', no hay operadores diferenciales actuando sobre la variable 2.

Si el scattering es isotropico, podemos simplificar el término de scattering en la ecua-
cién (3.13) para obtener
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Q,, - grad [thmg (X)] + Zeg(X) + thmg(x) = Z Z Wi+ Bsg g—g(X) * Yrrgr (X)

g'=1m'=1

G
+ngygfg Zwm *Umrg (X) + Smg(X)
g'=1

Si el scattering es linealmente anisotrépico, debemos agregar el término correspon-
dientea ¢ = 1:

G M
DD - (B0 43 B gosg () - (- Q)| s ()
'=1m'=1
’ G M
+ Xy Z Vg (X) Z Wt Y (X) + Simg(X)
g'= m/=1

Recordando la ecuacion (2.31)

~ 1 o0
006 QB 1) = E/ S (%, B — E) - 6(x, E', 1) dE’
0
42 Ooz: (x E’—>E)-<](x E t)-Q) dE'
47_‘_ S1 9 ) )

+Z [ WX, E' — E) Z Ur(x, B t) - Y(Q)| dE' (2.31)

m=—/

y envirtud de la ecuacién (3.11) también podemos escribir el término de scattering g, mg
en funcién del flujo escalar ¢ y de la corriente J como

1 [& )
Qsmg = pp. L/Z:l Ysog—g(X) Gy (X) + 3+ By, grg(x) - (Jg’ (x) - Qm)

y la ecuacién de transporte multigrupo en ordenadas discretas para scattering lineal-
mente anisitrépico en funcién de ambos flujos ¢ y ¢ y de la corriente J] como

Qm - grad [¢m9< X)| + ig(X) - hmg(x) =

33 S )00 3 - (1000

g=1m/'=1

Z VY (X (X) + Smg(x)
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3.2.1. Conjuntos de cuadraturas

Para completar el método de las ordenadas discretas debemos especificar M pares de
direcciones y pesos (,,,, w,,) param = 1, ..., M. Las direcciones €2, = [Qn Qpy Q2] ”
deben ser versores unitarios tales que

QL +02, +02. =1 (3.14)

y los pesos w,, deben estar normalizados a uno, es decir

M
> wn =1 (3.15)
m=1

Existen varias maneras de elegir los M pares de forma tal de cumplir estas dos con-
diciones. En este trabajo utilizamos la cuadratura de nivel simétrico [44] o de simetria
completa [52] en la que las direcciones son simétricas por octante. En un espacio de
tres dimensiones, el orden N de la aproximacién Sy se relaciona con la cantidad de
direcciones M como

M=N.(N+2)

En este caso, en cada octante tomamos los cosenos directores .., me y Q,,. de un
conjunto de N /2 valores positivos y los permutamos de todas las maneras posibles para
obtener N (NN + 2)/8 combinaciones en el primer octante para luego reflejar estas direc-
ciones hasta completar los ocho octantes. De esta forma las M direcciones son simétricas
con respecto a rotaciones de noventa y ciento ochenta grados sobre cualesquiera de los
ejesx, y 0 2.

Debido a estas restricciones de simetria, no todos los IV /2 posibles cosenos directores
son independientes. De hecho, en el caso general sélo podemos elegir un tinico valor.
En efecto, sean i1 < po < ... < puyy2 los posibles cosenos directores del conjunto.

Supongamos que {2, = (i, Qmy = 145 e = . Entonces
4 4 =1 (3.16)

Tomemos ahora otra direccién diferente m’ pero manteniendo el primer componen-
te Oy, = p; y haciendo ©,,,, = p;11. Para poder satisfacer la condiciéon de magnitud
unitaria y debido a que p;41 > pj entonces €2, = p1,—1 ya que juz—1 < p. Entonces

pg + 15+ g =1 (3.17)
De (3.16) y (3.17) obtenemos

[y — Iy = M — My

Como esta ecuacion debe cumplirse para todo j y para todo k, entonces debe ser

;= piio +C

para todo 1 < i < N/2, con C una constante a determinar. Luego
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H1 m 8- w;

S, 0.3500212 1 1/3
Se 0.2666355 1 0.1761263
2 0.1572071
Ss 0.2182179 1 0.1209877
2 0.0907407
3 0.0925926

Tabla 3.1: Set de cuadraturas para Sy de nivel simétrico. Para cada /N mostramos el primer coseno director (el
resto se calcula con la ecuacién (3.18)) y ocho veces el peso asociado a cada permutacion, de forma tal que
se puedan utilizar los mismos valores para dos dimensiones dividiendo por cuatro en lugar de por ocho (ver
seccion 3.2.2). Datos tomados de la referencia [44, Tabla 4-1 pag. 162].

pi=p+CGi—1)
Si tomamos €, = me =y Q. = N /2, por la condiciéon de magnitud unitaria
debe ser 243 + i3, /o = 1 por lo que podemos determinar la constante C' como
2(1 — 3ui)
N -2

Finalmente, una vez seleccionado el coseno director j1, podemos calcular el resto
de los N /2 — 1 valores como

C:

i = \/u? + (2 —6pi) - i-1) (3.18)
parai=2,...,N/2.

Las condiciones de simetria requieren que los pesos w,, y w,, asociados a dos direc-
ciones €2, y {2, cuyos cosenos directores son permutaciones entre sf deben ser iguales.
Ademads es deseable que los pesos w,, sean tales que la cuadratura ilustrada en la ecua-
cién (3.10) sea lo mds aproximada posible. El cdlculo detallado de los pesos esta fuera
del alcance de este trabajo y nos limitamos a reportar los valores utilizados por el cédigo
computacional desarrollado para esta tesis y descripto en el capitulo 4.

Para obtener entonces un conjunto de cuadraturas aplicable a Sy de nivel simétrico,
para cada /N primero seleccionamos un valor apropiado de y1; > 0. Para S, el tinico valor
posible es y; = 1//3. Para otro valores de N hay varias opciones. En la tabla la tabla 3.1
mostramos los valores de 1, para S, Sg y Sg para la cuadratura de nivel simétrico y
en la tabla 3.2 indicamos las combinaciones que dan las N (N + 2)/8 direcciones en el
primer octante. Para extender estas direcciones a los deméds cuadrantes, notamos que si
asignamos un indice n a cada octantes de la siguiente manera:
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m Qe Ly Qe 0
S 1T o m ope 1
2 m H2 pr 1
3 i M1 pr 1
Ss 1 o ops 1
2 m H2 p2 2
3 e H1 po 2
4 H2 H2 H1 2
5 w3 om o1
6 M3 pr 1

Tabla 3.2: Combinaciones de cosenos directores positivos que forman las direcciones en el primer cuadrante
(m=1,...,N(NN+2)/8) paraSyySs. El indice 7 indica el peso w; de la tabla 3.1 aplicable a la direccion m.

z+

0. 2>0,y>0,2>0

1. 2<0,y>0,2>0 1 0
2.2>0,y<0,2>0 3 2
y+
3. £<0,y<0,2>0 x 4
4. >0,y>0,2<0 ‘> X+
¥ 5

5. x<0,y>0,2<0 7 4

6
6. 2>0,y<0,2<0
7. r<0,y<0,2<0

Notamos que el desarrollo binario del indice n tiene tres bits y éstos indican si hubo
un cambio de signo o no en cada uno de los tres ejes con respecto al primer cuadrante,
que corresponde a n = 0. De esta manera, podemos generar las direcciones 2,, pa-
ram = N(N +2)/8 + 1, N(N + 2) a partir de las direcciones del primer cuadrante €2,
para j =1, N(NN +2)/8 con el algoritmo de la figura 3.2, donde el simbolo ampersand &
indica el operador binario AND y el signo de pregunta ? el operador ternario de deci-
sién. La figura 3.3 muestra el detalle de las latitudes y longitudes en la esfera unitaria
del primer cuadrante y el conjunto resultante de las N (N + 2) direcciones para Sy, Sy
y S que resultan de aplicar este desarrollo.

3.2.2. Dos dimensiones

El caso bidimensional en realidad es un problema en tres dimensiones pero sin depen-
dencia de los parametros del problema en una de las variables espaciales, digamos z.
De esta manera, el dominio U de la geometria estd definido sélo sobre el plano z-
y y las direcciones de vuelo €2 de los neutrones son simétricas con respecto a este
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forn=1,...,7do

forj=1,...,N(N +2)/8do
Qn N(N+2)/8+j,x ((n&1)7(—1) : (+1)) : Qj,z
Q. N(N+2)/84),y = = ((n&2)?(—1) : (+1)) - Q; .y
Qn N(N+2)/8+7, 2 ((n&4)7(—1) : (+1)) - z

Wn.N(N+2)/8+5 = W;

J>

Figura 3.2: Extension del primer octante a los otros siete

plano ya que por cada direccién Q = [, €, €0.] con Q. > 0 hay una direccién simé-
trica ¥ = [, Q, — €] (figura 3.4). Luego, las posibles direcciones se reducen a la
mitad, es decir N (N + 2)/2.

Como la derivada espacial del flujo angular con respecto a z es cero entonces por
un lado podemos escribir el término de transporte en la ecuacién (3.13) como

Q . awmg (27, y) 677Z}mg(x7 y)
e Ox oy

donde ahoram = 1,...,M = N(N + 2)/2. La componente (2,,,, no aparece explicita-
mente en las ecuaciones pero si lo hace implicitamente en la eleccién de las direcciones,
ya que siguen siendo validas las ecuaciones (3.14) y (3.15). Esto implica que en cada
cuadrante tenemos nuevamente N (N + 2)/8 direcciones posibles, que luego debemos
rotar para obtener las M direcciones en los cuatro cuadrantes. Dado que por un lado
los pesos deben estar normalizados a uno y por otro para cada direccién con €, > 0
hay otra direccién simétrica con QZ < 0, entonces el conjunto de cuadraturas de nivel
simétrico para el primer cuadrante de un dominio de dos dimensiones consiste en las
mismas N (N + 2)/8 direcciones correspondientes a tres dimensiones definidas en las
tablas 3.1y 3.2, cada una con el doble de peso. En forma equivalente, podemos concluir
que las tablas 3.1 y 3.2 valen para dos dimensiones con la salvedad de que el titulo de
la tercera columna de la tabla 3.1 debe ser 4 - w; en lugar de 8 - w; y debemos reem-
plazar la palabra “octante” por “cuadrante.” En la figura 3.5 mostramos las direcciones
para la cuadratura de nivel simétrico utilizado en este trabajo para problemas de dos
dimensiones espaciales.

+me.

3.2.3. Una dimension

El caso unidimensional es radicalmente diferente a los otros dos. Si tomamos al eje x
como la direccién de dependencia espacial, las posibles direcciones de viaje pueden
depender sélo del angulo cenital ¢ ya que la simetria implica que todas las posibles
direcciones azimutales con respecto al eje  son igualmente posibles.

El término de transporte de la ecuacién (3.13) es entonces

A 8@Z}mg (7)
L ox

El hecho de que no una sino dos componentes de €2 no aparezcan explicitamente
relaja mucho mas las condiciones para la elecciéon de las M = N direcciones. En efecto,
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z+

(a) So

(b) S4
=+
19 ;
13
20 21l [ 9
14 8
15 2
24 2 1 1m0
18 12
16 \\ o p
184=2 N3
2 l \\ 36
907 4 4 N 0
7 b 3
38 32
9" Ja B\,
y 37 5
(c) Sg

Figura 3.3: Latitudes y longitudes en el primer cuadrante (izquierda) y conjunto de las N (N + 2) direcciones
de la cuadratura de nivel simétrico para Sq, S4 y S¢ generadas a partir de un Unico coseno director positivo 111
de la tabla 3.1, aplicando con la ecuacion (3.18) para obtener el resto de los cosenos positivos, permutandolos
segln la tabla 3.2 y extendiéndolos al resto de los octantes con el algoritmo 3.2. Las figuras son reproducciones
tridimensionales realizadas con la herramienta Gmsh a partir de la informacion calculada y que realmente
utiliza milonga (capitulo 4) para realizar calculos de transporte con el método de las ordenadas discretas.
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Z+

Figura 3.4: Simetria con respecto al plano z-y en un problema bi-dimensional. Por cada direccién ) con com-
ponente z positiva (linea llena) hay una direccion €2’ simétrica e igualmente posible con 2, < 0 (linea de
trazos).

la tinica condicion es simetria completa entre el semieje z > 0y el semieje z < 0, lo que
nos deja con N /2 direcciones en cada semieje, todas ellas libres e independientes.

Para seleccionar las N /2 direcciones y sus pesos asociados, notamos que en una
dimensién

1 N N N
~ ~ ~ ~ w
0)dQ) =27 Q. deEZﬂ'E wm~m——47rg —-m—_47TE Wy * [

(3.19)

Si los puntos €., y los pesos w,, = 2-w,, son los asociados a la integracién de Gauss

y f (€,) es un polinomio de orden 2N — 1 o menos, entonces la integracion es exacta

(ver apéndice ??) y la ecuacién (3.19) deja de ser una aproximacién para transformarse

en una igualdad. En la tabla 3.3 mostramos el conjunto de cuadraturas utilizadas para

una dimensién, que contiene esencialmente las abscisas y los pesos de la cuadratura de
Gauss.

3.3. Formulaciones fuertes, integrales y débiles

Antes de comenzar a discutir las discretizaciones espaciales tanto de la ecuacién de
transporte multigrupo con ordenadas discretas como de la ecuacién de difusién mul-
tigrupo, introducimos las ideas de formulaciones fuertes, integrales y débiles sobre las
que se basan los esquemas de discretizacién numérica basados en diferencias finitas,
en volimenes finitos y en elementos finitos respectivamente. De esta forma, ademas,
resumimos las ecuaciones en derivadas parciales con respecto a las coordenadas espa-
ciales que debemos resolver para obtener la distribucion de flujo neutrénico de estado
estacionario en un reactor nuclear.
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12 6
=
10 8 2 4
11 9 R ) 3 5
x
1
23 21 X9 15 17
2 20 14 16
24 18
-1
(c) Se

Figura 3.5: Direcciones para el conjunto de cuadraturas de nivel simétrico en dos dimensiones.
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zZ+

Figura 3.6: Simetria con respecto al eje x en un problema unidimensional. Por cada direcciéon Q (linea llena)
hay infinitas direcciones simétricas e igualmente posibles apuntando en la direccion del circulo subtendido por
el angulo = arctan(€2, /€2, ), representadas por las tres direcciones primadas (lineas de trazos).

3.3.1. Formulaciones fuertes

La formulacién fuerte de un problema de derivadas parciales consiste en escribir di-
rectamente las ecuaciones diferenciales y sus condiciones de contorno. Mds especifica-
mente:

Definicién 3.3. Decimos que un problema en derivadas parciales esta escrito en su for-
mulacién fuerte cuando en el sistema de ecuaciones diferenciales y sus condiciones de
contorno el orden de las derivadas es igual al orden del problema. Es decir, en la for-
mulacién fuerte no hay operadores integrales que no son esenciales para la definicién
del problema. O

Hasta este momento, en esta tesis hemos escrito ecuaciones diferenciales que son la
formulacién fuerte tanto del problema de transporte como del problema de difusién de
neutrones. Si bien matematicamente el desarrollo fue 16gico y correcto, hay salvedades
que tenemos que notar. Por ejemplo, el término de fugas de la ecuacion de difusiéon de
neutrones multigrupo (3.9) es

—div|D,(x) - grad [¢,(x)]

Si el coeficiente de difusién D, presenta una discontinuidad en x, por ejemplo de-
bido a que hay una interfaz entre dos materiales diferentes, entonces este término no
estd definido y no puede ser evaluado. Este es uno de los varios inconvenientes que tie-
ne esta formulacion a la hora de utilizarla para resolver numéricamente los problemas
planteados en esta tesis.
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S, 1 L 1

Si 1 4/2-2,/8 06521451549
2 \[242/8 03478548451

S, 1 02386191860 04679139346
2 06612093864 0.3607615730
3 09324695142 0.1713244924

S, 1 01834346424 03626837834
2 05255324099 05255324099
3 07966664774 02223810344
4 09602898564 0.1012285363

Tabla 3.3: Conjuntos de cuadratura para problemas unidimensionales. Las direcciones 2,,,; coinciden con
las abscisas de la cuadratura de Gauss. Los pesos w,, de ordenadas discretas son la mitad de los pesos w;,
de la cuadratura de Gauss. Las direcciones m = N /2 + 1,..., N no se muestran pero se obtienen co-

mo QN/2+m:E =~z YWN/24m = Wm.

3.3.1.1. Ordenadas discretas

La formulacién fuerte del problema de transporte de neutrones discretizado en ener-
gia mediante el método multigrupo y en dngulo mediante ordenadas discretas es la
ecuacion diferencial (3.13)

Qm s grad [1ng ()] + Xig(X) - Pmg(x) =

G M 00
Z Z W 2(26 + 1) ) ESZ Q,%g(x) ' PE<Qm : Q,m’) . wm/g/ (X)
g'=1m'=1 =0

G M
*+ Xy Z Vg (X) Z Wit~ Vg (X) + Smg(x)  (3.13)
m/=1

g'=1

sobre el dominio espacial U € R" (n = 1,2, 3) para el grupo de energiag =1,...,Gy
para la direccion m = 1,..., M con las condiciones de contorno de Dirichlet discutidas
en la seccion 2.3.5:

Pmg(X) = 0 vx e Ty Ay, - A(x) < 0

Yimg(X) = Vg | Sy =y — 2 (Qm - n> f Vx € Dy A Q- 0(X) < 0

Ving(X) = fing(X) Vx ¢ Ty U A Q,, - n(x) <0
(3.20)

Si el término de fuentes independientes s,,, en la ecuacién (3.13) es nulo, entonces
las condiciones de contorno deben ser homogénes, es decir I'y | JI'y; = OU (recordar las

Ui, =
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deficiones 2.9 y 2.10). Ademads debemos incluir el factor de multiplicacién efectivo kg
dividiendo al término de fisiones de la ecuacién (3.13):

Qm - grad ng(X)] + Etg(x) : wmg(x) =

G M o0
ST wwr [ D@20+1) S (X) - P V) | g (%)
g'=1m'=1 /=0

G M
+ /?Ié_if Z I/Efg/ (X) Z W - Qﬂm/g/ (X) (321)
eff —1

m/=1

3.3.1.2. Difusién

La formulacién fuerte del problema de difusiéon de neutrones discretizado en energia
mediante el método multigrupo es la ecuacién (3.9)

—div|D,(x) - grad [qﬁg(x)]} + g (X) - dg(x) =

G
Z Esog—g(X) - ) + Xg Z Vg (X (x) + 50,(x) (3.9
g'=1
sobre el dominio espacial U € R" (n = 1,2, 3) para el grupo de energiag =1,...,G con

las condiciones de contorno discutidas en la seccion 2.4.5:

(

gbg(x) =0 Vx - FN
% =0 Vx € FM
" 06, (3.22)
¢g(x)+2-Dg(x)-8—%—O vx eIy
1y 6,00 by I8 = cyx ¥xg Ty UTuUTy

Nuevamente, si el término de fuentes independientes s, es nulo entonces las condi-
ciones de contorno deben ser homogéneas, i.e. I'y | J 'y |JI'v = OU (definiciones 2.12,
2.13 y 2.14). Ademas debemos dividir el término de fuentes por el factor de multiplica-
cion efectivo keg:

—div|Dy(x) - grad [qbg(x)]} + Big(X) - gg(x) =
G
Z Yog'—g(X) - + == Z vy (X) - dg(x) (3.23)

3.3.2. Formulaciones integrales

Dado que las ecuaciones de la seccién anterior se cumplen punto a punto, podemos
operar logica y matematicamente sobre ellas para obtener otras formulaciones mds ade-
cuadas para ser atacadas por esquemas de discretizacion espacial. Las formulaciones
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integrales son la base de los métodos basdos en voltiimenes finitos y consisten en inte-
grar las ecuaciones sobre voltiimenes de control.

3.3.2.1. Ordenadas discretas

Tomemos la ecuacién (3.13) e integrémosla en un cierto volumen V' C U C R™

/V Q- grad [ty (X)] d"x + /V Sy (X) - g (X) "X =

G M 00
53 e[S 1) B i S

VvV g=1m/'=1 =0

g (x) d"x

G M
o D00 3w g ) Pt [ 07
\4 g'=1 m/=1 |4

Dado que €2,,, no depende de x, podemos evaluar el primer término como

/ " Brac (O / div [Qm : ¢mg(x>} d"x
_ /S [0, (00] -8 0
— /wmg(x) . [Qmﬁ(x)] d"x
s

donde hemos utilizado el teorema de la divergencia, S es la superficie del volimen V yn
es el versor normal a la superficie S en el punto x orientado hacia la direccién exterior
al volumen V. Es justamente esta operacién, que reduce en uno el orden del operador
diferencia, la que hace que la formulacién integral sea de utilidad para la discretizacién
espacial. De hecho en el caso de la ecuacién de transporte, este operador diferencial se
transforma en algebraico. En cualquier caso, la formulacién integral de la ecuacién de
transporte con ordenadas discretas es

g3+ [ O 8G0] x| 500 g0 07 =

s
G M [eS)
S ww Y / Sy gsg(X) - (204 1) - Po(S - ¥ r) - g (%) d™x
g'=1m/=1 =07V
G M
+ Xg Z Z Wy * / l/zfg/(X) . ¢m’g/ (X) d"x +/ Smg(X) d"x (324)
g'=1m/'=1 v v

sobre el dominio espacial U € R" (n = 1,2, 3) para el grupo de energiag = 1,...,G
con las mismas condiciones de contorno de la formulacion fuerte de la ecuacion (3.20).
Debemos notar que un conjunto de funciones solucién 1,,, que satisfaga la formulacién
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débil entonces también va a satisfacer la formulacion integral. Sin embargo, podemos
encontrar otro conjunto de funciones solucién v, , que satisfaga la formulacién integral
pero que no satisfaga la formulaciéon débil. De hecho, justamente las soluciones encon-
tradas con el método de volimenes finitos satisfacen la formulacién integral pero no la
formulacién débil para volimenes de control V' de tamafio finito.

3.3.2.2. Difusion

Procediendo en forma andloga, integramos la formulacién fuerte (3.9) sobre un volu-
men de control V. C U C R™

/ d1V ) - grad [¢,(x )]] d”x—ir/ Eig(X) - dg(x) d"x =
/ Zzsog g (X) - O (X) d"X + / nguzfg (x) d"x + /V 50, (X) d"x

sobre el dominio espacial U € R" (n = 1,2, 3) para el grupo de energia g = 1,...,G.
Aplicando nuevamente el teorema de la divergencia al primer término, tenemos

/le ) - grad [¢,(x) d"x—/D grad [0y(x)] ﬁ(x)] d"'x

donde nuevamente S es la superficie del volimen V' y n es el versor normal exterior a
la superficie S. De esta manera hemos reducido el orden de la ecuacién de dos a uno
para obtener la formulacién integral como

/ D, grad (6 (x)] -ﬁ(x)} d"x + / Sia(X) - 6, (x) d"x =
Z / sg—rg(X) - g (X d”x—l—xgz / VS (X) - g (X) dx + /V s0,(x)d"x  (3.25)

con las condiciones de contorno descriptas en la ecuacion (3.22).

3.3.3. Formulaciones débiles
TO BE DONE

3.3.3.1. Ordenadas discretas
TO BE DONE

3.3.3.2. Difusion
TO BE DONE
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3.4. Discretizacién espacial

El objetivo de la discretizacion espacial es obtener a partir de ecuaciones que sélo de-
penden de la coordenada espacial x un sistema de ecuaciones algebraicas cuyas incég-
nitas sean los valores que toma el flujo (¢ angular para transporte y escalar ¢ para difu-
sién) en una cierta cantidad 7 finita de puntos del espacio: el centro de las celdas para
volumenes finitos y los nodos para elementos finitos, como mostramos a continuacion.
Para simplificar la notacién, utilizamos el concepto de vector incégnita.

Definicién 3.4. Sea & € R”“Y un vector cuyos elementos son los flujos incégnita ¢, , para

lasm =1,..., M direcciones discretas, los g = 1,. .., G grupos de energia evaluado en
lost =1,...,T puntos x; del espacio, ordenados de alguna cierta manera. Para el caso
de difusién tomamos M = 1y ], = ¢'. Llamamos a § el vector incignita. O

Si las secciones eficaces s6lo dependen de la posiciéon x y no del nivel de flujo de
neutrones, entonces la ecuacién de transporte—y por lo tanto también la de difusiéon—
es lineal sobre el flujo. Como demostramos en lo que resta del capitulo, resulta entonces
que la formulacién del problema discretizado puede ser escrita en forma matricial.

Definicién 3.5. Sean Ry F' son matrices de tamafio TGM x TGM y S un vector de ta-
mafio /GM. Llamamos matriz de remocion a R, matriz de fision a F'y vector de fuentes
a S. Los elementos de estos objetos dependen de la formulacién (ordenadas discretas o
difusién) y del esquema de discretizacion espacial (volimenes o elementos finitos). [

Tenemos entonces dos casos que conducen a problemas matematicos diferentes. El
primero consiste en aquellos problemas en los que la fuente independiente s es dife-
rente de cero en el dominio (multiplicativo o no), o bien en los que las condiciones de
contorno son no homogéneas (por ejemplo debido a una corriente entrante no nula). El
segundo es el caso de fuente independiente idénticamente nula y condiciones de con-
torno homogéneas en presencia de un medio multiplicativo. Este caso recibe el nombre
de cdlculo de criticidad, donde ademéds de una distribucién espacial de flujo obtenemos
un escalar que indica qué tan lejos de la criticidad esta la geometria propuesta. En este
trabajo utilizamos el concepto de reactor critico asociado en k [35,40] en el cual dividimos
a los términos de fisién por un escalar k.. Matematicamente, veremos maés adelante en
este capitulo que podemos escribir

» Problema con fuente independiente no nula o con condiciones de contorno no
homogéneas:

» Problema sin fuente independiente con condiciones de contorno homogéneas:
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3.4.1. Mallas estructuradas y no estructuradas

cuatro figuras: un cuadrado uniforme, un cuadrado con deltas x e y no uniformes, un
circulo con cosas radiales y un paralelogramo o algo curvo con elementos que se van
curvando. El altimo es estructurado pero conviene tratarlo como no estructurado.

lo mismo no estructurado pero sobre algo que no sea un cuadrado (un cuadrado
con un pedazo redondo?): es una generalizacion, el estrucutrado esta contenido en el
no estructurado.

ilustrar el efecto staircase, cuando realmente los elementos combustibles son cua-
drados zafa, pero el reflector radial siempre es cilindrico.

Definicién de nodo: lo que tiene dimensién cero Definicién de celda: lo que tiene
dimensién igual a la del problema

Todo lo demas, incluyendo nodos y celdas son elementos.

figuras de dmplex?

Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tinci-
dunt ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse
platea dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fer-
mentum wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio
placerat quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh
sit amet nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.

3.5. Volumenes finitos

El método de volimenes finitos se basa en la formulacién integral discutida en la sec-
cién 3.3.2. Los términos integrados sobre volimenes son aproximados por un valor
medio del integrando multiplicado por el volimen de la celda. Los términos integra-
dos sobre superficies son reemplazados por aproximaciones de los integrandos sobre
las superficies a partir de los valores medios de las celdas adyacentes. Estos esquemas
se basan mds en un enfoque geométrico que en un formalismo matematico (al contrario
de lo que sucede con el método de elementos finitos que discutimos en la seccién 3.6),
aunque es posible estudiar su errores y sus propiedades de convergencia [36].

3.5.1. Ordenadas discretas en volimenes

En el método de los volimenes finitos que proponemos, las incégnitas del problema
son los valores medios de los flujos en las I celdas, a diferencia de lo que sucede en
diferencias o elementos finitos donde las incégnitas son los valores que toman los flujos
sobre los K nodos.
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Definicién 3.6. El flujo angular del grupog =1,...,G enla direccionm =1,..., M enla

celdai=1,...,]es
o

/.d"

K3

(3.26)

donde V; € R" es el volumen del dominio U ocupado por la celda i. O

De esta manera, el problema consiste en encontrar los I - G - M valores 1)}, que
son los elementos del vector incognita ¢ € R/“M definido en la ecuacién (??). Para
ello, tomamos la formulacién integral del problema de ordenadas discretas dada por la
ecuacion (3.24) introducida en la seccién 3.3.2

/S@/)mg(x) . [Qm . ﬁ(x)} A" x -|-/ Y49 (X) - Vg (X) d"X =
Z Z W - Z/ seg'—g(X) - (20+1) - Pg(flm . Q’m/) A (X) dx

g'=1m'=1
—i—xgz Z Wy -/Vng/(x) g (X) d”x—i—/ Smg(X) d"x  (3.24)
g'=1m'=1 v

y analizamos cémo podemos aproximar cada término en funcién de las incégnitas del
problema, que son los flujos medios el las celdas dados por la ecuacién (3.37).

3.5.1.1. Términos volumétricos

Exceptuando el primer y el illtimo término de la ecuacién (3.24), todos los demés tienen
la forma

/Vf(x) - Yimg(X) d"x (3.27)

Como la ecuacién (3.24) vale para cualquier volumen V arbitrario, entonces debera
valer para cada volumen V; de las I celdas que aproximan el dominio U € R". En
particular, podemos evaluar la ecuacién (3.27) para la celda i-ésima multiplicando y
dividiendo por ;. d"xy por [, 1my(x)d"x y recordando la definicién (3.37) de vy,

| 700t x= [ 160 -t -/dnx-/viwx)dnx

/ d"x Ymg(x) d"x
Vi

i

(3.28)

F(X) - g (x) d"x
:/Vi ./Vidnx. i

/Vi Ymg(x) d"x "
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superficie S;;

Figura 3.7: llustracion de la superficie S;; que separada las celdas vecinas 7 y j en una malla no estructurada
bidimensional. Los baricentros de las celdas son x; y x; respectivamente. El baricentro de la superficie S;;
es x;; Y la normal externa con respecto a 7 es n;;.

Podemos aproximar la ecuacién (3.28) como

g F(X) - Pmg(x) d"x =~ [ g f(x) d"x} g =f.V. w (3.29)

donde directamente denotamos con la variable V; al volumen fv d"x dela celda. Si f(x)
es idénticamente igual a una constante f* para todo x € V;, entonces debemos reempla-
zar el signo de aproximacion de la ecuacién (3.29) por un signo de igualdad. Si f(x) no
es uniforme dentro de la celda 7, entonces debemos utilizar nuestro juicio de ingenieria
para evaluar qué tan valida es esta aproximacién en funcién del tamafio V; de la celda
y de la magnitud del cambio de f(x) dentro de la misma.

3.5.1.2. Término de fugas

Por otro lado, el primer término de la formulacion integral (3.24) es el término que da
la tasa neta de fugas a través de la superficie externa del volumen V. En particular, para
la celda i, tenemos

/ Ving(X) - [ﬂm n(x ] d"'x= )" / Umg(X m'ﬁij> d"'x

S j vecinos

donde J es la cantidad de caras planas que definen a la celda i y S;; es la superficie
que separa a la celda ¢ de la celda j adyacente. En este caso, n;; es el versor normal a la
superficie S;; en la direccién externa a la celda ¢ (figura 3.7). Decimos que las celdas i y j
son vecinos. Como las superficies son planas, entonces n;; no depende de x y el producto
escalar puede salir fuera de la integral

/S. Umg(x) - [ﬂm . ﬁ(X)] A" 1x = Z (Qm . ﬁij> / Pimg(X) 4" 1x (3.30)

j vecinos Sij
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Ahora nos queda aproximar la integral del flujo escalar v,,, sobre la superficie S;;
en funcién de los valores medios vy, y ¥}, . Proponemos aproximar este término como

/Si Ymg(X) - [Qm . ﬁ(x)} A" Ix ~ Z (Qm . ﬁij) : [Wij . an + (1 — wiy) - %g] - Sij

J vecinos

(3.31)
siendo S;; el area de la cara que separa la celda i dela celda j y donde hemos introducido
un peso 0 < w;; < 1 que depende en principio de la geometrias de las celdas i y j.
En efecto, siguiendo la idea de la interpolacién de Shepard [49] en la cual un valor
interpolado es la suma de los valores cercanos pesados con alguna potencia p de la
distancia al punto de interpolacién, podemos plantear que si z; es el baricentro de la
celda 7, z; es el baricentro de la celda j y z;; es el baricentro de la superficie que separa
ambas celdas, entonces

i ;

mg mg
g X = xilP X —xP
mg 1 1

_'_
[Xij = xiP [xi; = x; P
que podemos escribir en la forma que propusimos en la ecuaciéon (3.31)
Urng = @ij * Uy + (L= @35) - iy

eligiendo como peso puramente geométrico

(3.32)

En la figura 3.8 podemos observar que para p = 1 recuperamos la interpolacién
lineal tradicional. Para valores de p > 1 se le da més peso al punto més cercano, y vice-
versa. De hecho para p = oo la interpolacién arroja un resultado constante por trozos
equivalente a la interpolacién constante a primeros vecinos. El caso p = 1 es importante
porque es el tinico esquema de interpolacién que da una estricta conservacién de neu-
trones. En efecto, segtin la ecuacién (3.30) de la formulacién integral continua tenemos
que para una cara plana que separa dos celdas se debe cumplir

(Qm . ﬁij> : /S Umg(X) A" 'x = — (Qm : ﬁji) : /S Yimg(X) d" 1%

Con la aproximacion de la ecuacién (3.31), se cumple que

(Qm : ﬁz’j) : [@z‘j : wing + (1 —wy) - wgng} -0y =
- (Qm : ﬁjz‘) @i - Wﬁg + (1 —wy) - :ng} - Sji

solo si
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Figura 3.8: Interpolacion de dos puntos mediante su suma pesada con la inversa de la distancia al punto de
interpolacion elevado a una potencia p (método de Shepard [49]).

Para cumplir esta condicién de conservatividad hacemos entonces p = 1 en la defi-
nicién del peso w;; de la ecuacién (3.32).

Independientemente de la formulacién, la ecuacién de transporte plantea un pro-
blema hiperboélico que presenta dificultades para ser resuelto numéricamente sin térmi-
nos especiales para estabilizar la solucion. Efectivamente, los problemas de transporte
inducen oscilaciones espurias en las soluciones numéricas cuando son discretizados
con esquemas centrados. Dejamos una breve introduccién y discusiéon del tema para el
apéndice D.4. Para evitar que aparezcan estas oscilaciones que eventualmente pueden
hacer que la solucién diverja debemos recurrir a esquemas con upwinding en la direc-
cién del transporte. Para el caso de neutrones sobre celdas, esto implica que en una
interfaz entre dos celdas debe tener mds peso la celda que esta aguas abajo en la direc-
cién de viaje del neutrén. Para ello introducimos un factor « y definimos en peso w;;
que utilizamos en la ecuacién (3.31) como sigue.

Definicion 3.7. El peso w;; estabilizado con upwinding para aproximar el flujo escalar 17,
en la superficie plana S;; que separa las celdas i y j en la expresion (3.31)

a0 [ 80] 7t S0 (@) o 1) 93]S0

J vecinos
(3.31)
es
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B R, o5
Wij — Q- Wy SIQm'l‘lij<O
donde w;; es un peso geométrico, por ejemplo el propuesto en la ecuacioén (3.32)
. — x.|P
Dy = xi; = x| (3.32)

[Xij = Xil? + [xij — x;[P
Si el peso geométrico cumple que w;; = 1 — w;;, entonces el peso estabilizado w;; defi-
nido en la ecuacién (3.33) también lo cumple. Luego el esquema de volimenes finitos

es conservativo en el sentido de que la cantidad total de neutrones se conserva en el
problema discretizado. O

3.5.1.3. Condiciones de contorno

Si la celda 7 esta en el borde del dominio, entonces al menos una de sus caras no tendra
una celda vecina j. Pero la superficie libre de la celda debera estar asociada a alguna
condicién de contorno, que para el caso de la ecuacién de transporte debe ser de tipo
Dirichlet. Por lo tanto, para aquellas direcciones Q,, tales que Q,, - n;; < 0 conocemos
el valor del flujo escalar ¢,,,(x) en dicha superficie, que es justamente lo que necesita-
mos para evaluar el término de fugas. Més atin, si la condicién de contorno es de flujo
entrante nulo, el término correspondiente a S;; para Q,, - n;; < 0. Para las direcciones
salientes no conocemos el flujo en la cara. Pero adoptando un esquema de upwinding
completo, podemos decir que el flujo escalar ,,4(x;;) es igual al flujo escalar v, para

valores de m tales que €2, - fi;; > 0. Luego

. Q- 1) - S - Ymg(Xij) 81 Q- Ry <
[ a0 Qo] x4 TR R
Sij Q,, - n;; | - Sij . 1an si €2, - n;; >0

donde v,,,4(x;;) es el tipo de condicién de contorno de acuerdo a la ecuacién (3.20) eva-
luado en x;;

0 vx e Ty A Q- A(X) < 0

wmg//ﬂglzﬂm—2<ﬂm'ﬁ>ﬁ VXEFM/\Qm'ﬁ(X)<O
) vx ¢ Ty UTwy A Q- fi(x) <0
(3.20)

VYmg (x)
Umg(Xij) = { Ymg(X)
zbmg (X) = fmg(x

o]

segun lo discutido en la seccién 2.3.5.

3.5.1.4. Formulacién matricial

Volviendo una vez mads a la formulacién integral
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/Sl/)mg(X). [Qm.ﬁ(x)} dn—1x+/ D (X) - Py (x) d"x =
Z Zwm/ Z / o0 g (X) - (204 1) Po(S - Vo) Yoy (%) d"x

g'=1m'=1
—i—xgz Z Wy -/Vng/(X) g (X) d"x+/ Smg(X) d"x  (3.24)

g=1m'=1 14

podemos ahora escribir los términos volumétricos en la forma (3.29) y el término de
fugas segtn lo discutido en la seccién 3.5.1.2 para obtener un sistema de / - G - M ecua-
ciones algebraicas como sigue

Z (Qm.ﬁij> - Sy - gg + {/V Yig(X) dnx} g =

J vecinos
G M o~
Z Z ZwW ' {/ Ysrg—g(X) dnx} (204 1) P2, - Q) - Vg
Vi

g'=1m’=1 ¢=0
G M
+ Z Z Xg * W - {/ v g (X) d”x} g +/ Smg(x) d"x (3.35)
g'=1m'=1 Vi Vi
paralaceldai =1,...,], el grupo de energiag = 1,..., gy ladireccion m = 1,..., M,

donde introducios el factor g que depende del vecino j

[Wij : fng + (1 — wyj) - an] si J celda j

0 = 3 Vona0) sificelda j A Q2 iy <0
Ly si pceldaj A Q- -n; >0

El peso w;; es el desarrollado en la seccién 3.5.1.2 con p = 1 que involucra el factor a
que puede ir entre cero (sin upwinding) y uno (upwinding completo):

Dis = xis = ;| (3.32)
T ki = x|+ [xi; — x|

oo Jas e (1= dy) si Q,, - ;>0 (3.33)
" d;ij—oz-d;ij Siﬂm'ﬁij<0 .

Es interesante notar que el término de fugas acopla las celdas vecinas j a la celda i
pero sobre el mismo grupo g y direccién m. Por otro lado, los términos de scattering y
de fisiéon acoplan diferentes grupos ¢’ y direcciones m’ a g y a m pero sobre la misma
celda i. El coeficiente s}, , del término de fuente independiente es el valor medio de la
fuente en la celda :. Si este término es cero y hay fisiones entonces debemos dividir x,
por ke en la ecuacion (3.35).

Utilizando la notacién de la seccién 3.4, definamos el vector incégnita £ como
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£ = W%l wél ¢?1>1 2/111\41 1/’%2 1/’52 wzlwc 1%1 ¢§1 £1g w&c}
es decir, ordenamos primero las incégnitas por celda i = 1,..., 1, después dentro de
cada celda por grupo de energia g = 1,..., Gy, finalmente, dentro de cada grupo por
direccion m = 1,..., M. Con este ordenamiento propuesto, el indice p del flujo angular
en la celda i en el grupo ¢ y en la direccién m es

p=1i-MG+g-M+m (3.36)
Podriamos haber planteado otro ordenamiento, como por ejemplo primero ordenar
por direccién, después por grupo y finalmente por celda. Esta elecciéon cambia luego
las propiedades numéricas de las matrices asociadas al problema. En cualquier caso,
podemos construir el vector Sy las matrices Ry I con el algoritmo 3.9. En dicho listado
hacemos referencias a algunas ecuaciones que desarrollamos a lo largo de este capitulo,
que a su vez se refieren a la teoria introducida en el capitulo anterior. S6lo mostramos
la inclusién de fuentes independientes isotrépicas y scatterig linealmente anisotrépico,
casos que se pueden generalizar facilmente pero que complicarian la presentacién del
algoritmo. Debemos remarcar la diferencia caligrafica entre el peso w,, asociado a la
direccién m utilizado para integrar sobre §2 el peso w;; asociado a la superficie S;; para
estimar el flujo en las caras de la celdas.

3.5.2. Difusién en volimenes

Para formular el problema de difusién de neutrones con un esquema basado en el mé-
todo de volimenes finitos procedemos en forma similar a la seccién anterior definiendo
el flujo escalar en cada celda.

Definicién 3.8. El flujo escalar del grupog=1,...,Genlaceldai=1,...,]es

/ bq(x) d"x
¢ = (3.37)
/ d"x
v;
donde V; € R" es el volumen del dominio U ocupado por la celda i. O

De la misma manera que en la seccién anterior, el problema consiste en encontrar
los I - G valores gb;, que son los elementos del vector incégnita § € R¢ definido en
la ecuacién (??). Para ello, tomamos la formulacién integral del problema de difusion
dada por la ecuacién (3.25) introducida en la seccién 3.3.2

= [ D0 [grad o, ] 8] " x+ [ 200040 %=

G a
,Zl/vzsog'w(’o 0y () d"x + XZ /V V(%) - 6 () d'x + /V s0,(x) d"x (3.25)

estudiando cada uno de sus términos para escribirlos en funcién de los flujos en las
celdas introducidos en la definicién 3.8.
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inicializar R+ 0, FF + 0,S < 0
forcadaceldai=1,...,1 do

for cada direccion m =1,...,1 do
for cada grupog=1,...,G do
p—i-MG+m-G+g // posicién p de ¢y, en 1 ec. (3.36)
S(p) «+ f% So(x) d"x // fuentes independientes
Ryp < [y, Dg(x) dx // absorcién total ec. (3.29)
for cada direccion m’ = 1,..., M do

for cada grupo g’ =1,...,G do
pi-MG+m'-G+yg // posicién de 1}, en v ec. (3.36)
Foy < Fpy + Xg - Waw - [, vEpg (x) d'x // fisién ec. (3.29)
Rp,p’ — RP,P' — Wy - sz ZJsog'—>g<x) d"x // SCattering /=0

Ry p < Rpp — Wy - fm Vsrg—g(X)d"x - 3 - (Qm : Qm’) // =1

for cada j/S;; es una superficie de V; do
if 3V then
g j-MG+m-G+g // posicién de ¢ en 1 ec. (3.36)
Wij < % // peso geométrico ec. (3.32)

if ,,, - &;; > 0 then
‘ wij ¢ wij +a-(1—w;) // estabilizacién upwinding (3.33)

else

Lwij <—(Dij—a-d2ij

Ryp = Ryp +wij - (Qm : ﬁij) - Sij // ec. (3.31)
Rypg Rpg+ (1 —wij) - (Qm : ﬁz’j) - Sij // ec. (3.31)

else if S;; tiene condicion de contorno vacio then
\ no hacemos nada // la corriente entrante es nula
else

L R,, < Ry, + (Qm : ﬁij) - Sy // corriente saliente =4},
else if S;; tiene condicion de contorno de simetria then

if 2, - w;; < 0 then

calcular m/ tal que €,y = Q,,, — 2- <Qm : ﬁij> // ec (2.33)
g <—j-MG+m'-G+g // ec. (3.36)

R,y R,y + (Qm . fw) -Sij // corriente saliente =4},
else
R,, + Ry, + (Qm : ﬁi]) - S // corriente saliente =4},

Figura 3.9: Construccion del vector S y de las matrices R y F’ para la formulacién de ordenadas discretas con
un esquema de volimenes finitos
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3.5.2.1. Términos volumétricos

El segundo término del miembro izquierdo y los dos primeros del miembro derecho
de la ecuacion (3.25) tienen la forma

g f(x) - @y(x) d"x

que, de la misma forma que en la ecuacién (3.29), sabemos que podemos aproximar
como

; F(X) - ¢g(x) d"x ~ { s F(x) d”x] = [V 4 (3.38)

donde la aproximacioén es exacta si f(x) es uniforme dentro de la celda.

3.5.2.2. Término de fugas

El primer término del miembro izquierdo de la ecuacién (3.25) representa, a menos
de un signo negativo, el ritmo neto de fugas de neutrones de energia g a través de la
superficie que delimita el volumen V; segtin la teoria de difusién de neutrones. Es en
este término donde aparece el acople entre celdas espaciales y cobra importancia el
método de voltiimenes finitos. Utilizando el teorema de la divergencia, podemos escribir

/wdiv [Dg(x) - grad [(bg(x)”d”x = /S [Dg(x) - grad [gbg(x)]] ~A(x)d"x (3.39)

donde S; representa la superficie que delimita el volumen V; y n es el vector unitario
normal a la superficie S; que apunta en en sentido externo al volumen V;. Para una
celda de la malla, la superficie S; estd compuesta por una cantidad finita de superficies
planas S;; tal que, al igual que en la seccién anterior, S;; separa a la celda i de la celda j
como ya ilustramos en la figura 3.7. Entonces el miembro derecho de la ecuacién (3.40)
es la suma de las integrales sobre cada S;;

/s- [Dg(x)-grad [gzﬁg(x)ﬂ A(x)d"x = Z / Dy(x)- [grad [0y(x)] flzj} d"'x (3.40)

jvecinos Sij

donde ademas hemos asociado el producto escalar V¢, - n;;, que esta evaluado sobre
la cara S;;.

Si las celdas i y j estdin compuestas del mismo material entonces el coeficiente de
difusién Dy (x) es continuo en la direccién n;; normal a la cara. En efecto, aunque las cel-
das podrian tener diferentes propiedades termohidrdulicas—digamos diferentes tem-
peraturas—esperamos que estas propiedades sean continuas en el espacio. Entonces
asumimos que el médulo del gradiente del flujo escalar es aproximadamente igual a
la diferencia entre los flujos ¢} y ¢, dividido la distancia entre los baricentros de las
celdasiy j

7oA
A0,

3.41
XESZ'J' |xj - XZ'| ( )

grad [0,(x)]
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Figura 3.10: Estimacion del gradiente del flujo campo escalar ¢, (x) en una interfaz S;j que separa dos celdas
del mismo material.

y que el vector gradiente apunta en la direcciéon del vector x; — x; que une los baricen-
tros x; y x; de las celdas j e i respectivamente (figura 3.10). Esta direccién forma un
cierto d&ngulo 6;; con la normal n;;, que podemos calcular geométricamente a partir de
las coordenadas de los nodos que definen la superficie S;; y de las coordenadas de los
baricentros x; y x; como
x o — x . ﬁ .

cos 0;; = (% = Xi) - By
X — x|

Luego la tasa neta de neutrones de energia g que cruzan cada una de las superfi-
cies S;; de la ecuacién (3.40) es

/Sij Dy(x)- [grad [6g(x)] nm} I x (/SJ D,(x) dn—1x> (% —xi) -y [gbg_%] (3.42)

x; — x|

Podemos calcular la integral del coeficiente de difusién numéricamente a partir de
la distribucién Dy(x) dada como dato, ya que hemos supuesto que D,(x) es continua
en S;; y por lo tanto su integral esta bien definida.

Notar que estimar el médulo del gradiente del flujo en el borde del volumen segtn
la ecuacién (3.41) es equivalente a suponer que, dada una funcién continua ¢(z), el
punto ¢ que cumple el teorema del valor medio

PRRLUELO

es ¢ ~ (b—a)/2. Esta aproximacion es un orden Az*—i.e. es exacta para una parabola—
mientras que la aproximacion

o("5") = 510t + o]
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Figura 3.11: Representacion unidimensional de una funcién continua ¢(z), con valores medios de volimenes
(cuadrados) y valores estimados en border (cruces). La estimacion de la derivada en los bordes a primeros
vecinos es de orden superior a la estimacion del valor de la funcién.

es de orden Az (es exacta para una recta). Ilustramos la situacién en la figura 3.11,
donde los cuadrados representan los valores medios en los voltiimenes y las cruces los
valores que tomaria el flujo en los bordes con una interpolacién lineal. Aproximar las
derivadas en los bordes con los valores medios es mds preciso que aproximar los flujos
en los bordes con los valores medios de los voltiimenes vecinos.

Si las celdas i y j estdn compuestas de materiales diferentes es de esperar que el
coeficiente de difusién D,(x) no sea continuo sobre la superficie S;; en la direccién nor-
mal n;;. En este caso, la integral de la ecuacion (3.42) no esta bien definida y no podemos
evaluarla. Mds atn, el flujo escalar ¢, debe tener derivada primera discontinua de for-
ma tal de que las corrientes evaluadas en ambas caras de la interfaz mediante la ley de
Fick de la ecuacién (2.49) sean iguales y se conserve la cantidad de neutrones:

Ji = | Dy -gradlo,(0)] | = |Djox) - gradlo,x)] | =F (343)

En este caso, aproximar el gradiente del flujo en la interfaz utilizando los valores
medios en los volimenes vecinos arroja una pobre estimacién, como ilustramos en la
figura 3.12 (y en el problema resuelto en la seccién 6.1.2). Ademads, necesitamos obtener
un valor para el gradiente a un lado de la interfaz y otro valor al otro lado de forma tal
de satisfacer la ecuacion (3.43).

Conviene entonces, evaluar el gradiente del flujo a un lado de la superficie S;; partir
del valor medio ¢(x;) (cuadrado) y de ¢,(x;;) = ¢(x;;) (cruz) y al otro lado—que llama-
mos Sj—a partir de ¢,(x;) (cuadrado) y de ¢,(x;;) (cruz). Debido a que el flujo ¢,(x)
debe ser continuo en x, el valor en la superficie ¢,(x;;) debe ser tnico tanto visto desde
el volumen ¢ como desde el volumen j.

Proponemos entonces estimar el médulo del gradiente del flujo sobre la superfi-
cie S;; ahora como

_ 9g(xij) — o

~ (3.44)
XES;; [[xi5 — x|

ngad [0y(x)]
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Figura 3.12: Idem figura 3.11 para una interfaz material. La estimacién de la derivada en la interfaz utilizando
valores medios (cuadrados) es pobre. Conviene estimar el valor del flujo en la interfaz (cruz) y luego tomar
derivadas a cada lado de la superficie.

tomandolo en la direccién del vector x;; — x; que une el baricentro x;; de la superficie .S;;
y el baricentro x; del volumen i (figura 3.13). En la ecuacion (3.44) aparece el valor del
flujo sobre la cara ¢(x;;) (cruz), que no es parte de las incégnitas del problema. Tenemos
que estimarlo en funcién de los valores ¢f; y ¢2Jg de tal manera de que se satisfaga la
continuidad de corrientes.

Llamemos S;; la superficie orientada cuya normal exterior da al volumen i, y S;;
la que da al volumen j. Podemos plantear una ecuacién de donde despejar ¢4(x;;). En
efecto, la continuidad de corrientes requiere que

/SH[Dg(X)-gradqf)g(X)] A, dS = - / D,x)- grad%H] A, dS

; 17
/ DZ . ¢g(xz]) ¢ COS ez'j / DJ . (XJ“ g) NP7 "9 6o jS

wa Xi || [1x5i — x|

donde entendemos que la integral sobre S;; se tiene que realizar evaluando el coefi-
ciente de difusién sobre el volumen i, y viceversa escribiendo los subindices ¢ y j en el
simbolo D,(x). Para simplificar el despeje de ¢4(x;;) = ¢(x;;, g) definimos los factores

de peso
: (xij — x;) - B
= D!(x)dS | - —————— 3.45
</ ) ) I —xi? 6.49)

(xji — x;) - fj;
Di(x . 3.46
</ ) I — P (346

Entonces
wjj [%(Xz‘j) - %] - [%(xﬂ) N g}
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Figura 3.13: Idem figura 3.10 para el caso en que la superficie Sij corresponda a una interfaz material. El
punto X;; es el baricentro de la superficie S;;, y no necesariamente esté sobre la direccion x; — x;.

y el flujo ¢,4(x;;) en la interfaz es aproximadamente
Wy 5
Wi + Wy

Pg(xij) ~

Reemplazando la ecuacién (3.47) en la expresion (3.44) propuesta para el médulo

del gradiente, obtenemos
~ ( Wi ) (%%
XESi; Wij + Wi x5 — x|

La tasa neta de cruce de neutrones sobre la superficie \S5;; cuando ésta coincide con
una interfaz material es aproximadamente

G 3.47
bt (347)

”grad [0y(x)]

/ [Dg(x) - grad [¢,(x)] } f;; dS =~
Sij

Cwi (X = xg) By ey
(/Sij Dg(x) dS) Wi + Wy ||xij — xi||2 |:¢g ng} (3.48)

donde la integral del coeficiente de difusion tiene que tomarse sobre la cara orientada
de S;; que da al volimen V;, es decir, con las propiedades del material de la celda 4, y
los factores de peso w;; y w;; estdn definidos en las ecuaciones (3.45) y (3.46).

Si bien la ecuacion (3.48) puede utilizarse atin cuando los volimenes V; y V; tengan
el mismo material para estimar el término de fugas, la ecuacion (3.42) es mas precisa
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ya que la aproximacion para el gradiente dada por la ecuacion (3.41) es de orden Az?,
mientras que la aproximacién del gradiente dada por la ecuacién (3.44) es de orden Ax
ya que se basa en estimar el flujo en el borde de los volimenes, como ilustramos en
la figura 3.11. Sin embargo, si S;; coincide con una interfaz y el coeficiente de difusién
es discontinuo, la ecuacién (3.48) arroja mejores resultados ya que tiene en cuenta el
efecto mostrado en la figura 3.12. Luego, para minimizar el error cometido por la dis-
cretizacién basada en el esquema de voltiimenes finitos propuesto, si S;; no define una
interfaz, utilizamos la ecuacién (3.42) para calcular los coeficientes que formaran parte
de la matriz de remocién R. De otra manera, utilizamos la ecuacion (3.48).

3.5.2.3. Condiciones de contorno nulas

Si la superficie S;; estd en el borde del dominio, entonces debemos calcular la integral
de superficie

/ [Dg(x) - grad [¢y(x)] } A dS
teniendo en cuenta las condiciones de contorno del problema. Como discutimos en la
seccién ??, s6lo se pueden dar condiciones de contorno homogéneas. En particular, si
la superficie S;; tiene una condicién de contorno de Dirichlet, como mencionamos en
la seccion ??, ésta debe ser deflujo nulo. Luego, ¢,(x;;) =0y

0— o}

x€S; - ||Xij — Xz“

| Brad [9,(x)]

La tasa neta de cruce de neutrones sobre la superficie \S;; cuando ésta coincide con
un borde del dominio con condicién de contorno de flujo nulo es

/

3.5.2.4. Condiciones de contorno espejo

} (3.49)

[Dg(x) - grad [¢,(x)] ] Ay dS ~ (/s D,y(x) dS) D = x) - By [— ¢!

i
ij i ||xij _xi||2 g

Para especificar superficies de simetria, se debe una condicién de contorno de Neumann
con derivada normal nula (seccién ??). Si S;; coincide con una de estas superficies, en-
tonces el médulo del gradiente es cero y su integral también lo es. Por lo tanto, la tasa
neta de cruce de neutrones sobre la superficie S;; es cero y

/ [Dg(x) . grad [¢,(x)] } f,;dS =0 (3.50)
3.5.2.5. Condiciones de contorno de Robin

Si la superficie S;; pertenece a una zona de la frontera del dominio OU con condiciones
de contorno de Robin (seccion ??), entonces
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_ 9%

xeoU on

— ag(x) . g( )

xcou  D,(x)

grad [6,(x)] -]

xeoU

Asumiendo que ¢4(x) para x € OU es aproximadamente igual a ég, la tasa neta de
cruce de neutrones a través de la superficie 5;; es

/s-- [Dg(x) - grad [, (x)] ] “AdS = S - ag(x) - [qu] (3.51)

donde S;; es el area de la superficie.

3.5.2.6. Condiciones de contorno

3.5.2.7. Formulacion matricial

3.6. Elementos finitos

Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Donec odio elit, dictum in, hendrerit sit amet, egestas sed, leo. Praesent feugiat
sapien aliquet odio. Integer vitae justo. Aliquam vestibulum fringilla lorem. Sed neque
lectus, consectetuer at, consectetuer sed, eleifend ac, lectus. Nulla facilisi. Pellentesque
eget lectus. Proin eu metus. Sed porttitor. In hac habitasse platea dictumst. Suspendisse
eu lectus. Ut mi mi, lacinia sit amet, placerat et, mollis vitae, dui. Sed ante tellus, tris-
tique ut, iaculis eu, malesuada ac, dui. Mauris nibh leo, facilisis non, adipiscing quis,
ultrices a, dui.

3.6.1. Difusion en elementos

Morbi luctus, wisi viverra faucibus pretium, nibh est placerat odio, nec commodo wisi
enim eget quam. Quisque libero justo, consectetuer a, feugiat vitae, porttitor eu, libe-
ro. Suspendisse sed mauris vitae elit sollicitudin malesuada. Maecenas ultricies eros
sit amet ante. Ut venenatis velit. Maecenas sed mi eget dui varius euismod. Phasellus
aliquet volutpat odio. Vestibulum ante ipsum primis in faucibus orci luctus et ultrices
posuere cubilia Curae; Pellentesque sit amet pede ac sem eleifend consectetuer. Nullam
elementum, urna vel imperdiet sodales, elit ipsum pharetra ligula, ac pretium ante jus-
to a nulla. Curabitur tristique arcu eu metus. Vestibulum lectus. Proin mauris. Proin
eu nunc eu urna hendrerit faucibus. Aliquam auctor, pede consequat laoreet varius,
eros tellus scelerisque quam, pellentesque hendrerit ipsum dolor sed augue. Nulla nec
lacus.

3.6.2. Ordenadas discretas en elementos

Suspendisse vitae elit. Aliquam arcu neque, ornare in, ullamcorper quis, commodo eu,
libero. Fusce sagittis erat at erat tristique mollis. Maecenas sapien libero, molestie et,
lobortis in, sodales eget, dui. Morbi ultrices rutrum lorem. Nam elementum ullamcor-
per leo. Morbi dui. Aliquam sagittis. Nunc placerat. Pellentesque tristique sodales est.
Maecenas imperdiet lacinia velit. Cras non urna. Morbi eros pede, suscipit ac, varius
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inicializar R <+~ 0, F <+ 0
forcadaceldai=1,...,1 do

for cada grupo g=1,...,Gdo

~

p < (i, g) // posicién en ¢ ec.
By <—/ Yitg(x // absorcién ec.
for cada grupo ¢’ =1,...,G do

q+ (i, g) // posicién en ¢ ec.

Rpq <_Rp,q—/ ng/_m(x) dMx // scattering ec.

Fpq < Xg- / vy (x) d¥'x // fision ec.
L Vi
for cada superficie S;; de V; do

if 3V, then

q+L(j,9) // posicién en ¢ ec.

if V; y V; tienen el mismo material then

&+ (/ D,( dS> w // fugas ec.

;= |2

CUZ] / DZ dS (XZ] Z) . ﬁl]
i = xill2
Wji £ / DJ )dS ( — %) ﬁz]
||XJZ — x|

else

else

wij +wji X — xi|?
| (348)
Rp,p — prp + 5
Rp,q — _g
if S;; tiene condicion de contorno ¢ = 0 then // fugas ec.
o x;) -y
R,, < R,,+ / D,(x)dS M
Sis [[xij — x|
else if S;; tiene condicion 0¢/On = 0 then // fugas ec.

| no hay que hacer nada
else if S;; tiene condicién 0¢/0On = a,(x)¢ then  // fugas ec.

L Ryp < Ryp + Sij - ag(x)

Figura 3.14: Construccion de las matrices R y F' en volumenes finitos
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(??)

(3.42)

€+ (/ D:(x) dS> i B %) -y // fugas ec.

(3.49)

(3.50)

(3.51)



vel, egestas non, eros. Praesent malesuada, diam id pretium elementum, eros sem dic-
tum tortor, vel consectetuer odio sem sed wisi.
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——CariTULO 4

Implementacion computacional

- ¢Que hacés, que hacés?
Che, jRafael! ;A donde vas?
- Al cabaret, a milonguear...

ando buscando una mina

iy no la puedo encontrar!

Retintin (milonga), 1918

método de céluclo basado en un directorio con mercurial, un readme y un markdown
con los principales resultados, una interfaz web que trackee los hashes y repositorios
con las versiones de los cédigos y las bibliotecas usadas Lorem ipsum dolor sit amet,
consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut, placerat ac, adipiscing vitae,
felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero, nonummy eget, consectetuer
id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque. Pellentesque habitant morbi
tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis egestas. Mauris ut leo. Cras
viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna fringilla ultrices. Phasellus
eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est, iaculis in, pretium quis,
viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum. Aenean faucibus. Morbi
dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabitur auctor semper nulla.
Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan eleifend, sagittis quis,
diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.

4,1. Base de diseino

Etiam suscipit aliquam arcu. Aliquam sit amet est ac purus bibendum congue. Sed in
eros. Morbi non orci. Pellentesque mattis lacinia elit. Fusce molestie velit in ligula. Nu-
llam et orci vitae nibh vulputate auctor. Aliquam eget purus. Nulla auctor wisi sed
ipsum. Morbi porttitor tellus ac enim. Fusce ornare. Proin ipsum enim, tincidunt in, or-
nare venenatis, molestie a, augue. Donec vel pede in lacus sagittis porta. Sed hendrerit
ipsum quis nisl. Suspendisse quis massa ac nibh pretium cursus. Sed sodales. Nam eu
neque quis pede dignissim ornare. Maecenas eu purus ac urna tincidunt congue.
Donec et nisl id sapien blandit mattis. Aenean dictum odio sit amet risus. Morbi
purus. Nulla a est sit amet purus venenatis iaculis. Vivamus viverra purus vel magna.



Donec in justo sed odio malesuada dapibus. Nunc ultrices aliquam nunc. Vivamus fa-
cilisis pellentesque velit. Nulla nunc velit, vulputate dapibus, vulputate id, mattis ac,
justo. Nam mattis elit dapibus purus. Quisque enim risus, congue non, elementum ut,
mattis quis, sem. Quisque elit.

Maecenas non massa. Vestibulum pharetra nulla at lorem. Duis quis quam id lacus
dapibus interdum. Nulla lorem. Donec ut ante quis dolor bibendum condimentum.
Etiam egestas tortor vitae lacus. Praesent cursus. Mauris bibendum pede at elit. Morbi et
felis a lectus interdum facilisis. Sed suscipit gravida turpis. Nulla at lectus. Vestibulum
ante ipsum primis in faucibus orci luctus et ultrices posuere cubilia Curae; Praesent
nonummy luctus nibh. Proin turpis nunc, congue eu, egestas ut, fringilla at, tellus. In
hac habitasse platea dictumst.

Vivamus eu tellus sed tellus consequat suscipit. Nam orci orci, malesuada id, gra-
vida nec, ultricies vitae, erat. Donec risus turpis, luctus sit amet, interdum quis, porta
sed, ipsum. Suspendisse condimentum, tortor at egestas posuere, neque metus tempor
orci, et tincidunt urna nunc a purus. Sed facilisis blandit tellus. Nunc risus sem, susci-
pit nec, eleifend quis, cursus quis, libero. Curabitur et dolor. Sed vitae sem. Cum sociis
natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus mus. Maecenas
ante. Duis ullamcorper enim. Donec tristique enim eu leo. Nullam molestie elit eu do-
lor. Nullam bibendum, turpis vitae tristique gravida, quam sapien tempor lectus, quis
pretium tellus purus ac quam. Nulla facilisi.

41.1. Problemas

Etiam euismod. Fusce facilisis lacinia dui. Suspendisse potenti. In mi erat, cursus id,
nonummy sed, ullamcorper eget, sapien. Praesent pretium, magna in eleifend egestas,
pede pede pretium lorem, quis consectetuer tortor sapien facilisis magna. Mauris quis
magna varius nulla scelerisque imperdiet. Aliquam non quam. Aliquam porttitor quam
a lacus. Praesent vel arcu ut tortor cursus volutpat. In vitae pede quis diam bibendum
placerat. Fusce elementum convallis neque. Sed dolor orci, scelerisque ac, dapibus nec,
ultricies ut, mi. Duis nec dui quis leo sagittis commodo.

4.1.2. Entrada

Sed feugiat. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur
ridiculus mus. Ut pellentesque augue sed urna. Vestibulum diam eros, fringilla et, con-
sectetuer eu, nonummy id, sapien. Nullam at lectus. In sagittis ultrices mauris. Cura-
bitur malesuada erat sit amet massa. Fusce blandit. Aliquam erat volutpat. Aliquam
euismod. Aenean vel lectus. Nunc imperdiet justo nec dolor.

4.1.3. Salida

Suspendisse vitae elit. Aliquam arcu neque, ornare in, ullamcorper quis, commodo eu,
libero. Fusce sagittis erat at erat tristique mollis. Maecenas sapien libero, molestie et,
lobortis in, sodales eget, dui. Morbi ultrices rutrum lorem. Nam elementum ullamcor-
per leo. Morbi dui. Aliquam sagittis. Nunc placerat. Pellentesque tristique sodales est.
Maecenas imperdiet lacinia velit. Cras non urna. Morbi eros pede, suscipit ac, varius
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vel, egestas non, eros. Praesent malesuada, diam id pretium elementum, eros sem dic-
tum tortor, vel consectetuer odio sem sed wisi.

4.1.4. Implementacion

Morbi luctus, wisi viverra faucibus pretium, nibh est placerat odio, nec commodo wisi
enim eget quam. Quisque libero justo, consectetuer a, feugiat vitae, porttitor eu, libe-
ro. Suspendisse sed mauris vitae elit sollicitudin malesuada. Maecenas ultricies eros
sit amet ante. Ut venenatis velit. Maecenas sed mi eget dui varius euismod. Phasellus
aliquet volutpat odio. Vestibulum ante ipsum primis in faucibus orci luctus et ultrices
posuere cubilia Curae; Pellentesque sit amet pede ac sem eleifend consectetuer. Nullam
elementum, urna vel imperdiet sodales, elit ipsum pharetra ligula, ac pretium ante jus-
to a nulla. Curabitur tristique arcu eu metus. Vestibulum lectus. Proin mauris. Proin
eu nunc eu urna hendrerit faucibus. Aliquam auctor, pede consequat laoreet varius,
eros tellus scelerisque quam, pellentesque hendrerit ipsum dolor sed augue. Nulla nec
lacus.

4.2. Generacion de mallas

Duis aliquet dui in est. Donec eget est. Nunc lectus odio, varius at, fermentum in, ac-
cumsan non, enim. Aliquam erat volutpat. Proin sit amet nulla ut eros consectetuer
cursus. Phasellus dapibus aliquam justo. Nunc laoreet. Donec consequat placerat mag-
na. Duis pretium tincidunt justo. Sed sollicitudin vestibulum quam. Nam quis ligula.
Vivamus at metus. Etiam imperdiet imperdiet pede. Aenean turpis. Fusce augue velit,
scelerisque sollicitudin, dictum vitae, tempor et, pede. Donec wisi sapien, feugiat in,
fermentum ut, sollicitudin adipiscing, metus.

4.3. Secciones eficaces y condiciones de contorno

Donec vel nibh ut felis consectetuer laoreet. Donec pede. Sed id quam id wisi laoreet
suscipit. Nulla lectus dolor, aliquam ac, fringilla eget, mollis ut, orci. In pellentesque
justo in ligula. Maecenas turpis. Donec eleifend leo at felis tincidunt consequat. Aenean
turpis metus, malesuada sed, condimentum sit amet, auctor a, wisi. Pellentesque sapien
elit, bibendum ac, posuere et, congue eu, felis. Vestibulum mattis libero quis metus
scelerisque ultrices. Sed purus.

4.4. Construccién de las matrices del problema

Donec molestie, magna ut luctus ultrices, tellus arcu nonummy velit, sit amet pulvinar
elitjusto et mauris. In pede. Maecenas euismod elit eu erat. Aliquam augue wisi, facilisis
congue, suscipit in, adipiscing et, ante. In justo. Cras lobortis neque ac ipsum. Nunc
fermentum massa at ante. Donec orci tortor, egestas sit amet, ultrices eget, venenatis
eget, mi. Maecenas vehicula leo semper est. Mauris vel metus. Aliquam erat volutpat.
In rhoncus sapien ac tellus. Pellentesque ligula.
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4.4.1. Difusion con volimenes

Cras dapibus, augue quis scelerisque ultricies, felis dolor placerat sem, id porta velit
odio eu elit. Aenean interdum nibh sed wisi. Praesent sollicitudin vulputate dui. Prae-
sent iaculis viverra augue. Quisque in libero. Aenean gravida lorem vitae sem ullam-
corper cursus. Nunc adipiscing rutrum ante. Nunc ipsum massa, faucibus sit amet, vi-
verra vel, elementum semper, orci. Cras eros sem, vulputate et, tincidunt id, ultrices
eget, magna. Nulla varius ornare odio. Donec accumsan mauris sit amet augue. Sed li-
gula lacus, laoreet non, aliquam sit amet, iaculis tempor, lorem. Suspendisse eros. Nam
porta, leo sed congue tempor, felis est ultrices eros, id mattis velit felis non metus. Cu-
rabitur vitae elit non mauris varius pretium. Aenean lacus sem, tincidunt ut, consequat
quis, porta vitae, turpis. Nullam laoreet fermentum urna. Proin iaculis lectus.

4.4.2. Ordenadas discretas con volimenes

Sed mattis, erat sit amet gravida malesuada, elit augue egestas diam, tempus sceleris-
que nunc nisl vitae libero. Sed consequat feugiat massa. Nunc porta, eros in eleifend va-
rius, erat leo rutrum dui, non convallis lectus orci ut nibh. Sed lorem massa, nonummy
quis, egestas id, condimentum at, nisl. Maecenas at nibh. Aliquam et augue at nunc pe-
llentesque ullamcorper. Duis nisl nibh, laoreet suscipit, convallis ut, rutrum id, enim.
Phasellus odio. Nulla nulla elit, molestie non, scelerisque at, vestibulum eu, nulla. Ut
odio nisl, facilisis id, mollis et, scelerisque nec, enim. Aenean sem leo, pellentesque sit
amet, scelerisque sit amet, vehicula pellentesque, sapien.

4.4.3. Difusion con elementos

Sed consequat tellus et tortor. Ut tempor laoreet quam. Nullam id wisi a libero tristique
semper. Nullam nisl massa, rutrum ut, egestas semper, mollis id, leo. Nulla ac massa eu
risus blandit mattis. Mauris ut nunc. In hac habitasse platea dictumst. Aliquam eget tor-
tor. Quisque dapibus pede in erat. Nunc enim. In dui nulla, commodo at, consectetuer
nec, malesuada nec, elit. Aliquam ornare tellus eu urna. Sed nec metus. Cum sociis na-
toque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus mus. Pellentesque
habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis egestas.

4.4.4. Ordenadas discretas con elementos

Phasellus id magna. Duis malesuada interdum arcu. Integer metus. Morbi pulvinar
pellentesque mi. Suspendisse sed est eu magna molestie egestas. Quisque mi lorem,
pulvinar eget, egestas quis, luctus at, ante. Proin auctor vehicula purus. Fusce ac nisl
aliquam ante hendrerit pellentesque. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per
conubia nostra, per inceptos hymenaeos. Morbi wisi. Etiam arcu mauris, facilisis sed,
eleifend non, nonummy ut, pede. Cras ut lacus tempor metus mollis placerat. Vivamus
eu tortor vel metus interdum malesuada.
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4.5. Resolucion de las ecuaciones discretizadas

Sed eleifend, eros sit amet faucibus elementum, urna sapien consectetuer mauris, quis
egestas leo justo non risus. Morbi non felis ac libero vulputate fringilla. Mauris libe-
ro eros, lacinia non, sodales quis, dapibus porttitor, pede. Class aptent taciti sociosqu
ad litora torquent per conubia nostra, per inceptos hymenaeos. Morbi dapibus mauris
condimentum nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes,
nascetur ridiculus mus. Etiam sit amet erat. Nulla varius. Etiam tincidunt dui vitae
turpis. Donec leo. Morbi vulputate convallis est. Integer aliquet. Pellentesque aliquet
sodales urna.

Es de esperar' que esquemas numéricos consistentes, convergentes y estables las
tres propiedades del problema de autovalores continuo discutidas en la seccién ?? se
trasladen al problema discreto. Para tamafios de problema /G de interés—del orden de
centenas de miles de incégnitas—es prohibitivo trabajar con el problema de autovalores
estdndar dado por la ecuacioén (??) ya que no sélo involucra el calculo de la inversa de
una matriz sino que tanto R como F' son ralas, mientras que ni B! ni R™'F lo son.
Por lo tanto, la resolucién del problema estacionario de difusién de neutrones implica
el célculo del autovalor—y su correspondiente autovector—de menor valor absoluto
utilizando la ecuacién (??), o bien el autovalor—y su correspondiente autovector—de
mayor valor absoluto de la ecuaciéon

F-¢p=ke R (4.1)

En el capitulo ?? utilizamos un esquema basado en voltimenes finitos para encon-
trar Ry F'a partir de R y F, mientras en que el capitulo ?? hacemos lo propio aplicando
el método de elementos finitos. Dependiendo de las caracteristicas de las matrices invo-
lucradas y del método numérico utilizado para obtener la solucién, en ciertos casos es
conveniente utilizar la formulacién dada por la ecuacién (??) y en otros la dada por la
ecuacion (4.1). La discusion y andlisis de la forma de calcular ke y ¢ una vez obtenidas
las matrices R y F' estan fuera del alcance de este trabajo y se da como referencia [44,
41, 48]. Sin embargo, es propicio notar lo que sigue.

Seguin la documentacién de la biblioteca SLEPc—que es la utilizada por el cédi-
go milonga para resolver el problema de autovalores generalizados—todos los eigen-
solvers provistos son de naturaleza iterativa, lo que quiere decir que (usualmente) las
soluciones mejoran en cada paso hasta que son lo suficientemente exactas como pa-
ra considerarse convergidas. Esta condicién de convergencia se define a través de una
tolerancia sobre la norma de algtn residuo.

El residuo maés sencillo es el absoluto, que obtenemos restando los dos miembros de

la ecuacién (??). Dado que en el paso n ni el autovalor 1/ kéz) ni el autovector qAb(n) son

iguales a la solucién exacta, esta diferencia no es cero sino que es igual a un vector 1™
que llamamos residuo absoluto

1
f =R - o
keﬁ

R - F

!Me falta una demostracién rigurosa de esta afirmacién.
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La norma de este vector depende del tamafo de las matrices Ry F' ya que mientras
mds grandes sean éstas, mas elementos va a tener r(™ . Es decir, si bien al aumentar la
nodalizacién es de esperar que cada elemento del residuo absoluto sea mas pequefio,
hay méas elementos en el residuo y su norma puede aumentar. Es por ello que no es una
buena idea definir el criterio de convergencia de la solucién del problema de autovalo-
res en funcién de [|r™||. Una medida apropiada para definir el criterio de convergencia
seria calcular la integral en el dominio del problema de la ecuacién de difusién multi-

grupo (??)

{div [Dg(x) - grad [gzgén) (x)] } — B4y (x) - éé”) (x)

U
G

¢ 7(n by ) ' 7(n
# 3 a0 3y () + x(9) 3 % ' ¢g,><x>} a"x

g'=1

donde ¢{” (x) es una funcién continua definida a partir de la solucién numérica discreta
calculada en el paso p. El valor absoluto de esta integral deberia ser independiente del
tamafio de la malla espacial. Sin embargo, el clculo de esta integral es muy demandan-
te, y la evaluacioén de la condicién de convergencia seria computacionalmente muy cara.
El c6digo milonga entonces utiliza como medida para comparar contra la tolerancia de
convergencia el residuo relativo a las normas de las matrices, definido como

[l
IR+ 1/Fese - || F

que es facil de evaluar a partir de los estados internos de la biblioteca SLEPc y que
ademas no es tan dependiente de la malla como la normal vector absoluto ||r™]| ya
que tanto numerador como denominador varian con la cantidad de incégnitas de una
forma més o menos similar. De esta forma, consideramos la solucién del problema de
autovectores como convergido si para algin paso p se cumple que

5 —

oM <€

para alguna tolerancia e prefijada, del orden de 10~%.

Quedan fuera del alcance de este trabajo otros temas computacionales de vital im-
portancia, tales como la lectura e interpretacion de la malla, la deteccién y resoluciéon
de volimenes vecinos, la lectura de las distribuciones espaciales de secciones eficaces—
que en general podrian ser dadas por expresiones algebraicas en funcién de z, y y z o
interpoladas a partir de datos discretos, eventualmente provenientes de otros cédigos
de calculo en esquemas acoplados—Ila forma de almacenar matrices ralas de tamarios
de orden 10° x 10°, 1os métodos de integracién numeérica espacial y la evaluacién y pre-
sentacion de los resultados. Todos estos aspectos son tenidos en cuenta por el cédigo
neutrénico milonga desarrollado por el autor de este trabajo en el marco de su tesis
de doctorado, pero no son descriptos en esta monografia ya que no estan directamente
relacionado con la comparacién entre esquemas basados en voltiimenes y en elementos.
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4.6. Post-procesamiento

Nullam eleifend justo in nisl. In hac habitasse platea dictumst. Morbi nonummy. Ali-
quam ut felis. In velit leo, dictum vitae, posuere id, vulputate nec, ante. Maecenas vitae
pede nec dui dignissim suscipit. Morbi magna. Vestibulum id purus eget velit laoreet
laoreet. Praesent sed leo vel nibh convallis blandit. Ut rutrum. Donec nibh. Donec inter-
dum. Fusce sed pede sit amet elit rhoncus ultrices. Nullam at enim vitae pede vehicula
iaculis.
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* repetitividad

HASHES

scripts

no se puede incluir el hash en el script, tiene que haber una bases de datos con los
hashes

* colaboracion
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——CAapriTULO 6

Casos canonicos y académicos

Desarrollaremos la metodologia propuesta a medida que resolvamos problemas de fi-
sica de reactores de complejidad creciente. En este capitulo nos concentramos en casos
canoénicos y académicos, muchos de los cuales tienen solucién analitica o en su defecto,
los resultados son al menos predecibles a partir de argumentos fisicos. La sencillez de
este tipo de problemas nos permite analizar en forma detallado los resultados obteni-
dos y su relacién con los diferentes métodos numeéricos involucrados.

Metodologia: que un script haga todo para mejorar la repetitividad, evitar point &
click.

6.1. Problemas en una dimension

Los problemas unidimensionales son los mas sencillos que podemos encontrar dentro
del anélisis de reactores y nos sirven para introducir por un lado la forma de definir pro-
blemas en milonga y por otro para ilustrar el concepto de “problemas simples necesitan
entradas simples”. Ademds, estos casos tienen un interés esencialmente académico y
entonces nos sirven también para mostrar como se podria utilizar un cédigo compu-
tacional para explicar conceptos que escapan las soluciones puramente analiticas que
se pueden explicar con tiza y pizarrén.

Debemos notar que milonga es capaz de resolver problemas en una dimensién real,
es decir, un slab de ancho a consisten en el dominio definido por el segmento [0,a] € R
en lugar de trabajar con dominios en dos o tres dimensiones a los que se les asigna
condiciones de contorno de simetria en las direcciones z e y.

6.1.1. Slab desnudo homogéneo

En esta seccién resolvemos el problema nimero 22 de la referencia [50] que ilustra-
mos en la figura 6.1. Consisten en un slab desnudo homogéneo de ancho a compuesto
del material identificado como U-D,O cuyas propiedades a un grupo de energias mos-
tramos en la tabla 6.1. El semi-espesor critico reportado utilizando técnicas analiticas
es r. = 10,371065 cm.

6.1.1.1. Factor de multiplicacién efectivo

El archivo de entrada anotado keff.mil que mostramos abajo calcula el factor de mul-
tiplicacion efectivo de un slab homogéneo de una hipotética mezcla de uranio y agua
pesada de ancho a = 2 - . (problema nimero 22 de la referencia [50]). Este problema



> T

0 a=2-10,371065 cm

Figura 6.1: Slab desnudo homogéneo de ancho a = 2 - r. (problema 22 de la referencia [50]).

Material v Yylem™] ¥, [em™'] X, [em™!] X, [em™!] Koo
U-D,O 1,70 0,054628 0,027314  0,464338 0,32640 1,133333
HyO (refl) - - 0,054628 0,491652 0,54628 -

Tabla 6.1: Secciones eficaces macroscépicas a un grupo para U-DoO y HyO (tabla 16 de [50]).

y el de la seccién 6.4 son los tinicos dos en los que utilizamos una malla estructurada
generada internamente por milonga en lugar de usar mallas generadas por gmsh. En
este caso, definimos una malla estructurada unidimensional de longitud a discretizada
con 50 celdas.

En milonga, tanto la formulacién del problema (difusién o Sy) como el esquema de
discretizacion espacial (volimenes o elementos) se puede definir o bien desde el archi-
vo de entrada o bien en tiempo de ejecucion desde la linea de comandos. En el mimico
de la terminal observamos la forma de llamar a milonga y los correspondiente facto-
res de multiplicacién efectivo para varias combinaciones de formulacién y esquema de
discretizacion.

# calculamos el factor de multiplicacion efectivo de un slab desnudo homogéneo

a =2 * 10.371065 # tamario critico del slab UD20—1+0-SL (problema 22 report Los Alamos)
sn _alpha = 0.02 # almost diamond differences

# definimos una malla estructurada unidimensional
MESH STRUCTURED DIMENSIONS 1 LENGTH_X a NCELLS_X 50

# definimos el material U-D20 (tabla 16, pdgina 22 report Los Alamos)
MATERIAL U-D20 SigmaT 0.54628 SigmaS 0.464338 nuSigmaF 1.70*0.054628
# y se lo asignamos a una entidad fisica que ocupa todo el slab
PHYSICAL_ENTITY MATERIAL U-D20 X_MIN 0 X_MAX a

# resolvemos el problema con milonga
MILONGA_STEP

# damos a conocer al mundo el resultado que encontramos
PRINT %.8f keff

keff.mil

$ milonga keff.mil --diffusion --elements
0.99673696
$ milonga keff.mil --diffusion --volumes
0.99250308
$ milonga keff.mil --s2 --elements
0.99339975
$ milonga keff.mil --s2 --volumes
0.99293749
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$ milonga keff.mil --s8 --elements
0.99991047

$ milonga keff.mil --s8 --volumes
0.99944326

$

Este primer archivo de entrada también ilustra el concepto de “simple problems,
simple inputs”. En s6lo seis lineas se define el problema y se obtiene el resultado solici-
tado. Si bien el c6digo tiene la posibilidad de seleccionar varias opciones relacionadas a
la solucién del problema (por ejemplo el algoritmos para resolver el problema de auto-
valores, algoritmos para resolver iteraciones internas, precondicionadores, tolerancias
de convergencia, etc.), todos los pardmetros opcionales tienen valores por defecto que
deberian ser capaces de cubrir de forma razonable la mayoria de los casos. En particular,
no hemos especificado las condiciones de contorno del problema. El c6digo entonces fi-
ja por defecto condiciones de vacio, es decir flujo entrante nulo en las caras externas. La
expresion matematica asociada depende de la formulacién del problema citar seccion
donde se explican. Para difusién, las condiciones de contorno son de tipo Robin donde
la derivada normal del flujo es proporcional al flujo con un factor —1/(2D). Para Sy,
son de tipo Dirichlet donde todos los flujos parciales correspondientes las direcciones
entrantes son nulos.

Observamos una cierta dispersion en los resultados para todas las combinaciones.
En lugar de ver los resultados numéricos, nos interesa comparar graficamente las solu-
ciones. Para eso, podemos a milonga en forma programatica y redireccionar la salida
estandar a archivos de texto que podemos luego graficar con herramientas apropiadas,
en este caso gnuplot:

rm -f keff-cmp-*.dat
for formulation in diffusion s2 s4 s6 s8; do \
milonga keff.mil --${formulation} --volumes | xargs echo ${formulation} >> keff-cmp-vol.dat; \
milonga keff.mil --${formulation} --elements | xargs echo ${formulation} >> keff-cmp-ele.dat; \
done
gnuplot keff-cmp.gp

“r VvV V VA A

Los casos propuestos en la referencia [50], que es de donde tomamos los datos del
problema, corresponden a benchmarks de cédigos de transporte por lo que es de espe-
rar que el caso de difusién arroje un resultado poco satisfactorio (figura 6.2). En efecto,
las secciones eficaces no indican un valor apropiado para el coeficiente de difusién y el
c6digo milonga asume un coeficiente D = 1/(3%,) si no se lo especifica explicitamente.
De todas formas, el k. reportado por difusién se acerca mas a la unidad que el co-
rrespondiente a S;, resultado que se explica por el efecto de rayo. Como es de esperar,
ket — 1 para Sy mientras mayor sea N.

6.1.1.2. Estudios paramétricos

La figura 6.2 muestra los factores de multiplicacion efectivos para un slab supuestamen-
te critico resuelto con diferentes métodos pero manteniendo fija la cantidad de celdas
de la malla estructurada en un valor n = 50 y el valor del coeficiente de estabiliza-
ciéon a = 0,02. Nos preguntamos cémo cambia el valor del k¢ hallado en funcién de n y
de a para los diferentes formulaciones y discretizaciones. Para eso, barremos paramétri-
camente el espacio de pardmetros n-a que utilizamos para definir la malla estructurada
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volumes 3
1 - elements cmm

0.995 |-

0.99 |-

0.985 |-+

0.98 |-

factor de multiplicacién efectivo

0.975 |-+

0.97

diffusion

Figura 6.2: Factor efectivo de multiplicacion kes para un slab supuestamente critico resuelto con diferentes
formulaciones y esquemas espaciales en una malla uniforme de n = 50 celdas.

y para definir la estabilizacién de las ecuaciones de Sy. En cada caso llamamos milonga
con diferentes combinaciones de formulaciones y discretizaciones. Debemos notar que
esta vez, si bien la combinacién formulacion-discretizaciéon se da en la linea de coman-
dos, el camino que toma milonga para seleccionar la combinacién pedida es diferente.
En la seccién anterior, se indicaba la opcién preponiendo un doble guién “- -” indican-
do que se trata de una opcién del programa. Esta vez, pasamos la combiacién como
argumentos sabiendo que el c6digo tiene la particularidad de reemplazar las construc-
ciénes $n) por el n-ésimo argumento en la linea de comandos después del nombre del
archivo de entrada. De esta forma, las construcciones $1y $2 pueden ser usadas en va-
rios lugares, como por ejemplo para seleccionar el nombre del archivo de salida. Esta
facilidad del c6digo milonga permite resolver varios problemas similares con el mismo
archivo de entrada obteniendo caracteristicas y archivos de salidas diferentes.

# calculamos el keff de un slab desnudo homogéneo
# en funcion de la cantidad de celdas n de la malla
# y del factor alpha de la formulaciéon SN

# barremos el pardmetro n—alpha en el intervalo [10,0.01]x[100,0.99]
PARAMETRIC n sn alpha MIN 10 0.01 MAX 100 0.4 STEP 5 0.01

a =2 * 10.371065 # ancho critico del slab

# definimos una malla de n celdas (i.e. el parametro)
MESH STRUCTURED DIMENSIONS 1 LENGTH_X a NCELLS_X n

# usamos los argumentos de la Iinea de comandos para
# definir por keyword la formulacion y el esquema
MILONGA_PROBLEM FORMULATION $1 SCHEME $2

# material, entidad frsica y solucion del problema como antes
MATERIAL U-D20 SigmaT 0.54628 SigmaS 0.464338 nuSigmaF 1.70*0.054628
PHYSICAL_ENTITY MATERIAL U-D20 X_MIN 0 X_MAX a

MILONGA_STEP

# imprimimos en un archivo el keff vs. n—alpha para esta combinacion
PRINT FILE_PATH keff-vs-nalpha-$1-$2.dat °g n sn alpha %.8f keff %
IF n=50 # en otro archivo escribimos keff vs alpha para n=50

PRINT FILE_PATH keff-vs-alpha-$1-$2.dat 9g sn alpha %.8f keff
ENDIF
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IF sn_alpha=0.02 # y en otro archivo keff vs n para alpha=0.02
PRINT FILE_PATH keff-vs-n-$1-$2.dat g n %.8f keff
ENDIF

keff-vs-nalpha.mil

for formulation in diffusion s2 s8; do \
for scheme in volumes elements; do \
milonga keff-vs-nalpha.mil ${formulation} ${scheme}; \
done \
done
pyxplot keff-vs-n.ppl
pyxplot keff-vs-alpha.ppl
gnuplot keff-vs-nalpha.gp

HHAHAHAV V VIV A

En la figura 6.3 observamos que, para un slab homogéneo desnudo, los esquemas
basados en elementos son menos sensibles a la discretizacion espacial que los basados
en volimenes. El factor de multiplicacion ke calculado con Sy en esquemas de elemen-
tosno depende de a ya que la estabilizacién de Petrov agrega una difusividad numérica
que se anula en el estado estacionario. A lo sumo, el residuo obtenido con la formula-
ciéon de Petrov-Galerkin no es exactamente ortogonal subespacio de las funciones de
forma sino que lo es sélo ligeramente. Pero las ecuaciones discretizadas son similares.
En cambio, en los esquemas basados en voliimenes el factor « acttia como un up-winding
que modifica las ecuaciones discretizadas. En voltiimenes, suele suceder que factores a
pequenios hacen que el ke sea mds preciso a costa de obtener flujos oscilantes, y vice-
versa. Dependiendo de si lo importante es factor de multiplicacién o la distribucién de
flujo es que debemos seleccionar el factor « para cada problema en particular.

6.1.1.3. Distribucién de flujo

El c6digo devuelve en la variable keff el factor de multiplicacién efectivo y en las fun-
ciones phi_g la distribucién espacial del flujo correspondiente al grupo g. En problemas
unidimensionales, estas funciones depende de la variable independiente = y pueden ser
evaluadas en cualquier punto del espacio. La entrada que mostramos a continuacién
escribe la distribucién de flujo tanto en los puntos donde fue calculado el flujo (i.e. en
los centros de las celdas en voliimenes, en los nodos en elementos) como en una ma-
lla fina cuasi-continua para mostrar la diferencia de interpolaciéon de los dos esquemas
espaciales.

# calculamos la distribucion de flujo de un slab homogéneo

a =2 * 10.371065
sn_alpha = 0.02

MESH STRUCTURED DIMENSIONS 1 LENGTH_X a NCELLS_X 20

MILONGA_PROBLEM FORMULATION $1 SCHEME $2

MATERIAL U-D20 SigmaT 0.54628 SigmaS 0.464338 nuSigmaF 1.70%0.054628
PHYSICAL_ENTITY MATERIAL U-D20 X_MIN 0 X_MAX a

MILONGA_STEP

# escribimos la distribucion de flujo en los puntos donde lo calculamos
# el nombre del archivo indica la combinacién formulacién—esquema
PRINT_FUNCTION FILE_PATH flux-$1-$2.dat phil

# en otro archivo escribimos la distribucion del flujo pero esta vez
# interpolando la solucién para obtener una curva (casi) continua
PRINT_FUNCTION FILE_PATH flux-$1-$2-cont.dat phil MIN O MAX a NSTEPS 2000

flux.mil
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Figura 6.3: Factor efectivo de multiplicacion kes para un slab supuestamente critico resuelto con diferentes
formulaciones y esquemas espaciales en funcion de la cantidad n de celdas utilizadas en la malla estructurada

para a = 0,02.
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Figura 6.4: Factor efectivo de multiplicacion kes para un slab supuestamente critico resuelto con diferentes
formulaciones y esquemas espaciales en funcién del factor de estabilizacion « para n = 50.
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Figura 6.5: Factor efectivo de multiplicacion ke en funcion de n y de « para Ss resuelto con voliimenes finitos.

$ for formulation in diffusion s2 s6; do \
> for scheme in volumes elements; do \
> milonga flux.mil ${formulation} ${scheme}; \
> done \

> done

$ pyxplot flux.ppl

$

En la figura 6.6 podemos observar la distribucién de flujo del slab para difusién, .S,
y Se con volimenes y elementos finitos. Si no se especifica un setpoint de potencia, el
flujo ¢(x) que calcula milonga estd normalizado de forma tal que

/Oagb(ac)dle

Los bullets indican el valor del flujo en los puntos donde fue calculado, mientras que
las lineas muestran el flujo evaluado en puntos intermedios. Los esquemas basados en
voltiimenes calculan valores medios en cada celda y suponen que el flujo es constan-
te en cada una. Los esquemas basados en elementos calculan los valores nodales de
las incégnitas y proponen interpolar la solucién en el resto del dominio utilizano las
funciones de forma asociadas a cada nodo. Como milonga en una dimensién utiliza
elementos lineales, la solucién es una interpolacion lineal de los valores nodales.

6.1.1.4. Factor de multiplicacién infinito

Para cerrar el problema, calculamos ahora utilizando milonga el factor de multiplica-
cién infinito del material U-D,O de la tabla 6.1, cuyo valor analitico es
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l/Ejf
hoo = ——1 — =1,133333.. ..
Y — 2
Para ello, seteamos las condiciones de contorno tantoen z = 0 comoen x = a a
condiciones de simetria. Por lo demés, el input es igual al primer caso donde calculamos

el k‘ef—f.

# calculamos el factor de multiplicacion infinito de un material
a =2 * 10.371065 # el ancho de slab ahora es irrelevante

MESH STRUCTURED DIMENSIONS 1 LENGTH_X a NCELLS_X 50
MATERIAL U-D20 SigmaT 0.54628 SigmaS 0.464338 nuSigmaF 1.70%0.054628
PHYSICAL_ENTITY MATERIAL U-D20 X_MIN 0 X_MAX a

# las mallas estructuradas unidimensionales definen dos entidades fisicas
# llamadas " left” y "right” que por defecto tienen condiciones de vacio
# para este problemas le ponemos a ambas condicion de simetria
PHYSICAL_ENTITY NAME left BC mirror

PHYSICAL_ENTITY NAME right BC mirror

MILONGA_STEP
PRINT "k inf,=." %.8f keff SEP ", "

u

kinf.mil

$ milonga kinf.mil --diffusion --elements
k inf = 1.13333333

$ milonga kinf.mil --diffusion --volumes

k inf = 1.13333333

$ milonga kinf.mil --s2 --elements
k inf = 1.13333333

$ milonga kinf.mil --s2 --volumes

k inf = 1.13333333

$ milonga kinf.mil --s8 --elements
k inf = 1.13333333

$ milonga kinf.mil --s8 --volumes

k inf = 1.13333333

$

6.1.2. Slab a dos zonas

Consideremos un slab unidimensional de ancho a definido por dos zonas de materiales
homogéneos a un grupo de energias. La primera zona de ancho b comprende el inter-
valo 0 < z < b estd compuesta por un hipotético material A con ko, = v¥4/24 < 1.
La segunda de ancho a — b comprende el intervalo b < x < a y corresponde a un mate-
rial B con ko, = v¥sp/X,p > 1 (figura 6.7). Este problema, que tiene solucién analitica,
ilustra dos conceptos interesantes de la teoria de difusién: continuidad de corriente
para D,y # Dp y dilucién de secciones eficaces cuando la malla no coincide con las
interfaces entre materiales.

Suponiendo una formulacién de difusién con condiciones de contorno de flujo nulo
enz = 0yenx = q,la distribucién analitica del flujo ¢(z) es

f-sinh(By - x) para0 <z <b

f- Sir?i[gi?é'_b)b)] -sin[Bp - (a—1)] parab<z <a

¢(x) = 6.1)

donde las raices cuadradas de los bucklings B3 y B de cada material son
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Figura 6.7: Slab de dos zonas compuesto por dos materiales homogéneos

El factor de multiplicacién kg debe cumplir la condicién critica

VZfA 1 VEfB )
Dy | Xga— - tan —_— — Y |- (a—0)| +
4 < 4 keff ) DB ( keff b ( )

VEfB 1 I/EfA
Dg - - - tanh — | Xaa — = 2
B ( keﬁ: aB) ta DA ( aA kfeff > 0 (6 )

que no soélo es una expresion trascendente sino que tiene pasajes por infinito y cuya
solucién para ke implica cierto cuidado. Finalmente, el coeficiente f dela ecuacién (6.1)
debe ser tal que se satisfaga la condicién de normalizacién, que tomamos como

/ans(x) @

=1

/da:
0

indicando que el valor medio del flujo debe ser igual a la unidad.

6.1.2.1. Distribucién de flujo

# materiales para el problema del slab a dos zonas
MATERIAL A D 0.5 SigmaA 0.014 nuSigmaF 0.010
MATERIALB D 1.5 SigmaA 0.010 nuSigmaF 0.014

materiales.mil

# calcula el factor de multiplicacion y la distribucion de flujo
# en un slab de dos zonas para un valor fijo de b
# tanto numérica como analiticamente

MESH FILE_PATH half.msh DIMENSIONS 1
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Figura 6.8: Malla no estructurada (pero uniforme) para resolver el problema de la figura 6.7 para a = 100,
b =50y ¢, = a/10. Se indica la identificacién numérica asignada a cada nodo por el mallador. Los nodos 1
y 2 pertenecen a un entidad fisica superficial llamada surface en la cual se define la condiciéon de contorno.
Las lineas tienen asignada una entidad fisica volumétrica segiin correspondan al material A o al material B. El
nodo 3 acttia como interfaz entre los dos materiales.

MILONGA_PROBLEM FORMULATION diffusion SCHEME $1

# tenemos las secciones eficaces en un archivo separado
# que incluimos cada vez que necesitamos resolver el problema
INCLUDE materiales.mil

PHYSICAL_ENTITY NAME surface BC null # flujo cero en los bordes
MILONGA_STEP # resolvemos el problema de autovalores numerico

# calculamos el k analitico a partir de resolver numéricamente

# la condicion critica del problema continuo (ecuacién (6.2)) usando
# como guess inicial el keff obtenido en el problema de autovalores
a
b

= 100

= 50
eps = 0.05
k = root(

sqrt(D(0)*(SigmaA(0)-nuSigmaF(0)/k)) *
tan(sqrt((1/D(a))*(nuSigmaF(a)/k-SigmaA(a)))*(a-b))
+ sqrt(D(a)*(nuSigmaF(a)/k-SigmaA(a))) *
tanh(sqrt((1/D(0))*(SigmaA(0)-nuSigmaF(0)/k))*b)
, k, keff-eps, keff+eps)

i

# y con este k calculamos la distribucion de flujo analitica
# primero definimos los flujos en cada zona

B_A = sqrt((SigmaA(0) - nuSigmaF(0)/k)/D(0))

flujoA(x) := sinh(B_A*x)

B B = sqrt((nuSigmaF(a)/k - SigmaA(a))/D(a))
flujoB(x) := sinh(B A*b)/sin(B B*(a-b)) * sin(B B*(a-x))
# calculamos el factor de normalizacion para que

# el valor medio del flujo sea igual a uno
f = a/(integral(flujoA(x), x, 0, b) + integral(flujoB(x), x, b, a))

# y definimos una funcion por trozos vdlida para todo el intervalo
flujo(x) := f * if(x < b, flujoA(x), flujoB(x))

# en la pantalla mostramos los keffs
PRINT "keff_analitico,=," %.8f k

PRINT "keff_numérico,,=," %.8f keff
PRINT "diferencia " % keff-k

# escribimos el el flujo analitico en un archivo
PRINT_FUNCTION flujo MIN O MAX a STEP a/1000 FILE_PATH half.dat

# y el flujo numérico (en los puntos calculados) y el error en otro
PRINT_FUNCTION phil phil(x)-flujo(x) FILE_PATH half-$1.dat

[NTRTRRR T

half.mil

$ milonga half.mil volumes

keff analitico = 1.08349094
keff numérico = 1.09694136
diferencia = 1.345042e-02
$ milonga half.mil elements

keff analitico = 1.08349094
keff numérico = 1.07665089
diferencia = -6.840045e-03
$ pyxplot half-flux.ppl

$
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Figura 6.9: Distribucién de flujo del problema de la figura 6.7 resuelto sobre la malla de la figura 6.8 con la
formulacién de difusion.

6.1.2.2. Estudio paramétrico

calcula el keff del slab a dos zonas en funcion de b
para las tres mallas (i, i, 6 %1t) con
elementos o voluimenes finitos y compara contra el analitico

a 100 # ancho de slab
n 10 # cantidad de celdas

PARAMETRIC b MIN 1.5*a/n MAX a*(1-2.5/n) STEP a/200

M4 INPUT_FILE_PATH $1.m4.geo OUTPUT_FILE_PATH $1.geo \
MACRO a a MACRO b b MACRO lc a/n
SHELL "gmsh,-v_0,-1,$1.geo"

MESH FILE_PATH $1.msh DIMENSIONS 1
MILONGA_PROBLEM FORMULATION diffusion SCHEME $2

PHYSICAL_ENTITY NAME surface BC null
INCLUDE materiales.mil
# definimos un nuevo material AB con propiedades diluidas
theta = n*b/a - floor(n*b/a)
MATERIAL AB { D theta*0.5+(1-theta)*1.5
SigmaA theta*0.014+(1-theta)*0.010
nuSigmaF theta*0.010+(1-theta)*0.014 }

* ¥ W

MILONGA_STEP

eps = 0.05
k = root(
sqrt(D(0)*(SigmaA(0)-nuSigmaF(0)/k)) *
tan(sqrt((1/D(a))*(nuSigmaF(a)/k-SigmaA(a)))*(a-b))
+ sqrt(D(a)*(nuSigmaF(a)/k-SigmaA(a))) *
tanh(sqrt((1/D(0))*(SigmaA(0)-nuSigmaF(0)/k))*b)
, k, keff-eps, keff+eps)

PRINT b keff k k-keff FILE_PATH keff-vs-b-$1-$2.dat

P

keff-vs-b.mil
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1 3 4 2

(a) Malla i: El ancho a se divide en 10 elementos iguales. Aquellos elementos que quedan completamente
a la izquierda (derecha) de la interfaz x = b corresponden al material A (B). El elemento que contiene al
punto x = b se asocia a un material hibrido AB cuyas secciones eficaces son una interpolacion lineal de los
materiales A y B segln la posicién relativa de la interfaz dentro del elemento.

1 3 2

< s =

(b) Malla 7:: La posicion de la interfaz x = b define dos zonas 0 < = < b (material A)yb < =z < a
(material B). El mallador inserta nodos en cada zona segun un cierto algoritmo que trate de respetar tanto
como se pueda la longitud caracteristica /. = a/10 fija de la malla.

1 3 2

< s 9

(c) Malla 44i: La posicion de la interfaz x = b define dos zonas 0 < x < b (material A)yb < = < «a
(material B). El mallador inserta exactamente 4 nodos (i.e. 5 elementos) en cada zona independientemente
del valor de b.

Figura 6.10: Tres mallas no estructuradas para resolver paramétricamente el problema de un slab de anchoa =
100 a dos zonas. Las figuras corresponden a una posicion de la interfaz b = 24.
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for mesh in i ii iii; do \
for scheme in volumes elements; do \
milonga keff-vs-b.mil ${mesh} ${scheme}; \
done \
done
pyxplot keff-vs-b.ppl
pyxplot error-vs-b.ppl

A AV VYV Ve

6.1.3. Slab reflejado

Para ilustrar el hombro térmico con propésito académico.

Mostramos un slab reflejado para ilustrar el efecto de hombre térmico sin necesidad
de recurrir a una fotocopia de un libro Francés de la década de 1960.

Problema 66 de la referencia de Los Alamos [50].

# resolvemos un slab reflejado (problema 66 de la referencia [50])
a = 2.719087 # semi—espesor del combustible
b = 7.510225 # ancho del reflector

sn_alpha = 0.1

# rellenamos un template con la geometria del problema con los
# valores de a y b de la referencia y la long. caracteristica 0.5 cm
M4 INPUT_FILE_PATH reflected-slab.m4.geo OUTPUT_FILE_PATH reflected-slab.geo \

MACRO a a MACRO b b MACRO lc 1/2
SHELL "gmsh,-v,0,-1, reflected-slab.geo" # llamamos a gmsh
MESH FILE_PATH reflected-slab.msh # leemos la malla resultante

MILONGA_PROBLEM DIMENSIONS 1 GROUPS 2 FORMULATION $1 SCHEME $2
# XS de la tabla 46 (pdg. 32 de [50])

MATERIAL reactor(d) SigmaT_1 0.650917 SigmaT 2 2.13800 \
SigmaS 1.1 0. SigmaS 1.2 0.0342008 \
SigmaS 2.1 @ SigmaS 2.2 2.06880 \

nuSigmaF_1 1.004*0.61475 nuSigmaF_2 2.5%0.045704

# XS de la tabla 46 (pdg. 32 [50])

MATERIAL H20(c) SigmaT 1 1.331518007 SigmaT 2 4.37350 \
SigmaS_ 1.1 1.226381244 SigmaS_1.2 0.1046395340 \
SigmaS 2.1 0 SigmaS 2.2 4.35470

# vinculamos entidades fisicas volumétricas a materiales (hasta ahora las

# entidades fisicas de Gmsh se llamaban igual que los materiales de milonga)
PHYSICAL_ENTITY NAME fuel MATERIAL reactor(d)

PHYSICAL_ENTITY NAME refl MATERIAL H20(c)

# ponemos las condiciones de contorno
PHYSICAL_ENTITY NAME internal BC mirror
PHYSICAL_ENTITY NAME external BC vacuum

MILONGA_STEP  # resolvemos

# mostramos resultados

PRINT "$1,$2" TEXT "keff_=."%.8f keff TEXT "incognitas,=," °g unknowns
PRINT_FUNCTION FILE_PATH flux-$1-$2.dat phil phi2

PRINT_FUNCTION FILE_PATH interp-$1-$2.dat phil phi2 MIN O MAX a+b NSTEPS 2000

# le pedimos a milonga que grabe las matrices en formato PETSc
# para despues dibujarlas e insertarlas en las figuras 6.14 y 6.15
MILONGA_DEBUG FILE_PATH matrix-$1-$2 MATRICES SNG STRUCT MATRICES STRIDE 1

reflected-slab.mil

$ for formulation in diffusion s2 s6; do \

> for scheme in volumes elements; do \

> milonga reflected-slab.mil ${formulation} ${scheme}; \

> sort -g flux-${formulation}-${scheme}.dat > flux-srt-${formulation}-${scheme}.dat; \
> for m in R F; do \

> sng matrix-${formulation}-${scheme}-${m}.sng; \

> convert matrix-${formulation}-${scheme}-${m}.png \

> -bordercolor black -border 1x1 -alpha set \

> -channel A -evaluate set 50% -density 100 -flatten \

> matrix-${formulation}-${scheme}-${m}.png; \

> done; \

> m4 -Dformulation=${formulation} -Dscheme=${scheme} flux.m4.ppl | pyxplot ; \
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combustible reflector
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Figura 6.13: Slab reflejado (problema 59 de la referencia [50]).

> done \

> done

diffusion volumes keff = 0.99876096 incognitas = 78
diffusion elements keff = 0.99882167 incognitas = 80
s2 volumes keff = 0.99819237 incognitas = 156

s2 elements keff = 0.99876337 incognitas = 160
convert: invalid colormap index "matrix-s2-elements-R.png' @ error/image.c/SyncImage/3483.
s6 volumes keff = 0.99914144 incognitas = 468

s6 elements keff = 0.99963529 incognitas = 480

$ pyxplot flux-all.ppl

$

6.2. Problemas en dos dimensiones

Aca ya aparecen otros efectos.

6.2.1. Circulo desnudo homogéneo

a = 16.554249 # radio critico (problema 23 de la referencia [50])

# barremos n entre 6 y 24
PARAMETRIC n MIN 6 MAX 24 STEP 2

# nos fabricamos una geometria con la longitud caracteristica £. :rc/n
M4 INPUT_FILE_PATH circle.geo.m4 OUTPUT_FILE_PATH circle.geo \

MACRO mil rc °g a \

MACRO mil 1lc 4g a/n

# llamamos a gmsh para generar la malla
SHELL "gmsh,-v_0,-2,circle.geo"

# definimos la malla y la formulacién del problema
MESH DIMENSIONS 2 FILE_PATH circle.msh
MILONGA_PROBLEM FORMULATION $1 SCHEME $2

# las XS del material (tabla 16 pdgina 20 [50]
MATERIAL U-D20 SigmaT 0.54628 SigmaS 0.464338 nuSigmaF 1.70*0.054628

MILONGA_STEP # resolvemos el problema

# escribimos cantidad de incégnitas, 1—keff y tiempos de CPU en funcion de m
PRINT FILE_PATH circle-$1-$2.dat °g n unknowns % l-keff time cpu ini time cpu build time cpu solve

# escribimos una vista de post—procesamiento con el flujo en un

# archivo que indica la formulacion, el esquema y la long. caracteristica
OUTPUT_FILE post circle-$1-$2-%02.0f.pos n

MESH_POST FILE post phil

circle.mil
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Figura 6.14: Distribucién de flujo para un slab reflejado a dos grupos de energia (problema 59 de la referen-
cia [50]) con diferentes formulaciones resueltas con volimenes finitos. Se muestra la estructura sparse de las

matrices R (izquierda) y F' (derecha). El tamafio relativo en las diferentes formulaciones se corresponde con
el tamano real de las matrices.
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Figura 6.15: Distribucion de flujo para un slab reflejado a dos grupos de energia (figura 6.13 problema 59 de la
referencia [50]) con diferentes formulaciones resueltas con elementos finitos. Se muestra la estructura sparse
de las matrices R (izquierda) y F' (derecha). El tamafio relativo en las diferentes formulaciones se corresponde
con el tamaiio real de las matrices.
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YA
a = 16.554249 cm

X

S = 0.54628 1/cm
Ys =0.464338 1/cm
Y = 1.70 - 0.054628 1/cm

Figura 6.17: Circulo desnudo homogéneo de radio a (problema 23 de la referencia [50]).

for formulation in diffusion s2 s4 s6; do \
for scheme in volumes elements; do \
milonga circle.mil ${formulation} ${scheme}; \
gmsh circle-${formulation}-${scheme}-14.pos circle.P0S; \
convert circle.png -trim circle-${formulation}-${scheme}-14.png; \
done; \
done
pyxplot circle-vs-n.ppl

“$© AV V.V VYV Ve

Comprar mentalmente lo que sucederia al resolver un circulo con una malla estruc-
turada con el mismo tamario del celda.

Ojo que esos dibujos son sélo una interpolacién. Hacer un dibujo posta comparando
Gmsh, Paraview y la interpolacién posta con gnuplot?

6.2.2. Reactor de tres regiones a dos grupos

En la figura 6.20 ilustramos la geometria de un reactor bi-dimensional de tres zonas
a dos grupos de energia, introducido originalmente en la referencia [51]. La tabla 6.2
muestra las secciones eficaces macroscépicas de cada una de las tres zonas, espacial-
mente uniformes en cada una de ellas. Este problema fue utilizado para analizar es-
trategias de resolucién de problemas de transporte con mallas adaptativas [45, pag.
100] y con técnicas multi-nivel [34, pag. 40]. Ha sido resuelto también en la referen-
cia [chaboncito ] con una formulacién variacional utilizando elementos finitos y mini-
mos cuadrados.

MESH NAME original  FILE_PATH three-region-original.msh
MESH NAME circular  FILE_PATH three-region-circular.msh

MILONGA_PROBLEM MESH $1 SCHEME $2 FORMULATION s4 DIMENSIONS 2 GROUPS 2
# MILONGA_SOLVER EPS_TYPE jd ST_TYPE precond KSP_TYPE bcgs PC_TYPE sor
sn_alpha = $3 # parametro de estabilizacion
kref = 1.1435 # solucion de referencia [45]

PHYSICAL_PROPERTY SigmaTl regionl 0.2631 region2 0.2604 reflector 0.2950
PHYSICAL_PROPERTY SigmaT2 regionl 0.9416 region2 0.8333 reflector 2.0080
PHYSICAL_PROPERTY nuSigmaFl regionl 0.0085 region2 0.0060

PHYSICAL_PROPERTY nuSigmaF2 regionl 0.1851 region2 0.1500

PHYSICAL_PROPERTY SigmaS1.1 regionl 0.2269 region2 0.2344 reflector 0.2453
PHYSICAL_PROPERTY SigmaS2.1 regionl 0.0000 region2 0.0000 reflector 0.0000
PHYSICAL_PROPERTY SigmaS1.2 regionl 0.0241 region2 0.0160 reflector 0.0493
PHYSICAL_PROPERTY SigmaS2.2 regionl 0.8206 region2 0.7333 reflector 1.9880
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Figura 6.18: Error absoluto 1 — ke y tiempos de CPU en funcién de la cantidad de incognitas para el circulo
desnudo critico de la figura 6.17 (problema 23 de [50]) resuelto con diferentes formulaciones y esquemas.
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Figura 6.19: Distribucion de flujo para ¥,
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Figura 6.20: Reactor bi-dimensional de tres zonas. Las dimensiones estan expresadas en centimetros.
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Figura 6.21: Mallas calculadas con Gmsh para (a) el problema de la figura 6.20 y (b) una variacion incorporando
un reflector circular.
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Ncleo 1 Ncleo 2 Reflector

g=1 g=2 g=1 g=2 g=1 g=2

Yy 02631 09416 0.2604 0.8333 0.2950 2.008
vy, 0.0085 0.1851 0.0060 0.1500 - -
Ysg—1  0.2269 - 0.2344 - 0.2453 -

Ysg2 0.0241 0.8206 0.0160 0.7333 0.0493 1.9880

Tabla 6.2: Secciones eficaces macroscopicas en cm ™1 a dos grupos para el problema XXX. Todos los neutrones
de fisién nacen en el grupo 1.

PRINT TEXT "--------- "

PRINT TEXT "$1 mesh,:: finite $2,::,alpha,=" %.2f sn alpha
MILONGA_STEP JUST_BUILD

PRINT TEXT "build,time,=_." %.2f time cpu build TEXT "CPU_seconds"
MILONGA_DEBUG FILE_PATH three-region-$1-$2 MATRICES_SNG
MILONGA_STEP JUST_SOLVE

PRINT TEXT "solve,time,=_" %.2f time cpu_solve TEXT "CPU_seconds"

PRINT TEXT "keff, =." %.5f keff
PRINT TEXT "error,=," %+.0f 1le5*((keff-1)/keff-(kref-1)/kref) TEXT "pcm"
PRINT TEXT "--------- "

MESH_POST MESH $1 FILE_PATH three-region-$1-$2.vtk phil phi2

three-region.mil

$ gmsh -v 0 -2 three-region.geo
$ gmsh -v 0 -2 three-region-circrefl.geo
$ milonga three-region.mil original volumes 0.25

original mesh :: finite volumes :: alpha = 0.25
build time = 0.22 CPU seconds

solve time = 1.11 CPU seconds

keff = 1.13659

error = -532 pcm

original mesh :: finite volumes :: alpha = 0.05
build time = 0.22 CPU seconds

solve time = 1.73 CPU seconds

keff = 1.14123

error = -174 pcm

$ milonga three-region.mil original elements 0.40

original mesh :: finite elements :: alpha = 0.40
build time = 5.50 CPU seconds

solve time = 5.19 CPU seconds

keff = 1.14365

error = +11 pcm

$ milonga three-region.mil original elements 0.85

original mesh :: finite elements :: alpha = 0.85
build time = 5.50 CPU seconds

solve time = 4.54 CPU seconds

keff = 1.14375

error = +19 pcm

$ milonga three-region.mil circular volumes 0.10

circular mesh :: finite volumes :: alpha = 0.10
build time = 0.25 CPU seconds

solve time = 1.46 CPU seconds

keff = 1.14019

error = -254 pcm

$ milonga three-region.mil circular elements 0.80
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circular mesh :: finite elements :: alpha = 0.80

build time = 6.09 CPU seconds
solve time = 5.08 CPU seconds
keff = 1.14382

error = +24 pcm

$ ./genfigs.sh
$

6.3. Problemas en tres dimensiones

Dificultades en post-procesar datos. Peor con el tiempo!

6.3.1. Esfera desnuda homogénea

Hola pianola!

# definimos la malla y la formulacién del problema
MESH DIMENSIONS 3 FILE_PATH sphere.msh
MILONGA_PROBLEM FORMULATION $1 SCHEME $2

# las XS del material (tabla 12 pdgina 20 [501])
MATERIAL U235a SigmaT 0.32640 SigmaS 0.248064 nuSigmaF 2.70%*0.065280

sn_alpha = 0.5
MILONGA_STEP

MILONGA_DEBUG FILE_PATH sphere-$1-$2-real MATRICES_SNG MATRICES_STRIDE 250 MATRICES_SIZE 0
MILONGA_DEBUG FILE_PATH sphere-$1-$2-fixed MATRICES_SNG

PRINT TEXT Pocossss [RTRTRTE R [ERTRTRTNIE R (RN RN TRIR N R RN RN RTE R "

PRINT TEXT "$1,:: finite_ $2"

PRINT TEXT "keff,...oouoow=n" %.5F keff TEXT “,,..(" 1le5*(1-1/keff) TEXT "pcm,)" SEP ", "

PRINT TEXT "problem,size =," %.0f unknowns TEXT "x" unknowns SEP " "

PRINT TEXT "CPU,[secs], . .=..init," %.2f time cpu_ini TEXT ", _build,"time cpu build TEXT ", solve" <=
time cpu solve SEP " "

PRINT TEXT "memory, [Mb],.=." %.0f memory usage global/(2720) SEP " "

MESH_POST FILE_PATH sphere-$1-$2.pos phil
FLUX_POST FILE_PATH sphere-$1-$2.vtk

sphere.mil
$ for formulation in diffusion s2 s4; do \
> for scheme in volumes elements; do \
> milonga sphere.mil ${formulation} ${scheme}; \
> done; \
> done
diffusion :: finite volumes
keff = 0.93564 ( -6878.66943 pcm )
problem size = 37847 x 37847
CPU [secs] = init 0.58 , build 0.05 , solve 0.34
memory [Mb] = 100
diffusion :: finite elements
keff = 0.95048 ( -5209.80507 pcm )
problem size = 7323 x 7323
CPU [secs] = init 0.00 , build 1.77 , solve 0.24
memory [Mb] = 61
s2 :: finite volumes
keff = 0.98069 ( -1968.67276 pcm )
problem size = 302776 x 302776
CPU [secs] = 1init ©0.59 , build 1.04 , solve 3.98
memory [Mb] = 535
s2 :: finite elements
keff = 1.00034 ( 33.49262 pcm )
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Figura 6.22: Distribucion de flujo rapido (a, c, e, g) y térmico (b, d, f, h) del reactor a tres regiones resuelto con

S, para el dominio original (a, b, ¢, d) y para un hipotético reflector circular (e, f, g, h) con volimenes (a, b, e,
f) y elementos (c, d, g, h) finitos.
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Figura 6.23: Matrices de remocién y de fisién asociadas a la figura 6.22. PONER LOS TAMANOS REALES
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a = 7.428998 cm

%, = 0.32640 1/cm
S, = 0.248064 1/cm
VS = 2.70 - 0.065280 1/cm

Figura 6.24: Esfera desnuda homogénea de radio a (problema 14 de la referencia [50]).

problem size =
CPU [secs] =

58584 x 58584
init 0.00 , build 11.24 , solve 2.23

memory [Mb] 1302

s4 :: finite volumes

keff = 0.98057 ( -1981.64528 pcm )
problem size = 908328 x 908328

CPU [secs] = init 0.61 , build 7.48 , solve 15.95
memory [Mb] = 2230

s4 :: finite elements

keff 1.00027 ( 27.32526 pcm )

problem size
CPU [secs]
memory [Mb]

175752 x 175752
init .01 , build 112.25 , solve 19.92
6464

$ ./genfigs.sh
$

6.3.2. Cilindro difusivo desnudo homogéneo

hacer un incremento para ver si con volumenes el error queda quieto
dibujo!

# problema 24 de [50] ”cilindrizado”
a = 22.017156 * (2/3)"(1/3)

# barremos n entre 4 y 24
PARAMETRIC n MIN 4 MAX 24 STEP 2
#n =38

(el original es una esfera)

# nos fabricamos una geometria con la longitud caracteristica £ :'rc/n
M4 INPUT_FILE_PATH cylinder.geo.m4 OUTPUT_FILE_PATH cylinder.geo \
MACRO mil rc °g a \

MACRO mil_1c °g a/n

# llamamos a gmsh para generar la malla

SHELL "gmsh,-v,0,-3_ cylinder.geo"

# definimos la malla y la formulacion del problema

MESH DIMENSIONS 3 FILE_PATH cylinder.msh
MILONGA_PROBLEM FORMULATION diffusion SCHEME $1 GROUPS 1

# las XS del material (tabla 16 pdgina 20 [50]
MATERIAL U-D20 SigmaT 0.54628 SigmaS 0.464338

# mapeamos la entidad "bulk” al material
PHYSICAL_ENTITY NAME bulk MATERIAL U-D20

# condicion de contorno de flujo nulo para poder comparar con la solucion analitica
PHYSICAL_ENTITY NAME external BC null

MILONGA_STEP
MILONGA_DEBUG

nud = root(jo(x), x, 2, 3)
# keff de referencia
kreff = nuSigmaF(0,0,0)/(SigmaT(0,0,0)-Sigmas(0,0,0) + 1/(3*SigmaT(0,0,0))*((pi/(2*a))~2 + (nub/a)"2))

# escribimos algunos resultados en funcion del tamarfo del problema
PRINT °g n a/n elements cells nodes unknowns %.7f keff °e keff-kreff time_cpu_ini time_ cpu_build <=
time cpu solve memory usage global

nuSigmaF 1.70*0.054628

# resolvemos el problema
# solo para calcular la memoria

# primer cero de la funcion Jo(z) de Bessel

# distribuciones de flujo a lo largo de un diametro y a lo largo del eje vertical
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(@) ¢(z,y, z) (b) R (c) F

Figura 6.25: Esfera critica resulta con difusion y volumenes finitos (36686 x 36686)

(@) ¢(z,y, 2) (b) R (o) F

Figura 6.26: Esfera critica resulta con difusion y elementos finitos (7160 x 7160)

() ¢(z,y, 2) (b) R (c) F

Figura 6.27: Esfera critica resulta con S3 y volimenes finitos (293488 x 293488)

.
"
"

=
&SR [}

(a) 6z, y, 2) bR O F

Figura 6.28: Esfera critica resulta con S5 y elementos finitos (57280 x 57280)
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(a)n =1 (b)n =2 (c)n =3 (dyn =4

(e)n=>5 flm =6 (gn="7 (h)yn =28

Figura 6.29: Flujos parciales en las direccionesn = 1, .. ., 8 para la esfera resuelta con S-volimenes.

(ayn=1 (b)n =2 (c)n =3 (dn=4

(e)n =25 flm =6 (gn="7 (h)yn =28

Figura 6.30: Flujos parciales en las direccionesn = 1, ..., 8 para la esfera resuleta con Ss-elementos.
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2
a= 4 3 22.017156 cm

¥, = 0.54628 1/cm
¥, = 0.464338 1/cm
vS; = 1.70 - 0.054628 1/cm
1
3%

D=

Figura 6.32: Cilindro desnudo homogéneo de radio a y altura 2 - a (problema 24 de la referencia [50]) para
resolver con difusion asumiendo D = 1/(3%;).

VAR r
phi_radial(r) := phil(r, 0, 0)/phil(®,0,0)
phi_axial(z) := phil(0, @, z)/phil(e,0,0)

OUTPUT_FILE flux cylinder-flux-$1-%g.dat n
PRINT FILE flux "\#,a,=,." a
PRINT_FUNCTION FILE flux phi_radial phi_axial MIN -a MAX a STEP a/100

cylinder.mil

$ milonga cylinder.mil volumes > cylinder-volumes.dat
$ milonga cylinder.mil elements > cylinder-elements.dat
~C

pid 11843: signal #2 caught, finnishing... ok

$ pyxplot cylinder-vs-n.ppl

$ pyxplot cylinder-flux.ppl

$

ver minor tics para que queden logaritmicos

6.4. Reactores hipercabicos
Probar flops y memoria en funcién del tamafio de la malla para una, dos y tres dimen-

siones para diferentes algoritmos de solucién del problema de autovaloroes.
Generalizar a n dimensiones.
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Figura 6.33: Relacion entre los elementos, nodos y celdas del cilindro desnudo mallado en forma no estruc-
turada, error absoluto del ke con respecto al valor de referencia ks Yy consumo de memoria en funcion del
parametro n = /.. - a que indica el tamano de las celdas de la malla.
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Figura 6.35: Comparacion entre la distribucion radial con y = z = 0y axial con x = y = 0 de la solucién
analitica y las soluciones numéricas obtenidas con volimenes y elementos finitos de un cilindro desnudo a un
grupo resuelto con difusion mallado con una longitud caracteristica £. = a/8.

140



——CariTUuLO 7

Benchmarks estandar

Para hacer una primera V&V gruesa. Teniendo en cuenta el chiste de las incertezas del
Chaco.

The objectives of this report are to define and document a set of analytic benchmarks
for verifying criticality codes. Benchmark is defined as “a standard against which mea-
surement or comparisons can be made.” 1 Available benchmarks for code verification
do not focus on criticality problems.2 Validation benchmarks from critical experiments
do exist, but are not verification benchmarks.3 Initial efforts to compile a benchmark test
set for criticality calculation verification was begun, but not completed.415 The analy-
tic benchmarks described here can be used to verify computed numerical solutions for
kff and the associated flux with virtually no uncertainty in the numerical benchmark
values.’

Verification is defined as “the process of evaluating a system or component to de-
termine whether the products of a given development phase satisfy the conditions im-
posed at the start of the phase”” or as a “proof of ‘correctness.” Confirmation (proof)
of correctness is “a formal technique used to prove mathematically that a computer
program satisfies its specified requirements.”i In contrast to verification, validation is
defined as “the process of evaluating a system or component during or at the end of the
development process to determine whether it satisfies specified requirements.”” Thus
code verification checks that the intended calculations have been executed correctly,
while code validation compares the calculated results with experimental data.

7.1. Problema de Reed

park_hyeongkae_200612_phd

4781555

W. Reed, New difference schemes for the neutron transport equation, Nuclear Scien-
ce and Engineering 46 (1971), 31.

B. D. Ganapol and D. E. Kornreich, Mining the multigroup-discrete ordinate al-
gorithm for high quality solutions, Mathematics and Computation, Supercomputing,
Reactor Physics and Nuclear and Biological Applications, 2005,

Hola!

solves the reed 1d benchmark
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nes.
# o | scat=0 | 0 | 0 | 0.9] 0.9 | u
# r | | | \ | | m
# \ | | \ | |
# | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
# \ | | \ | |
# + + + e 4 -
# x=0 x=2 x=3 x=5 x=6 x=8

DEFAULT_ARGUMENT_VALUE 1 coa
MESH FILE_PATH reed-$1.msh
MILONGA_PROBLEM DIMENSIONS 1
MILONGA_SOLVER PC_TYPE ilu

sn_alpha = $2

MATERIAL source abs S5
MATERIAL absorber S0
MATERIAL void S0
MATERIAL source scat S1
MATERIAL reflector S0

MILONGA_STEP
PRINT_FUNCTION phil HEADER

rse

GROUPS 1 FORMULATION s4

SigmaT 50 SigmaS @
SigmaT 5 SigmaS 0
SigmaT @ SigmaS 0
SigmaT 1 SigmaS 0.9
SigmaT 1 SigmaS 0.9

n

o I Fuente 1 Absorb. Vacio Fuente 2 Reflector
= Ke)
() (@)
e u S =50 S=0 S=0 S=1 S=0 53
2 = 50 3 = 1 =0 Wy = 1l o = 1l

Y= ¥, =079 Ys=0.9

> U
=5 =6 =28

reed.mil

gmsh -1 -v 0 reed-coarse.g
gmsh -1 -v 0 reed-fine.geo
gmsh -1 -v 0 reed-refined.

for mesh in fine coarse re

for scheme in volumes elel
for form in s2 s8; do \
for alpha in 0.5 1.0; d

V V V V V&HA&AH A A

reed-${mesh}-${form}-${
done; \
done; \
done; \
done

VVVvVy

milonga reed.mil --s2 --volumes fine
milonga reed.mil --s2 --volumes fine
milonga reed.mil --s8 --volumes fine
milonga reed.mil --s8 --volumes fine

milonga reed.mil --s2 --elem
milonga reed.mil --s2 --elem
milonga reed.mil --s8 --elem
milonga reed.mil --s8 --elem

eo
geo

fined; do \
ments; do \

o\

scheme}-${alpha}.dat; \

oo
ouowum

ents fine 0.5
ents fine 1.0
ents fine 0.5
ents fine 1.0

milonga reed.mil --s2 --volumes coarse 0.5
milonga reed.mil --s2 --volumes coarse 1.0
milonga reed.mil --s8 --volumes coarse 0.5
milonga reed.mil --s8 --volumes coarse 1.0

milonga reed.mil --s2 --elem

ents coarse 0.5

echo milonga reed.mil --${form} --${scheme} ${mesh} ${alpha}; \
milonga reed.mil --${form} --${scheme} ${mesh} ${alpha} | sort -g > <
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milonga reed.mil --s2 --elements coarse 1.0
milonga reed.mil --s8 --elements coarse 0.5
milonga reed.mil --s8 --elements coarse 1.0
milonga reed.mil --s2 --volumes refined 0.5
milonga reed.mil --s2 --volumes refined 1.0
milonga reed.mil --s8 --volumes refined 0.5
milonga reed.mil --s8 --volumes refined 1.0

milonga reed.mil --s2 --elements refined 0.5
milonga reed.mil --s2 --elements refined 1.0
milonga reed.mil --s8 --elements refined 0.5
milonga reed.mil --s8 --elements refined 1.0
$

$ pyxplot reed-unstable.ppl

$ pyxplot reed-stable.ppl

$ pyxplot reed-vs-onedim.ppl

$

7.2. 2D IAEA PWR Benchmark
7.3. 3D IAEA PWR Benchmark
7.4. El nicleo KUCA

caso uno del paper 18811248 %2E1991 %2E9731408.pdf y del informe neacrp-1-1990-
330.pdf
pagina 74 tesis epellegrino
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——CariTUuLO 8

Problemas abiertos

Push the code to the limit

8.1. El problema de los pescaditos

Optimizacién de geometria. Dénde instalar una lanza de boro?

8.2. El conejo de Stanford enriquecido

Célculo paramétrico sobre el enriquecimiento necesario para poner critico el Stanford
bunny. Usar un cédigo de celda libre (openmoc u openmc) Citar al de no se dénde que
lo hizo con serpent.

8.3. Mecanismos de control oblicuos
8.4. Refrigerante y moderador separados

8.5. Coeficientes de reactividad

ver si cambia entre transporte/difusion y XS homogéneas y separadas

8.6. Calculos acoplados



(a) (b)

Figura 8.1: TODO: ver si se puede sacar el fondo negro y hacer un render yo mismo con software libre.

Figura 8.2: por esta imagen ya me deberian dar el doctorado.
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——CariTULO 9

Trabajos relacionados

| suppose it is tempting,
if the only tool you have is a hammer,
to treat everything as if it were a nail.

Abraham Maslow, The Psychology of Science, 1966

Fallacy To make my work look good, I have to make other people’s work look bad
Giving credit to others does not diminish the credit you get from your paper
MOQOSE
Fentraco
OpenFoam
Even-parity methods
funcional de cuadrados minimos
Morbi luctus, wisi viverra faucibus pretium, nibh est placerat odio, nec commodo

wisi enim eget quam. Quisque libero justo, consectetuer a, feugiat vitae, porttitor eu,

libero. Suspendisse sed mauris vitae elit sollicitudin malesuada. Maecenas ultricies eros
sit amet ante. Ut venenatis velit. Maecenas sed mi eget dui varius euismod. Phasellus
aliquet volutpat odio. Vestibulum ante ipsum primis in faucibus orci luctus et ultrices
posuere cubilia Curae; Pellentesque sit amet pede ac sem eleifend consectetuer. Nullam
elementum, urna vel imperdiet sodales, elit ipsum pharetra ligula, ac pretium ante justo

a nulla. Curabitur tristique arcu eu metus. Vestibulum lectus. Proin mauris. Proin eu

nunc eu urna hendrerit faucibus. Aliquam auctor, pede consequat laoreet varius, eros

tellus scelerisque quam, pellentesque hendrerit ipsum dolor sed augue. Nulla neclacus.

Suspendisse vitae elit. Aliquam arcu neque, ornare in, ullamcorper quis, commodo
eu, libero. Fusce sagittis erat at erat tristique mollis. Maecenas sapien libero, molestie
et, lobortis in, sodales eget, dui. Morbi ultrices rutrum lorem. Nam elementum ullam-
corper leo. Morbi dui. Aliquam sagittis. Nunc placerat. Pellentesque tristique sodales
est. Maecenas imperdiet lacinia velit. Cras non urna. Morbi eros pede, suscipit ac, va-
rius vel, egestas non, eros. Praesent malesuada, diam id pretium elementum, eros sem
dictum tortor, vel consectetuer odio sem sed wisi.

Sed feugiat. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nasce-
tur ridiculus mus. Ut pellentesque augue sed urna. Vestibulum diam eros, fringilla et,
consectetuer eu, nonummy id, sapien. Nullam at lectus. In sagittis ultrices mauris. Cu-
rabitur malesuada erat sit amet massa. Fusce blandit. Aliquam erat volutpat. Aliquam
euismod. Aenean vel lectus. Nunc imperdiet justo nec dolor.



Etiam euismod. Fusce facilisis lacinia dui. Suspendisse potenti. In mi erat, cursus id,
nonummy sed, ullamcorper eget, sapien. Praesent pretium, magna in eleifend egestas,
pede pede pretium lorem, quis consectetuer tortor sapien facilisis magna. Mauris quis
magna varius nulla scelerisque imperdiet. Aliquam non quam. Aliquam porttitor quam
a lacus. Praesent vel arcu ut tortor cursus volutpat. In vitae pede quis diam bibendum
placerat. Fusce elementum convallis neque. Sed dolor orci, scelerisque ac, dapibus nec,
ultricies ut, mi. Duis nec dui quis leo sagittis commodo.
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Conclusiones

A good hockey player plays where the puck is.
A great hockey player plays where the puck is going to be.

Wayne Gretzky

Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Donec odio elit, dictum in, hendrerit sit amet, egestas sed, leo. Praesent feugiat
sapien aliquet odio. Integer vitae justo. Aliquam vestibulum fringilla lorem. Sed neque
lectus, consectetuer at, consectetuer sed, eleifend ac, lectus. Nulla facilisi. Pellentesque
eget lectus. Proin eu metus. Sed porttitor. In hac habitasse platea dictumst. Suspendisse
eu lectus. Ut mi mi, lacinia sit amet, placerat et, mollis vitae, dui. Sed ante tellus, tris-
tique ut, iaculis eu, malesuada ac, dui. Mauris nibh leo, facilisis non, adipiscing quis,
ultrices a, dui.

Morbi luctus, wisi viverra faucibus pretium, nibh est placerat odio, nec commodo
wisi enim eget quam. Quisque libero justo, consectetuer a, feugiat vitae, porttitor eu,
libero. Suspendisse sed mauris vitae elit sollicitudin malesuada. Maecenas ultricies eros
sit amet ante. Ut venenatis velit. Maecenas sed mi eget dui varius euismod. Phasellus
aliquet volutpat odio. Vestibulum ante ipsum primis in faucibus orci luctus et ultrices
posuere cubilia Curae; Pellentesque sit amet pede ac sem eleifend consectetuer. Nullam
elementum, urna vel imperdiet sodales, elit ipsum pharetra ligula, ac pretium ante justo
a nulla. Curabitur tristique arcu eu metus. Vestibulum lectus. Proin mauris. Proin eu
nunc eu urna hendrerit faucibus. Aliquam auctor, pede consequat laoreet varius, eros
tellus scelerisque quam, pellentesque hendrerit ipsum dolor sed augue. Nulla neclacus.

Suspendisse vitae elit. Aliquam arcu neque, ornare in, ullamcorper quis, commodo
eu, libero. Fusce sagittis erat at erat tristique mollis. Maecenas sapien libero, molestie
et, lobortis in, sodales eget, dui. Morbi ultrices rutrum lorem. Nam elementum ullam-
corper leo. Morbi dui. Aliquam sagittis. Nunc placerat. Pellentesque tristique sodales
est. Maecenas imperdiet lacinia velit. Cras non urna. Morbi eros pede, suscipit ac, va-
rius vel, egestas non, eros. Praesent malesuada, diam id pretium elementum, eros sem
dictum tortor, vel consectetuer odio sem sed wisi.

Sed feugiat. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nasce-
tur ridiculus mus. Ut pellentesque augue sed urna. Vestibulum diam eros, fringilla et,
consectetuer eu, nonummy id, sapien. Nullam at lectus. In sagittis ultrices mauris. Cu-
rabitur malesuada erat sit amet massa. Fusce blandit. Aliquam erat volutpat. Aliquam
euismod. Aenean vel lectus. Nunc imperdiet justo nec dolor.



Etiam euismod. Fusce facilisis lacinia dui. Suspendisse potenti. In mi erat, cursus id,
nonummy sed, ullamcorper eget, sapien. Praesent pretium, magna in eleifend egestas,
pede pede pretium lorem, quis consectetuer tortor sapien facilisis magna. Mauris quis
magna varius nulla scelerisque imperdiet. Aliquam non quam. Aliquam porttitor quam
a lacus. Praesent vel arcu ut tortor cursus volutpat. In vitae pede quis diam bibendum
placerat. Fusce elementum convallis neque. Sed dolor orci, scelerisque ac, dapibus nec,
ultricies ut, mi. Duis nec dui quis leo sagittis commodo.

10.1. Trabajos futuros
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—— APENDICE A

Publicaciones

Las referencias que siguen contienen aportes fundamentales realizados por el autor de
esta tesis y se relacionan directamente o bien con los problemas estudiados en ella o
bien con la situacién que la enmarca desarrollada en la introduccion.

A.1. Internacionales con referato

[1] G. Theler. «Unstructured Grids and the Multigroup Neutron Diffusion Equa-
tion». Inglés. En: Science and Technology of Nuclear Installations 2014:641863 (2013).

[2] G.Thelery F.]. Bonetto. «On the stability of the point reactor kinetics equations».
Inglés. En: Nuclear Engineering and Design 240.6 (jun. de 2010), pags. 1443-1449.

[3] G. Theler y col. «A coupled calculation suite for Atucha II operational transients
analysis». Inglés. En: Science and Technology of Nuclear Installations 2011:785304
(2011).

A.2. Nacionales con referato

[4] Theler G. «Simulacién de Experimentos de Estabilidad en Flujo de Dos Fases Aco-
plando RELAP a un Cédigo Externo de Control Inteligente Basado en Légica Di-
tusa». En: Mecdnica Computacional XXVIIL.Number 37, Heat Transfer (B) (2009),
pégs. 3169-3183.

[5] Theler G. y Freis D. «Theoretical Critical Heat Flux Prediction Based on Non-
Equilibrium Thermodynamics Considerations of the Subcooled Boiling Pheno-
menon». Inglés. En: Mecidnica Computacional XXX.Number 19, Heat Transfer (B)
(2011), pags. 1713-1732.

[6] Gomez Omil J. P. y col. «Implementation of an External Code for the Control
and Protection System of Atucha I Nuclear Power Plant». Inglés. En: Mecinica
Computacional XXXIIL.Number 44, Computational Aplications in Nuclear Tech-
nology (A) (2014), pags. 2819-2830 (vid. pag. 3).

[7] G. Theler. «Geometric Optimization of Nuclear Reactor Cores». Inglés. En: Mecd-
nica Computacional XXXIL.Number 32 Optimization and Control (2013), pags. 2659-2709.

[8] G. Theler. «On the design basis of a new core-level neutronic code written from
scratch». Inglés. En: Mecdnica Computacional XXXIII.Number 48, Numerical Met-
hods in Reactor Physics (B) (2014), pags. 3169-3194.



[9]

G. Theler, J. P. Gémez Omil y O. Mazzantini. «A coupled scheme for the determi-
nistic safety transient analysis of the Atucha I Nuclear Power Plant». Inglés. En:
Mecdnica Computacional Volume XXXIILNumber 45 Computational Aplications in
Nuclear Technology (B) (2014), pags. 2939-2955 (vid. pags. 3, 9).

G. Theler, J. P. Gémez Omil y E. Pellegrino. «A shared-memory-based coupling
scheme for modeling the behavior of a Nuclear Power Plant core». Inglés. En:
Mecinica Computacional XXXILNumber 18 Multiphysics (2013), pags. 1501-1517
(vid. pags. 3, 19).

A.3. Actas de Congresos

[11]

[12]

[15]

[16]

[17]

[18]

Tarazaga A., Theler G. y Roqueta D. «Desarrollo de la neutrénica del segundo
sistema de extincion de la Central Nuclear Atucha I para suimplementacién en un
esquema de acople completo de control, termohidraulica y neutrénica». En: Actas
de la XLI Reunion Anual de la Asociacion Argentina de Tecnologia Nuclear. Buenos
Aires, 2014 (vid. pags. 8, 10).

Roqueta D., Tarazaga A. y Theler G. «Célculo de Secciones Eficaces Condensadas
a 2 Grupos, para Simulacién de Transitorios con Inyeccién Rapida de Boro Enri-
quecido». En: Actas de la XLI Reunién Anual de la Asociacién Argentina de Tecnologia
Nuclear. Buenos Aires, 2014 (vid. pag. 5).

Theler G. «Generalizacion del c6digo neutrénico PCE para su aplicacién a Atu-
cha I». En: Actas de la XLI Reunion Anual de la Asociacion Argentina de Tecnologia
Nuclear. Buenos Aires, 2014 (vid. pags. 3, 6, 8).

Theler G. y Mazzatini O. «Desarrollo de capacidades locales para ingenieria de
licenciamiento de centrales nucleares: evaluacién de los efectos de la inyecciéon
de boro de emergencia». En: Congreso Ingenieria 2014, Buenos Aires. Buenos Aires,
2014 (vid. pag. 4).

Theler G. y col. «Desarrollo y acople de cédigos de célculo para simulacién de
transitorios de operacién de la Central Nuclear Atucha II». En: Actas de la XXXVI
Reunién Anual de la Asociacién Argentina de Tecnologia Nuclear. Buenos Aires, 2009.

Di Cesare J. y col. «Inclusién del simulador de Teleperm XS en la suite de calculo
acoplada DyPRA para transitorios de operacién de Atucha II». En: Actas de Ia
XXXVIII Reunion Anual de la Asociacion Argentina de Tecnologia Nuclear. Buenos
Aires, 2011.

Go6mez Omil ].P, Theler G. y Mazzantini O. «Esquema de acople entre RELAP
y cédigos de control para el cdlculo de transitorios de seguridad en la Central
Nuclear Atucha II». En: Actas de la XXXIX Reunién Anual de la Asociacion Argentina
de Tecnologia Nuclear. Buenos Aires, 2012.

Rivero M. y Theler G. «Optimization of the numerical solution of the nuclear
reactor neutron diffusion equation». Inglés. En: Congreso Mundial y Exposicion In-
genieria 2010, Buenos Aires. Buenos Aires, 2010.
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[19] Rivero M. y col. «Desarrollo y acople de cédigos de calculo para simulacién de
transitorios de operacién de la Central Nuclear Atucha II». En: Actas de la XXX VII
Reunién Anual de la Asociacion Argentina de Tecnologia Nuclear. Buenos Aires, 2010.

[20] Garbero R. y col. «<Emulacién del control de potencia y nivel de presurizador con
la suite de calculo acoplado DyPRA en transitorios de operacién de Atucha II».
En: Actas de la XXXIX Reunién Anual de la Asociacién Argentina de Tecnologia Nu-
clear. Buenos Aires, 2012.

[21] G. Theler, F. J. Bonetto y A. Clausse. «Optimizacién de parametros en reactores
de potencia: base de disefio del codigo neutrénico milonga». En: Reunion Anual
de la Asociacion Argentina de Tecnologia Nuclear XXXVII (2010).

[22] G. Theler, F. J. Bonetto y A. Clausse. «Solution of the 2D IAEA PWR Benchmark
with the neutronic code milonga». Inglés. En: Actas de la Reunién Anual de la Aso-
ciacion Argentina de Tecnologia Nuclear XXXVIII (2011).

A.4. Informes Técnicos

[23] M. Rivero. Optimizacién computacional del cédigo PCE. Inf. téc. 10105-G-IT-007. TEC-
NA S.A., 2010.

[24] G. Theler. Cilculo de condiciones de estado estacionario de la CNA2 con DyPRA. Inf.
téc. 10105-G-IT-019. TECNA S.A., 2012.

[25] G. Theler. On the design basis of a new core-level neutronic code written from scratch: the
milonga free nuclear reactor core analysis code. Inglés. Inf. téc. WA-MI-AR-14-11D3.
2014.

[26] G. Theler. On the implementation of reactor control and protection systems as Fortran
routines and data exchange mechanisms between RELAP and other codes. Inglés. Inf.
téc. 10527-N-1T14-102. TECNA S.A., 2014 (vid. pag. 3).

[27] G. Theler. RELAP5CPL: Extension del cédigo RELAP para permitir la realizacion de
simulaciones termofluidodindmicas acopladas con codigos de cilculo externos. Inf. téc.
10105-G-IT-001. TECNA S.A., 2010 (vid. pag. 3).

[28] G. Theler. Verificacion de la geometria discretizada de las barras de control de ln CNA2
en el cédigo neutronico de niicleo PCE. Inf. téc. 10105-G-IT-103. TECNA S.A., 2013.

[29] G. Theler y M. Rivero. PUMITACPL: Extension del Programa Cinético Espacial de
cdlculo neutrénico 3D para permitir simulaciones con realimentacion termohidrdulica y
sefiales de control externas. Inf. téc. 10105-G-IT-004. TECNA S.A., 2010.

A.5. Tesis y Monografias
[30] German Theler. Andlisis no lineal de inestabilidades en el problema acoplado termohidrdulico-

neutronico. Tesis de la Carrera de Maestria en Ingenieria, Instituto Balseiro. 2008
(vid. pag. 13).
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[31]

[32]

German Theler. Controladores basados en logica difusa y loops de conveccion natural
caéticos. Proyecto Integrador de la Carrera de Ingenieria Nuclear, Instituto Balsei-
ro. 2007 (vid. pag. 13).

German Theler. Difusion de neutrones en mallas no estructuradas: comparacion en-
tre voliimenes y elementos finitos. Monografia Final de la materia “Introduccién al
método de elementos finitos”, Universidad de Buenos Aires. 2013 (vid. pag. 19).
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—— APENDICE B

Software utilizado

To understand recursion, you must first understand recursion.

No hacemose referencia explicita a ningtin programa que no sea libre, especialmente
aquellos de calculo.
Debian GNU/Linux.

B.1. Bibliotecas utilizadas por milonga

B.1.1. PETSc
B.1.2. SLEPc

B.2. Herramientas computacionales de ingenieria

B.2.1. Gmsh
B.2.2. Paraview
B.2.3. FreeCAD
B.2.4. Pyxplot
B.2.5. Gnuplot

Ver bien la licencia de gnuplot.



B.3.

B.3.1.
B.3.2.
B.3.3.
B.3.4.
B.3.5.
B.3.6.
B.3.7.

B.4.

B.4.1.
B.4.2.
B.4.3.
B.4.4.

Desarrollo de software

GNU Compiler Collection
GNU Debugger

Python

Bash

Valgrind

Mercurial

Netbeans

Preparacion de documentacion
XFETEX

Kile

Inkscape

Gimp
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—— AprENDICE C

Geometrias y mallas programaticas

Even though the UNIX system introduces a number of innovative programs and techniques, no single
program or idea makes it work well. [...] Many UNIX programs do quite trivial things in isolation, but,
combined with other programs, become general and useful tools.

Brian Kernighan and Rob Pike, The UNIX Programming Environment, 1984

# clean old files
./ clean.sh
for i in atucha candu; do

# generate the array programatically with FreeCAD+Python
python array.py ${i}

# call gmsh to get the 2d figure out of the BREP geometry
cat << EOF > 2d.geo

Merge ’“array2d.geo’;
Merge ’“array—${i}.brep’;
Print “array2d—-${i}.svg’;

Exit;

EOF

gmsh 2d.geo
# idem 3d

cat << EOF > 3d.geo
Merge ’array3d.geo’;
Merge “array—${i}.brep’;
Mesh 3;
Print "array3d—${i}—mesh.png’;
Exit;
EOF
gmsh 3d.geo

# fine—tune the resulting figures
inkscape array2d—${i}.svg —export—pdf=array2d—-${i}.pdf —export—area-
convert —trim —units pixelsperinch —density 450 array3d—-${i}—freecad.



convert —trim —units pixelsperinch —density 340 array3d—${i}—mesh.png
done

#/usr/bin/python
import math

import sys
sys.path.append(”/home/gtheler/codigos/3ros/build/FreeCAD_sf_master/bui

from PyQt4 import QtCore, QtGui
import FreeCAD, FreeCADGui

if (len(sys.argv) < 2):
print “provide array, type”
sys.exit ()

arraytype = sys.argv|[1]

FreeCADGui . showMainWindow ()
doc = FreeCAD.newDocument ()

if (arraytype == “candu”):
nx = 5
ny = 4
pitch = 285.75
rad = 59.5

hactive = 1000
deltay = pitch
elif (arraytype == "atucha”):

nx = 5

ny = 5

pitch = 272.0
rad = 55.0

hactive = 1000

deltay = pitch*math.cos(math.pi/6)
else:

print “unknown array type”

sys.exit ()

__objs__= []
c =20
x0 = 0.5%(1400 — (nx—1)*pitch)
y0 = 0.5%(1100 — (ny—1)*deltay)
for j in range(0, ny):
for i in range(0, nx):
c = c+1;
if arraytype == “atucha” and (-—-1)**j > O:
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offsetx = 0.5*pitch
else:

offsetx 0

doc.addObject (”Part:: Cylinder”,”Cylinder”)

doc. ActiveObject.Label = ”canal_%03d” % (c)

canal = doc. ActiveObject

canal.Placement = App.Placement(App. Vector (x0+offsetx+i*pitch,
canal.Radius = rad

canal . Height = hactive

#canal.ShapeColor = (0.25,0.74,0.80)

#doc.getObject (" Cylinder ”). ShapeColor = (0.31,0.36,0.80)
#doc.getObject (" Cylinder006 ”). ShapeColor = (0.80,0.51,0.80)
#doc.getObject (" Cylinder005”). ShapeColor = (0.43,0.73,0.80)

__objs__ .append(canal)

Gui.activeDocument (). activeView (). setAnimationEnabled (False)
Gui. activeDocument (). activeView (). viewTop ()
Gui.SendMsgToActiveView (”ViewFit”)

doc.recompute ()

import Part
Part.export(__objs__ ,u”array— %s .brep” %(arraytype))

import ImportGui

ImportGui. export(__objs__ ,u”array— % .step” %(arraytype))
ImportGui.export(__objs__ ,u”array2d— %s—freecad .svg” %(arraytype))
ImportGui.export(__objs u”array2d— % —freecad . pdf” %(arraytype))
del __objs__

——

#Gui.activeDocument (). activeView (). viewAxometric ()

Gui.activeDocument (). activeView ().setCameraOrientation (FreeCAD. Rotation
Gui.SendMsgToActiveView (” ViewFit”)

doc.recompute ()

Gui. activeDocument (). activeView ().savelmage (u”array3d— % —freecad . png” %(
doc.saveAs(u”array—%s . fcstd” %(arraytype))

Geometry. Points = 1;
Geometry.Lines = 1;
Geometry. Surfaces = 1;

General . SmallAxes 0;

|
(e

General . TrackballQuaternion0 =
General . TrackballQuaternionl =

I
(@)
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I
(a]

General . TrackballQuaternion?2
General . TrackballQuaternion3 = 1;

General . GraphicsWidth = 1300;
General . GraphicsHeight = 800;

Geometry.Color. Points = {255,255,255};

Geometry . Color.Lines = {0,0,0};

// este es el promedio del celeste O0x9deace y del gris Oxaaaaaa
Geometry.Color. Surfaces = {163,202,204};

// snap para que queden los dos pdfs del mismo tamanio
// y se vea la diferencia en pitch y en diametro de canales
Point(1) = {0, 0, 0, 1.0};

Point(2) = {1400, 1100, 0, 1.0};
Geometry . Points = 1;
Geometry . Lines = 1;

Geometry. Surfaces = 1;

General . SmallAxes

0,

General . TrackballQuaternion0 =
General . TrackballQuaternionl
General . TrackballQuaternion?2
General . TrackballQuaternion3 =

e N

Il
— O O O

N

N

General . GraphicsWidth = 1300;
General . GraphicsHeight = 800;

Geometry . Color.Points = {255,255,255};

Geometry . Color.Lines = {0,0,0};

// este es el promedio del celeste 0x9deaee y del gris Oxaaaaaa
Geometry.Color.Surfaces = {163,202,204};

// snap para que queden los dos pdfs del mismo tamanio

// y se vea la diferencia en pitch y en diametro de canales
Point(1) = {0, 0, 0, 1.0};

Point(2) = {1400, 1100, 0, 1.0};
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—— APENDICE D

Apéndice matematico

Pure mathematics consists entirely of assertions to the effect that, if such and such a
proposition is true of anything, then such and such another proposition is true of that

thing. [...] Thus mathematics may be defined as the subject in which we never know what

we are talking about, nor whether what we are saying is true.
Bertrand Russell, Recent Work on the Principles of Mathematics, 1901.

D.1. Integracion sobre la esfera unitaria

/4 Qm . QZ - QPdQ =0 si alguno de m, n, 6 p es impar (D.1)
.
/ Q- QA = — - 3 (D.2)
4m

D.2. Polinomios de Legendre

D.3. Armonicos esféricos

D.4. Oscilaciones numéricas en problemas de transporte

D.5. Identidades de Green

En la mayoria de los textos académicos los ejemplos tratan con situaciones en las que
la funcién 6(x) (que corresponde al coeficiente de difusién o la conductividad térmica
por ejemplo) como uniforme. En estos casos, los autores extraen fuera de la integral este
factor y contintian aplicando el teorema de la divergencia tal como todos aprendimos
en nuestros primeros afios universitarios. Sin embargo, la reduccién del orden es posi-
ble atin para coeficientes dependientes del espacio aplicando la segunda identidad de
Green, que consiste en una extension de la integracién por partes a varias dimensiones
y que a falta de poder referenciar una demostracién que me convenza, propongo una
para el caso bidimensional en este apéndice siguiendo la metodologia de desarrollar



Figura D.1: Representacién visual de los primeros armaonicos esféricos reales. Las funciones son positivas en las

N

regiones azules y negativas en las amarillas. La distancia desde la superficie al origen indica el valor de Yzm(ﬂ)

en la direccién angular Q (autor Ifigo Quilez, licencia Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported,
fuente Wikipedia).
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Figura D.2: Dominio U € R? definido por las curvas c(y) y d(y) y por los puntos a y b.
los términos vectoriales en expresiones escalares y luego volver a escribirlos en forma
vectorial.

Teorema D.1 (Segunda Identidad de Green) En undominioconexoU € R?,sean6(z,y) :
R? — Ry v (z,y) : R? — R? funciones continuas, entonces

/ O(x,y) - div [@b(x,y)} dr dy = — / gmd[@(x,yﬂ ~p(x,y) dedy
U U

+ 0(z,y) - [¢(z,y) -n] dS

ou

DemostrACION Podemos escribir la integral que queremos calcular como

. _ [ Ot
/U@(x,y)-dlv [%(x, y)] dwdy—/a /C(y) b(z,y) - - dedy

X

b rd(y) o
+/ / O(x,y) - —2 dz dy
a Je(y) ay

donde las funciones ¢(y) y d(y) junto con las constantes a y b definen el dominio U
en R? (figura D.2). Prestando atencion ahora a la integral sobre = del primer término
del miembro derecho, podemos integrar por partes

d(y) o d(y) o0
O(x,y) - Idx:—/ Vo2, y) - — dx
/C(y) O c(y) O

+ [t (d(y),y) - 0(d(y), y)] — [¢a(c), y) - 0(c(y), y)]

Al volver a integrar esta expresion con respecto a y entre a y b obtenemos
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b prd(y) O, b pd(y) 90
/a /C(y) 0(z,y) - o dx dy = / /C(y) Vo, y) - %dxdy

Podemos ver que las tltimas dos integrales son las integrales de linea de la expre-
sién 1, (x) - 0(x) a lo largo de las lineas d(y) y c(y) respectivamente, cuya resta da por
definicién la integral sobre la frontera OU del dominio U (figura D.2). Luego

[L)

Analogamente para las expresiones de v, tenemos

b 00
—— [ [ e G ey [ vata)otangds
c(y) €z U

/ / O(z,y)- wy dr dy = / / Yy(z,y)- 29 dx dy+ wy(ﬂﬁ,y)ﬂ(a?,y)%y ds

Recordando que la integral que queremos calcular era igual a

/Qxy d1V (xy da:dy—//

d(y)
/ / 0(x,y) y dx dy

entonces

, bordw 00 90
/U9(fc,y)-dlv [¥(z,y)] dxdy:—/a /C(y) {%(w,y)-%ﬂby(x,y)-a—y} dzx dy
+/ [Wa(z,y) - 0(x,y) - nw + y(2,y) - 0(z,y) - ny| dS
oU

de donde sigue la tesis del teorema. O

D.6. Cuadratura numérica de Gauss

La integraciéon numeérica de una cierta funcién f(z) en el intervalo [—1 : 1] consiste en
escribir una aproximacién

/ d$~2a, x;)
~1
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Dependiendo de si es posible elegir o no tanto la cantidad N como los puntos in-
dividuales z; de evaluacién de la funcién f(z), existen varios métodos que proveen
aproximaciones de diferentes 6rdenes. Por ejemplo, si aproximamos el integrando me-
diante monomios de orden N, los coeficientes «; son la soluciéon de un sistema lineal
de ecuaciones (i.e. hay que invertir una matriz) pero las integrales de los términos in-
dividuales son triviales. Si interpolamos f(x) con polinomios de Lagrange, podemos
calcular facilmente los coeficientes pero las expresiones para las integrales presentan
cierta complejidad. En particular, si los puntos z; son elegidos en forma equiespaciada
en el intervalo, entonces el método de cuadratura tiene nombre propio y es el conocido
algoritmo de Newton-Cotes.

La cuadratura de Gauss que utiliza el c6digo milonga para construir las matrices
elementales no permite elegir libremente los puntos z; de interpolacién sino que éstos
son provistos por el método, a cambio de proveer una estimacién de la integral que es
exacta para polinomios de grado 2n — 1 o menor. A continuacién mostramos una de las
tantas deducciones posibles.

D.6.1. Una dimension

Consideremos la funcién F'(z) definida como

= [Z f(xi) - li(z)

donde P(z) es el polinomio de orden N

n—1
) Zﬁz’ - X
=0

Pz)=(zr—x1) (x —x3)...(x — x,)
y /;(x) es el polinomio de Lagrange de orden NV — 1 correspondiente al punto z;
(x—x1) (. —ma) ... (x — ;1) - (x —2441) ... (x — xN)
(5 — 1) - (g —x2) ... (25 — 1) - (25 — Tigr) - (@ — )

La funcién F(x) es una aproximacién del integrando f(z). En efecto, si evalua-
mos F'(z) en alguno de los puntos de integracién z; (que debemos calcular), obtenemos

[foz- (z;)

dado que /;(z;) = 0;; y P(x;) = 0. El método de Gauss propone estimar la integral
de f(x) como la integral de F'(x)

li(z) =

+ P(x; Zﬁz '~ f(x) = f(x)

:1 f(z)dx =~ /_H F(x)d :/_H [Z Fz2) - () da

1

ENJ[ [ twa] f<xi>+]jz_:@ [ rwata]
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eligiendo los NV puntos de integracién z; de forma tal que se anule el dltimo término,
es decir

+1
/ P(x)-2"dr =0

-1
para todo & = 1,..., N, donde debemos recordar que P(x) depende de la eleccién de
los puntos ;.

Fijado N y calculados los puntos de integracion x;—Illamados puntos de Gauss—los

pesos «; resultan
+1
a; = [/ li(x) d:v]
-1

Luego la cuadratura de la funcién f(z) con N puntos de Gauss es

+1 N
f(z)de =~ Z a; - f(x;) (D.3)
-1 i=1
Para N = 1, la solucién es
r1=0 ap =2
Para N = 2,
.I‘l:—\/]./?) ()élzl
$2:+\/1/3 042:1
Para N = 3,
X1 = — 3/5 o = 5/9
.CITQZO (6%} :8/9
ZL‘3:+\/3/5 (1/3:5/9

D.6.2. Dos dimensiones

Si queremos calcular la integral doble de una funcién f(z,y) en el intervalo [—1 : 1] x
[—1:1]

+1  pl
/ f(x,y)dx dy
-1 Ja
entonces primero aproximamos la integral con respecto a « usando la ecuacién (D.3)

N

/ + [Z - y>] dy
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Podemos aproximar ahora la integral con respecto a y usando cuadratura de Gauss,
utilizando ahora el subindice j para indicar los puntos de integracién sobre la variable y

£ [ o]

j=1

con lo que la generalizacién a dos dimensiones queda

1 ptl
/ f(x y)drdy ~ ZZ ;) - f(xi,y5)

7j=1 =1
(—0.577,0.577) (0.577,0.577)
[ ] [

L. . .

(—=0.577,—0.577) (0.577,—0.577)

Figura D.3: Puntos de Gauss en dos dimensiones para N = 2
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—— APENDICE E

El método de los elementos finitos

Etiam ac leo a risus tristique nonummy. Donec dignissim tincidunt nulla. Vestibulum
rhoncus molestie odio. Sed lobortis, justo et pretium lobortis, mauris turpis condimen-
tum augue, nec ultricies nibh arcu pretium enim. Nunc purus neque, placerat id, im-
perdiet sed, pellentesque nec, nisl. Vestibulum imperdiet neque non sem accumsan lao-
reet. In hac habitasse platea dictumst. Etiam condimentum facilisis libero. Suspendisse
in elit quis nisl aliquam dapibus. Pellentesque auctor sapien. Sed egestas sapien nec lec-
tus. Pellentesque vel dui vel neque bibendum viverra. Aliquam porttitor nisl nec pede.
Proin mattis libero vel turpis. Donec rutrum mauris et libero. Proin euismod porta felis.
Nam lobortis, metus quis elementum commodo, nunc lectus elementum mauris, eget
vulputate ligula tellus eu neque. Vivamus eu dolor.

Nulla in ipsum. Praesent eros nulla, congue vitae, euismod ut, commodo a, wisi.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Aenean nonummy magna non leo. Sed felis erat, ullamcorper in, dictum non,
ultricies ut, lectus. Proin vel arcu a odio lobortis euismod. Vestibulum ante ipsum pri-
mis in faucibus orci luctus et ultrices posuere cubilia Curae; Proin ut est. Aliquam odio.
Pellentesque massa turpis, cursus eu, euismod nec, tempor congue, nulla. Duis vive-
rra gravida mauris. Cras tincidunt. Curabitur eros ligula, varius ut, pulvinar in, cursus
faucibus, augue.

Nulla mattis luctus nulla. Duis commodo velit at leo. Aliquam vulputate magna et
leo. Nam vestibulum ullamcorper leo. Vestibulum condimentum rutrum mauris. Donec
id mauris. Morbi molestie justo et pede. Vivamus eget turpis sed nisl cursus tempor.
Curabitur mollis sapien condimentum nunc. In wisi nisl, malesuada at, dignissim sit
amet, lobortis in, odio. Aenean consequat arcu a ante. Pellentesque porta elit sit amet
orci. Etiam at turpis nec elit ultricies imperdiet. Nulla facilisi. In hac habitasse platea
dictumst. Suspendisse viverra aliquam risus. Nullam pede justo, molestie nonummy,
scelerisque eu, facilisis vel, arcu.

Curabitur tellus magna, porttitor a, commodo a, commodo in, tortor. Donec inter-
dum. Praesent scelerisque. Maecenas posuere sodales odio. Vivamus metus lacus, va-
rius quis, imperdiet quis, rhoncus a, turpis. Etiam ligula arcu, elementum a, venenatis
quis, sollicitudin sed, metus. Donec nunc pede, tincidunt in, venenatis vitae, faucibus
vel, nibh. Pellentesque wisi. Nullam malesuada. Morbi ut tellus ut pede tincidunt porta.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Etiam congue neque id dolor.

Donec et nisl at wisi luctus bibendum. Nam interdum tellus ac libero. Sed sem jus-
to, laoreet vitae, fringilla at, adipiscing ut, nibh. Maecenas non sem quis tortor eleifend
fermentum. Etiam id tortor ac mauris porta vulputate. Integer porta neque vitae mas-
sa. Maecenas tempus libero a libero posuere dictum. Vestibulum ante ipsum primis



in faucibus orci luctus et ultrices posuere cubilia Curae; Aenean quis mauris sed elit
commodo placerat. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia nostra,
per inceptos hymenaeos. Vivamus rhoncus tincidunt libero. Etiam elementum pretium
justo. Vivamus est. Morbi a tellus eget pede tristique commodo. Nulla nisl. Vestibulum
sed nisl eu sapien cursus rutrum.
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