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Modelos matematicos,
métodos numéricos y
herramientas computacionales




——CariTurLo 1

Transporte y difusion de neutrones

In an enterprise such as the development nuclear physics

the difference between ideas, hopes, suggestions and theoretical
calculations, and solid numbers based on measurement, is paramount.
All the committees, the politicking and the plans would have come

to naught if a few unpredictable nuclear cross sections

had been different from what they are by a factor of two.

Emilio Segré

En este capitulo introducimos las ecuaciones que modelan el transporte de neutrones
en el ntcleo de un reactor nuclear con los siguientes objetivos:

= fijar las ideas sobre las que se basa el c6digo neutrénico desarrollado

» declarar las suposiciones, aproximaciones y limitaciones de los modelos matema-
ticos utilizados

» definir una nomenclatura consistente para el resto de la tesis.

No buscamos explicar los fundamentos fisicos de los modelos matematicos ni rea-
lizar una introduccién para el lector lego. Para estos casos referimos al articulo [10] y
a la monografia [32]—ambos trabajos escritos por el autor de esta tesis—y a la litera-
tura clasica de fisica de reactores [38, 39, 34, 37, 40, 44]. Si bien gran parte del material
aqui expuesto ha sido tomado de estas referencias, hay algunos desarrollos matemati-
cos propios que ayudan a homogeneizar los diferentes enfoques y nomenclaturas para
poder sentar las bases de los esquemas numéricos implementados en el c6digo compu-
tacional descripto en el capitulo ?? de manera consistente. Para eso desarrollamos logica
y mateméticamente algunas ideas partiendo de definiciones bdsicas para arribar a ex-
presiones algebraicas que describen el problema de ingenieria que queremos resolver.
Por supuesto que las principales ecuaciones, resultados y conclusiones del capitulo son
conocidos desde los albores de la fisica de reactores alld por mediados del siglo XX. Sin
embargo, hemos vuelto a realizar algunos desarrollos con ciertos pasos matematicos
intermedios de forma tal que un profesional con conocimientos promedios de fisica de
neutrones pueda seguir el hilo y entender las ideas que forman la base de esta tesis.
Consideramos que la construccion de la figura 1.7 que ilustra la utilizacién de armé-
nicos esféricos para expandir el flujo angular o la derivacion de la ley de Fick en la



>

/

T

Figura 1.1: Un neutrén individual (bola celeste), en un cierto tiempo ¢ € R esta caracterizado por la posi-
cion x € R3 que ocupa en el espacio, por la direccion €2 € R? en la que viaja y por su energia cinética E € R.

seccién 1.4.3 son ya de por si resultados parciales de este trabajo que podrian llegar a
tener algun tipo de interés para la comunidad académica.

Partiendo de ciertas suposiciones fisicas, operamos matematicamente utilizando 16-
gica deductiva, algebra y calculo para obtener las ecuaciones que vamos a resolver nu-
méricamente en la segunda parte del trabajo. En algunas ocasiones deberemos realizar
ciertas aproximaciones matemadticas para obtener ecuaciones manejables. Dejamos el
analisis de las implicaciones fisicas de las aproximaciones realizadas para el final del
capitulo.

Para modelar matemdticamente el comportamiento de reactores nucleares de fisién
debemos primero poder caracterizar campos de neutrones arbitrarios a través de dis-
tribuciones matematicas sobre un dominio espacial de tres dimensiones. Més adelante
veremos como reducir el problema para casos particulares de dominios de una y dos
dimensiones. Para ello, vamos a suponer que [40]

1. podemos considerar a los neutrones como puntos geométricos

los neutrones viajan en linea recta entre colisiones

las interacciones neutrén-neutrén pueden ser despreciadas

podemos considerar a las colisiones entre neutrones y nticleos como instantdneas

las propiedades de los materiales son isotrépicas

SN

conocemos las propiedades de los niicleos y la composiciéon de los materiales y
éstas no dependen del tiempo

7. es suficiente que consideremos sélo el valor medio de la distribucién de densidad
espacial de neutrones y no sus fluctuaciones estadisticas



En la figura 1.1 ilustramos un neutrén puntual que a un cierto tiempo ¢ esta ubi-
cado en una posicién espacial x y se mueve en linea recta en una direccién €2 con una
energia F = 1/2 - mv?.

1.1. Secciones eficaces

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, elei-
fend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc
eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus
vel magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam
in tellus. Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim.
Vestibulum pellentesque felis eu massa.

Definicién 1.1. La seccion eficaz macroscopica total ¥, de un medio es tal que

Et‘dl‘

es la probabilidad de que un neutrén tenga una colision con el nticleo de algtn atomo
del material por el que viaja una distancia dz en linea recta. Es decir, la seccién efi-
caz macroscopica es el nimero de colisiones esperadas por neutrén y por unidad de
longitud lineal. Sus unidades son inversa de longitud, i.e. m™* 6 cm™*. O

Ademads de referirnos a la seccién eficaz (6 XS por su terminologia en inglés) total,
podemos particularizar el concepto al tipo de reacciéon £, es decir, ¥, - dz es la proba-
bilidad de que un neutrén tenga una reaccion de tipo k en el intervalo dz. En nuestro
caso particular, la reaccion genérica £ puede ser particularizada a

t total

¢ captura radiativa

f fision

a absorcién (X, + Xy)

s dispersion (scattering)

Las secciones eficaces macroscopicas dependen de la energia del neutrén incidente
y de las propiedades del medio que provee los niicleos blanco. Como éstas dependen
del espacio (usualmente a través de otras propiedades intermedias como por ejemplo
temperaturas, densidades o concentraciones de impurezas), en general las secciones
eficaces macroscopicas son funciones tanto del espacio x como de la energia E, es de-
cir 3y, = X (x, E).

Una forma de incorporar el concepto de seccién eficaz macroscdpica es pensar que
ésta proviene del producto de una seccién eficaz microscépica o, y una densidad at6-
mica n del medio

Ek:crk-n
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Figura 1.2: Interpretacién de la seccién eficaz microscépica como el area asociada a un nucleo transversal a la
direccién de viaje del neutrdén incidente.
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Figura 1.3: Dependencia de la seccion eficaz microscopica de absorciéon o, con respecto a la energia E del
neutrén incidente para diferentes is6topos blanco.



La magnitud oy, tiene unidades de 4rea (tipicamente del orden de 10~2* cm?, unidad
que llamamos barn') y se interpreta como el drea asociada a un ntcleo transversal a la
direccién de viaje de un neutrén tal que si este neutrén pasara a través de dicha érea,
se llevaria a cabo una reaccién de tipo k (figura 1.2). Las secciones eficaces microscé-
picas dependen no solamente de las propiedades nucleares de los nticleo blanco sino
que también dependen fuertemente de la energia E' del neutrén incidente, llegando a
cambiar varios 6érdenes de magnitud debido a efectos de resonancias como podemos
observar en la figura 1.3. Ademads, o}, depende de la temperatura 7" del medio que de-
fine la forma en la cual los 4&tomos se mueven por agitacion térmica alrededor de su
posicién de equilibrio ya que se produce un efecto tipo Doppler entre el neutrén y el
nucleo blanco que modifica la seccién eficaz microscépica [35, 36]. Por lo tanto, para un
cierto isétopo, o, = oy (E, T).

Por otro lado, la densidad atémica n del medio depende de la densidad termodinéa-
mica p, que a su vez depende de su estado termodindmico usualmente definido por la
presién p y la temperatura 7. Como estas variables pueden depender de forma arbitra-
ria del espacio x, podemos escribir efectivamente

Sp=n-op = n(p(x), T(x)) - O (E,T(x)) =(x, E)

Las ideas presentadas son validas para un tinico isétopo libre de cualquier influencia
externa. En los reactores nucleares reales, por un lado existen efectos no lineales como
por ejemplo el hecho de los d&tomos de hidrégeno o deuterio y los de oxigeno no estan
libres en la molécula de agua, que hacen que las secciones eficaces de el todo (i.e. de un
conjunto de atomos enlazados covalentemente) no sean iguales a la suma algebraica
de las partes y debamos calcular las secciones eficaces macroscépicas con una meto-
dologia més apropiada (ver seccién 1.6.1 y referencia ??). Por otro lado, justamente en
los reactores nucleares las reacciones que interesan son las que dan como resultado la
transmutaciéon de materiales por lo que continuamente la densidad atémica n de todos
los is6topos varia con el tiempo. En este trabajo, no vamos a tratar con la dependencia
de las secciones eficaces con el tiempo explicitamente sino que llegado el caso, como
discutimos en la seccién 1.6, daremos la dependencia implicitamente a través de otras
propiedades intermedias tales como la evolucién del quemado del combustible y/o la
concentracién de xenén 135 en la matriz de diéxido de uranio.

A partir de este momento suponemos que conocemos las secciones eficaces macros-
copicas en funcién del vector posicién x para todos los problemas que planteamos.

1.1.1. Dispersion de neutrones

Cuando un neutrén que viaja en una cierta direccién €2 con una energia F colisiona
con un nucleo blanco en una reaccién de dispersion o scattering, tanto el neutrén como
el nicleo blanco intercambian energia. En este caso podemos pensar que luego de la
colisién, el neutrén incidente se ha transformado en otro neutrén emitido en una nueva

1Se dice que durante las primeras mediciones experimentales de secciones eficaces los fisicos ameri-
canos esperaban encontrar resultados del orden de las areas transversales asociadas a los tamafios geo-
métricos de los ntcleos. Pero encontraron valores mucho mds grandes, por lo que decian a modo de
broma “this cross section is as big as a barn.”



direccién €2’ con una nueva energia E’. Para tener este efecto en cuenta, utilizamos el
concepto que sigue.

Definicion 1.2. La seccion eficaz de scattering diferencial 3, tal que

S, (x,Q = Q' E — E)dY dE'

es la probabilidad por unidad de longitud lineal que un neutrén de energia E viajando
en la direccion €2 sea dispersado hacia un intervalo de energia entre ' y £/ + dE' y a
un cono d<Y’ alrededor de la direccién €Y' O

Utilizando argumentos de simetria, podemos demostrar que la seccién eficaz di-
ferencial de scattering ¥, sélo depende del producto interno ;1 = €2 - Q’ y no sepa-
radamente de 2 y de €’ (figura 1.4). Entonces podemos escribir la dependencia co-
mo ¥,(x, — Q' E — E') 6 como ,(x, u, E — E'), siempre y cuando tengamos en
cuenta que

1
/&@Q%QE%EMQZ/E&%E%FH#
47

-1

lo que implica que
S, E— B =218,(x,Q = Q' E — E)

Este abuso de notacion es histérico y susceptible de provocar confusiones. Al escribir
la probabilidad de scattering de € hacia €’ sé6lo en funcién del producto interno y es-
tamos teniendo en cuenta todas las posibles direcciones de salida tales que p = €2 - €.
Como podemos observar en la figura 1.4, esto es 27 veces la probabilidad de que el
neutrén sea dispersado en la direccién €2’ solamente. En los pérrafos siguiente explici-
tamente diferenciamos uno de otro caso.

Figura 1.4: Debido a la simetria azimutal, el scattering no depende de las direcciones Q y de ) en forma
separada sino que depende del coseno del angulo entre ellas ;1 = €2 - €)',



En general podemos separar a la seccién eficaz diferencial en una seccién eficaz
total ¥, y en una probabilidad de distribuciéon angular y energética f, tal que
S, Q= YV E—-E)=%,,x,E)- f,( = Q. E— E (1.1)
6 bien
S, 4, E = E') =%, (x, E) - fs(u, E — E') (1.2)

En ambos casos, X, es la seccion eficaz macroscépica total de scattering, que da la
probabilidad por unidad de longitud de que un neutrén de energia £ inicie un proceso
de scattering. La funcién f; describe la distribucién de neutrones emergentes. Podemos
integrar ambos miembros de las ecuaciones (1.1) y (1.2) con respectoa F',y a ¥ y a
respectivamente, y despejar X, para obtener su definiciéon

o] o] 1
/ / S (x, Q= QU E — E)dQY dE' / / Yo, 1, E — E')dudE'
_ J0 4m _J0 —1

Est(xa E) - S R R R e’} 1
/ / £ =Y E— ENdY dE' / / fo(u, E = E')dudE'
0 4 0 -1

El denominador es igual a la cantidad de particulas emitidas luego de la reaccién,
que para el caso del scattering es igual a uno. Luego

00 0o 1

Y, (x, E) :/ / Y(x, Q= Q' E — E)dQY dE' :/ / Yo, 1, E — E')dpdE'
0 4 0 -1

(1.3)

Para tener en cuenta la dependencia de ¥, con p (en realidad de f; con 1) podemos
recurrir a una expansion en polinomios de Legendre (figura 1.5). En efecto, para dos
energias I/ y £’ fijas, ¥, depende de un tinico escalar —1 < ;¢ < 1 sin presentar singu-
laridades (i.e. es una funcién de cuadrado integrable) por lo que podemos escribir en
una base ortogonal de polinomios?

= 20+ 1
S (x, 1, B — E') = €T+ Yo, (6, E — E') - Py() (1.4)
=0
donde los coeficientes resultan ser
1
(%, F — E) = / S0 1, E — E') - Po(p) dp (15)
-1

2La definicién particular de la expansién en polinomios de Legendre de la ecuacién (1.4) es tal que
sea consistente con los usos y costumbres histéricos de la evaluacién de secciones eficaces (seccién 1.6.1)
y de cédigos de celda (seccién 1.6.2). Es posible dar otra definicién y desarrollar consistentemente la
matematica para llegar a las mismas ecuaciones finales, pero ello modificarfa la definicién de los coefi-
cientes de la expansién dados por la ecuacion (1.7) y haria que las secciones eficaces calculadas a nivel de
celda no puedan ser introducidas directamente en la entrada del c6digo de nticleo que describimos en
el capitulo ??. En particular, arribar a la ecuacién (1.9) es de interés para la consistencia de las secciones
eficaces entre cédigos de diferente nivel. Por ejemplo, la referencia [40] utiliza otra forma de expandir el
kernel de scattering que resulta en un factor dos de diferencia con respecto a la ecuacién (1.7).
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Figura 1.5: Primeros seis polinomios de Legendre Py(u), ¢ = 1,...,6. En el apéndice ?? damos la definicion

matematica y otras propiedades interesantes de estos polinomios.

dada la propiedad de ortogonalidad de la base de Legendre segtin la cual

1
2
P 'P/ d :—'6/
/1 (1) - P () dp TR

siendo d, la Delta de Kronecker

1 sit=1V
Oprr = . ,
0 sil#4

Para la dependencia con Q2 y (¥, la expansion y los coeficientes son respectivamente

o0

~ ~ 2 1 A~ A
S Q> Y EE)=)_ e4_+ S, (x, E— E') - P,(2- ) (1.6)
=0
Y, (X, E— E') = 27?/ S.(x,Q—= QY E— E)-P(S- Q) dY (1.7)
47

Es interesante notar que X,, sélo depende de ¥, . En efecto, reemplazando la expan-
sion dada por la ecuacién (1.4) en la ecuacién (1.3) tenemos



o0

o T ER20+1 ) ,
S, (x, E) = > 5 S E = E') - Pi(u) dudE
0 —1 =0

:/ [Z?Ese(va%El)'/ Py(p) dp

£=0 -1

dE’

Como todos los polinomios de Legendre son impares con respecto al argumento p
excepto Py(1) = 1, la integral sobre y es cero para todo ¢ > 0. Luego

o0 2 . 1 o0
5. (x, B) = /0 {%-ESO(X,E%E’)Q} B — /0 S (6 E — E)dE  (18)

Para fijar ideas, supongamos que tenemos scattering isotrépico en el marco de re-
ferencia del laboratorio.? Entonces 3, no depende de p y el tnico término diferente de
cero en la ecuacion (1.6) es £, que contiene informacién sélo sobre el cambio de energia
del neutrén con respecto a las condiciones de incidencia:

A, N 2041 , A e L :

Y. (x, Q= QY E— E) _;?Ese(x,E%E)-P@(Q~Q)_ S B = E)
(1.9)
Sien cambio el scattering resulta ser completamente eldstico e isotrépico en el marco
de referencia del centro de masa del sistema compuesto por el neutrén incidente y el
ntcleo blanco (condicién que se da si el blanco esté fijo en el marco de referencia del
reactor sin posibilidad de moverse por efectos térmicos), entonces a cada energia de
salida £’ le corresponde un tinico dngulo de scattering ;. a través de las leyes clasicas de

conservacion de energia y momento lineal. Para la dependencia en angulos de entrada
y salida [44] es

Y, (X, E) - % paraak < E' < E

0 de otra manera

So(x, 1, E — E') =

mientras que para la dependencia del coseno del d&ngulo de scattering [40] es

(k1 — o)
Y E) ————— E<FE <FE
s (X, E) (1= a)E paraal < E' <

0 de otra manera

S.x, Q= QY E— E) =

donde ahora () es la distribucién Delta de Dirac (no confundir con Kronecker) y

3Una expresion més apropiada segtin la potencial aplicacion industrial de los conceptos desarrollados
en esta tesis serfa “marco de referencia de la central nuclear.”

10



siendo A es el nimero de masa del nticleo blanco. Llamamos a la magnitud 1 coseno
medio de la dispersién. Esta nomenclatura 1 es general pero la expresion matematica
es particular para el caso de scattering eléstico e isotrépico en el marco de referencia del
centro de masa. En la ecuacién (1.11) generalizamos la definiciéon para cualquier tipo
de scattering.

La expresion para el (-ésimo coeficiente de la expansién en polinomios de Legendre
para aF < E' < E seguin la ecuacion (1.5) es

N S (x,E) /1 B S, (x,E)
Yy (x, E— E) = = o( — po) - Po(p) dp = A-ak Pi(o)
por lo que
, 2041
ZS<X7N>E_>E) Z— PE /LO) PE(M)

Tomando los dos primeros términos, podemos aproximar

Y., (x, B 1o -
w6 B) (1 3o p

(1-a)E 2

para oF < E' < E,y cero para £/ < aF 6 E' > E. Estas dos ideas nos permiten
introducir los siguientes conceptos.

S, 1, E — E') ~

Definicién 1.3. Decimos que hay scattering isotropico (a partir de ahora siempre nos vamos
a referir al marco de referencia del reactor) cuando los coeficientes de la expansién de la
seccion eficaz diferencial de scattering ¥,(x, 1, E — E’) en polinomios de Legendre son
todos nulos excepto el correpondiente a ¢ = 0. En este caso, la seccién eficaz diferencial
no depende del dngulo y vale la ecuacién (1.9):

. 1
Sx Q= ¥ E— E)=— 5, (xE— E) (1.9)
7i

Si ademads de ¥, resulta también X;, # 0 entonces decimos que el scattering es lineal-
mente anisotropico, y la seccion eficaz diferencial es la suma de la seccion eficaz total mas
un coeficiente por el coseno del dngulo de scattering:

26,9 = V. E— E) = 4i S E— E)+3-5,(x,E— E) - (Q : Q’)} (1.10)
T

Definimos ademas el coseno medio de la dispersion ji, para una ley de dispersién general
como

11



S, (x, E — E')dE'

Am (1.11)
/

/ / w-Ss(x, pu, E — E'dudE'

/ / s, E— E")dudFE'

Sy (X, E — E')dE'

50
]

En el caso de scattering general, i.e. no necesariamente isotrépico en algtin marco de
referencia y no necesarimente eldstico, debemos conocer o bien la dependencia explicita
de 2, con 2-Q’ (que puede ser aproximada mediante evaluaciones discretas) o bien una
cierta cantidad de coeficientes ,, de su desarrollo en polinomios de Legendre sobre .
En esta tesis trabajamos a lo mds con scattering linealmente anisotrépico, es decir, la
seccion eficaz diferencial de scattering estd dada por la ecuacién (1.10) y suponemos
que conocemos tanto X, como ¥, en funcién del espacio y de las energias antes de
resolver la ecuacion de transporte a nivel de ntcleo (ver seccion 1.6).

1.1.2. Fision de neutrones

Cuando un ntcleo pesado se fisiona en dos nticleos més pequefios, ya sea debido a una
fisién espontdnea o a una fisién inducida por la absorcién de un neutrén, se liberan
ademads de los productos de fision propiamente dichos y radiacién v debida al reaco-
modamiento de los niveles energéticos de los nucleones que intervienen en la reaccién,
entre dos y tres neutrones. Llamamos v(x, £) a la cantidad promedio de neutrones li-
berados por cada fision, 2 < v < 3, que depende de la energia £ del neutrén incidente
y de la composicién del material combustible el punto x.

Como ahora se emite méas de un neutrén, utilizamos la nomenclatura v>; para indi-
car, en el sentido de la ecuacion (1.1) seccién anterior, la seccion eficaz diferencial como
un producto de una seccién eficaz total y una distribucién angular

v, Q= U E = E)=vS,(x,E)- f{(Q— QY E— E)

La distribucién en energia de los nuetrones nacidos por fisiéon estd dada por el es-
pectro de fisién x, que definimos a continuacién.

Definicion 1.4. El espectro de fision x(E) es tal que

X(E)dE

es la probabilidad de que un neutrén nacido en una fisién tenga una energia en el in-
tervalo [E, E + dE]. El espectro de fisién estd normalizado de forma tal que

/mMEMEzl (1.12)
0
O

Los neutrones de fisién nacen isotrépicamente en el marco de referencia del reactor
independientemente de la energia £ del neutrén incidente que la provocé (decimos que
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los neutrones de fisién no tienen memoria) y ademads la energia £’ con la que emergen
tampoco depende de la energia del F neutrén incidente. Luego fy no depende ni de €2
ni de €2’ y podemos separar la funcién f; en una cierta dependencia de £ multiplicada
yp P P P
por x(E')
i@ = E - E') = A(E) - x(E)

Como la integral de f; sobre todas las posibles energias £’ y d&ngulos €’ debe ser
igual a la cantidad v de neutrones emitidos

v(E) = / f(Q =Y E— EdQY dE' = A(E) - / / Y(E") dSY dE
0 4 0 47

Teniendo en cuenta la normalizacién de x dada por la ecuacién (1.12), resulta

Ap) = UE)
dm
por lo que
/
vSix, Q= QY E— E) = X(E). VY, (x, E) (1.13)
™

Durante la operacién de un reactor, no todos los neutrones provenientes de la fisién
aparecen en el mismo instante en el que se produce. Una cierta fracciéon 3 de todos los
neutrones son producto del decaimiento radioactivo o bien de productos de fisién ge-
nerados instantdneamente o bien de hijos de éstos. En cualquier caso, en calculos tran-
sitorios es necesario distinguir entre la fracciéon 1 — 3 de neutrones instantaneos (prompt)
que aparecen en el mismo momento de la fisién y la fraccién S de neutrones retardados
que aparecen mds adelante. Para ello dividimos a los neutrones retardados en I gru-
pos, les asignamos una fraccién f3; y una constante de tiempo \;, parai = 1,...,Ny
definimos un mecanismo de aparicién exponencial para cada uno de ellos.

En célculos estacionarios no es necesario realizar esta divisién entre neutrones ins-
tantaneos y retardados ya que eventualmente todos los neutrones estardn contribuyen-
do a la reactividad neta del reactor. En el caso particular en el que no hay una fuente
externa de neutrones sino que todas las fuentes se deban a fisiones la probabilidad de
que el reactor esté exactamente critico es cero como discutimos en la seccién 1.5. Para
poder realizar calculos estacionarios y ademads tener una idea de la distancia a la criti-
cidad debemos recurrir a un reactor critico asociado, cuya forma mads usual es el reactor
critico asociado en k. En este caso, dividimos las fuentes de fision se artificialmente por
un ntmero real ket ~ 1 que pasa a ser una incégnita del problema y cuya diferencia con
la unidad da una idea de la distancia a la criticidad del reactor original (ver seccién 1.5).

1.2. Flujos y ritmos de reaccion

El problema central del calculo de reactores es la determinacién de la distribucién espa-
cial y temporal de los neutrones dentro del nticleo de un rector nuclear. En esta seccién
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desarrollamos la matematica para el caso de x € R?. En casos particulares aclaramos
cémo debemos proceder para problemas en una y en dos dimensiones.

Donec et nisl at wisi luctus bibendum. Nam interdum tellus ac libero. Sed sem jus-
to, laoreet vitae, fringilla at, adipiscing ut, nibh. Maecenas non sem quis tortor eleifend
fermentum. Etiam id tortor ac mauris porta vulputate. Integer porta neque vitae mas-
sa. Maecenas tempus libero a libero posuere dictum. Vestibulum ante ipsum primis
in faucibus orci luctus et ultrices posuere cubilia Curae; Aenean quis mauris sed elit
commodo placerat. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia nostra,
per inceptos hymenaeos. Vivamus rhoncus tincidunt libero. Etiam elementum pretium
justo. Vivamus est. Morbi a tellus eget pede tristique commodo. Nulla nisl. Vestibulum
sed nisl eu sapien cursus rutrum.

Comenzamos con las siguientes definiciones.

Definicién 1.5. La distribucion de densidad de neutrones N en un espacio de las fases de siete
dimensiones x € R?, Q2 € R? (), F € Ry ¢ € R tal que

N(x,Q, E,t)d*xdQdE
es el nimero de neutrones (en el sentido de la media estadistica dada la naturaleza esto-
castica del comportamiento de los neutrones) en un elemento volumétrico d*x ubicado
alrededor del punto x del espacio viajando en el cono de direcciones de magnitud df2
alrededor de la direccién €2 con energias entre £'y £/ + dE en el tiempo t. O

Definicion 1.6. El flujo angular i es el producto entre la velocidad y la distribucién de
densidad de los neutrones

V(x,Q,E t)=v(E)-Nx,Q, E,t)
’E’

2F A
=4/— - N(x,, Et)
m
donde v(E) es la velocidad clasica correspondiente a un neutrén de masa m cuya ener-

gla cinética es I. U

Esta magnitud es mads ttil para evaluar ritmos de colisiones y reacciones que la den-
sidad de neutrones N. En efecto, como v - dt es la distancia que viaja un neutrén de
velocidad v, entonces

V(x, Q,E 1) dPxdQdE dt = v(E) - N(x,Q, E, t)dt d*xdQdE

es el nimero total de longitudes lineales que los neutrones han viajado en la direc-
cién €2 con energia F que estaban en el tiempo ¢ en la posicién x. Como ademas Yy, - dz
es la probabilidad de que un nuetrén tenga una reaccién de tipo k en el intervalo dx
(definicién 1.1, pagina 4), entonces la expresién

Sr(x, E) - (x,Q, B, t) d*x dYdE

4Si bien la direccién Q = [Q, 2, Q.]” tiene tres componentes, s6lo dos son independientes (por ejem-
plo las coordenadas angulares cenital 6 y azimutal ¢) ya que debe cumplirse que Q7 + Q2 4+ Q2 = 1.
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es el ntimero de reacciones de tipo k en el diferencial de volumen de fases d*x dQ dF
debido a neutrones de energia F viajando en la direccién € en el punto x del espa-
cio en el instante ¢. Para obtener el ntimero total de reacciones de todos los neutrones
independientemente de la direccién 2 del neutrén incidente debemos integrar esta can-
tidad sobre todos los posibles dngulos de incidencia. Para ello utilizamos el siguiente
concepto.

Definicion 1.7. El flujo escalar ¢ es la integral del flujo angular sobre todas las posibles
direcciones de viaje de los neutrones:

¢(x,E,t):/4 V(x,Q, E,t)dQ

Con esta nomenclatura, el ritmo R, de reacciones de tipo k en d*>x dF es

Ri(x, E,t) d’xdE = X(x, E) - ¢(x, E,t) d’xdE

con lo que el producto R, = ;¢ da una expresion simple para la distribucién del ritmo
de reacciones totales por unidad de voliimen y de energia, que es lo que buscabamos
al introducir las ideas de flujo escalar y flujo angular.

Definicién 1.8. El vector corriente J es la integral del producto entre el flujo angular y el
versor de direccién de viaje de los neutrones €2 sobre todas las direcciones de viaje:

J(x, E.t) = / [w(xjfz,E,w : ﬂ] a2
4
O
Debemos notar que esta magnitud es vectorial ya el integrando es un vector cuya
magnitud es igual al flujo angular y cuya direccion es la del versor €2 sobre el cual

estamos integrando. El producto escalar entre el vector corriente J y un cierto versor
espacial n

Ja(x, B, t) = - J(x, B, t) = / b(x, Q, ELt) - (Q : ﬁ) e (1.14)
4m
da el nimero neto de neutrones que cruzan un drea unitaria perpendicular a n en la
direccion positiva. Este niimero neto es la resta de dos contribuciones
J.(x, Et)=JHx, E t)— J, (x,E,t)
donde

TH(x, B, 1) = / b(x, O, B, 1) (Q . n> 40

Q-n>0

J=(x, B, t) = / b(x,Q, B, 1) <Q - n) oY) (1.15)

n
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Figura 1.6: Interpretacion del producto del vector corriente con el vector normal a una superficie como el
namero neto de neutrones que cruzan un area unitaria.

1.3. Transporte de neutrones

Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac ha-
bitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conu-
bia nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend
faucibus, vehicula eu, lacus.

1.3.1. Operador de transporte

Consideremos un volumen finito V' € R? arbitrario fijo en el espacio y consideremos
ahora otro volumen V' (t) € R® que se mueve en una direccién 2 con una velocidad v(E)
correspondiente a una energia F, de tal manera que en el instante ¢ ambos volimenes
coinciden. En ese momento, la cantidad de neutrones con direccién €2 en torno al cono
definido por d y con energias entre £y E + dE en el volumen V = V'(t) es

Ny (Q, E, t) dQdE = U N(x,Q, E,t) dSX} dQ dE (1.16)
\%

=V'(t)

Dado que la posicién del dominio cambia con el tiempo, la derivada total de esta
magnitud con respecto al tiempo es la suma de una derivada parcial y una derivada
material:

ANy ONy . 1 [/ R X - 3 }
— = —— +1lim — N(x,Q, E t)d’x — N(x,Q, E t)d’x| (1.17)

Ahora necesitamos que el dominio de integracién de la segunda integral sea igual
al de la primera. Para ello, notamos que
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limaeoV'(t + At) = V'(t) + v(E)QL - At

para cada punto x € V’(t). Ademads, como ni v(E) ni ; para i = z,, z dependen de x,
entonces

0
0x;
y podemos hacer un cambio de coordenadas unitario en la ecuacién (1.17) para que el
dominio de integracién de la primera integral coincida entonces con el de la segunda y
obtener asi

x; + v(F) Qi-At] =1

dNy  ONy , 1 ~ ~ A 3
o = o + /V/(t) hmAHOKt [N(x+v(E)Q AL QL Et) — N(x,Q, B t)| d°x

Como el término entre corchetes es igual a v(E) veces la derivada espacial de la
funcién N(x, €2, £, t) en la direccién €2 resulta

hmAHoAit [Nt o(B)2 - AL QL B) — Nx, 9, B)] d'x = v(E) { Q- grad [N(x, 0, 5)| }

y V'(t) = V entonces podemos escribir la derivada total de la cantidad de neutrones
en V con respecto al tiempo como

dNV o 8NV A A 3
o = B +v(E) {/VQ grad [N(X,Q,E,t)] d x}

Teniendo en cuenta la ecuacién (1.16) y la definicién 1.6 de flujo angular ¢

d “ 5. 10¢y 4 ~ 3
E/‘/N(X,Q,E,t)dx-/‘/{;E—i—Q-grad [w(x,Q,E,t)}}dx

donde notamos que el gradiente opera s6lo sobre las componentes espaciales, es decir
_a¢_
Ox

o
Oy

o
L2

grad [w(x, Q,E,t)] =

poner la derivacién alternativa de lewis?

1.3.2. Operador de producciones

Habiendo estudiado la expresion matemaética que describe el transporte de neutrones,
pasamos ahora a estudiar la forma en la que se producen. Los neutrones pueden apa-
recer en un diferencial de espacio de las fases dx dS2 dE dt debido a uno de los siguiente
tres mecanismos, que analizamos a continuacion: scattering, fision y fuentes externas.
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Fuente por scattering

Un neutrén que viajando con una energia £’ y una direccién €’ sufre una colisién de
scattering en el punto x y emerge con una energia I/ y una direccién 2 es efectivamente
una fuente de neutrones en dxdS) dE dt debido a scattering. Esta fuente ¢, debe ser
entonces igual al producto de la probabilidad por unidad de longitud de recorrido de
neutrones que viajando en con una energfa £’ en una direccién V' colisionen con un
nticleo blanco en el punto x y como resultado adquieren una direccién de viaje 2 y una
energia I/ (ver seccion 1.1.1) por la cantidad de longitudes lineales viajadas, teniendo
en cuenta todos los posibles valores de (' y de E'. Es decir

/ 4s(x, 0, E t) d°x = / / / S.(x,Q = QL E = E)-(x, Y, E ) dSY dE' dx
v vJo Jar

(1.18)
Debemos notar que en esta ecuacién hemos invertido el indice de las variables pri-

madas con respecto a la seccién 1.1.1, inversién que mantendremos a lo largo de esta
seccion.

Fuente por fisién

Los neutrones que nacen por fisiones de nticleos de materiales combustibles en el pun-
to x lo hacen isotrépicamente y con una cierta distribucién energética x(E) (ver sec-
cién 1.1.2). Como también discutimos en la pagina 12, debemos calcular la fuente de fi-
sién ligeramente diferente si se trata de un problema transitorio, estacionario con fuente
o estacionario sin fuente. Sin pérdida de generalidad, para fijar ideas supongamos que
desde el punto de vista de la fisién el problema es estacionario con fuente. La tasa de
generacion de neutrones debidas a fisién es el producto del nimero probable de naci-
mientos en x con energias entre £y F + dE por unidad de longitud de recorrido de
neutrones que viajando con direccién 2 y energia E generan la fisién del nticleo pe-
sado en el punto x debido a neutrones incidentes con direccién de viaje €’ y energia
incidente E’ (ver seccién 1.1.2) por la cantidad de longitudes lineales viajadas, teniendo
en cuenta todos los posibles valores de ' y de E:

/qf(X7Q,E,t)d3x:/ Xif)
(E)

:/X / vE(x, E') - ¢(x, E' 1) dE’ d’x (1.19)
v o4r o

/ / vSp(x, E') - p(x, ¥, B t) d§Y dE dx
0 47

Fuente independiente

Por dltimo, para no perder generalidad tenemos que tener en cuenta las fuentes exter-
nas de neutrones, i.e. aquellas que no provienen de la fisién de materiales presentes en
el ntcleo sino de otras fuentes totalmente independientes como puede ser una fuente
de americio-berilio. Mateméticamente, las modelamos como la integral sobre el volu-
men V' de una funcién conocida s(x, 0, E, t) del espacio, la direccién, la energia y el

18



tiempo que representa la cantidad de neutrones emitidos con energia £ en el punto x
con direccién €2 en el instante ¢.

1.3.3. Laecuaciéon de transporte

La conservacién de neutrones implica que la derivada temporal total de cualquier mag-
nitud relacionada a la distribucién espacial de neutrones debe ser igual a la diferencia
entre la tasa de producciones y la tasa de desapariciones. El ritmo de aparicién de neu-
trones en el volumen V' con energias entre £y E + dE en un cono dS? alrededor de la
direccion €2 es

A~

/q(x,Q,E,t)dEdegx:/ [qs(x,Q,E,t)+qf(x,Q,E,t)—|—s(x,Q,E,t) dE d d®x
\%

|4

El ritmo con el que desaparecen los neutrones de energia E viajando en la direc-
ciéon 2 en el volumen V' es

/Rt(x,Q,E,t)dEdeP’x:/ Su(x, E) - (x,Q, B, t) dE d2 d®x
|4 14

por lo que

(/ {%%—@f + Q- grad [w(x, Q, E,t)} } d3x) dE d§) =
1%
(/ q(x, E, 0, t) d3x> dE d$) — (/ Su(x, E) - (x,Q, B, t) d3x) dEdQ (1.20)
Vv |4

Como el dominio de integracién V' es arbitrario, la igualdad debe cumplirse punto
a punto

%% 006, B, )|+ Qegrad [6(x, Q. B,0)] 434 B)v(x, @, B, 1) = g(x, @, E,1) (121)

Desarrollando el término de fuente en sus tres términos y teniendo en cuenta que
la relacion entre velocidad y energia es la clasica £ = mv?/2, llegamos a la ecuacion de
transporte de neutrones

m 0 A A R .
Vamar [0 QD] + Q- grad [v(x @, B,0)] +Zu(x, B) - v(x, Q0 B1) =
/ / Y., =5 QL E = E)-(x, Y E 1) dSY dE
0 4
X(E> > ! N/ ! N/ / A
+ 5 v (x, B - p(x, ¥ B 1) dQY dE + s(x, Q0 E ) (1.22)
™ 0 47

que es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden en el espacio
(debemos recordar que el operador gradiente opera s6lo sobre las coordenadas espacia-
les) y de primer orden en el tiempo para la incégnita v sobre el espacio x, la direccién €2,
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la energia E y el tiempo t. Las secciones eficaces ¥; y v¥ s son distribuciones conocidas
del espacio y de la energia, como también lo es la fuente s con una dependencia adicio-
nal sobre la direccién. La seccion eficaz diferencial de scattering 3, debe ser conocida
en su dependencia tanto en la energia incidente £’ como en la energia saliente 'y en
el coseno del dngulo de scattering ;. = €’ - Q, usualmente dada como coeficientes ¥,
de expansion en polinomios de Legendre sobre el escalar ji.. El pardmetro m es la masa
en reposo del neutrén.

1.3.4. Evaluacién del término de scattering

Prestemos atencion al término de fuente por scattering dado por la ecuacién (1.18).
Dado que hemos supuesto que la seccién eficaz diferencial de scattering esté defini-
da por los coeficientes del desarrollo en polinomios de Legendre X, introducidos en
la ecuacién (1.6) (recordar que seguimos invirtiendo las variables primadas), entonces
podemos escribir el término de scattering como

A 2041 [ A A A
(%, Q. Et)=>" 4; /0 [zsl(x,E’%E)/4 P2 Q) - p(x, Y, E' ) dSY | dE
=0 ™

(1.23)
Si bien esta expresion ya es suficiente para evaluar el término de scattering cuando
tenemos su desarrollo de Legendre, podemos ahondar un poco més en la estructura
de la ecuacién de transporte desarrollando en una base apropiada el flujo angular, de
la misma manera en la que desarrollamos >, en una serie de polinomios de Legendre
sobre el parametro y = - §’. Para ello, notamos que ¢» depende angularmente de un
versor direccién 2 = [Qx Qy QZ]T (u € en el caso de la ecuacion (1.23)). Esta vez, la base
de expansién apropiada es la dada por los arménicos esféricos reales (figura 1.7). En
efecto, podemos escribir cualquier funcién f (Qx, Qy, Qz) de cuadrado integrable, con
02+ 02+ Q2 =1, como

A A

00 ¢
f(Qx7Qy7Qz> = Z Z fem ’ }/ﬁm(QI7QyJ QZ)
{=0 m=—¢

donde Y;"(2) es el arménico esférico normalizado real de grado ¢ > 0 y orden m,
con —¢ < m < /( (figura 1.7). En particular, expandimos el flujo angular como

o

J4
VOGLE ) =Y W (x B t) - Y (S (1.24)

=0 m=—/

donde calculamos los coeficientes ¥}* a partir de la propiedad de ortonormalidad de
los arménicos esféricos reales

/ Y (Q) - Y (€) dS = 606y (1.25)
4

como
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Figura 1.7: Los primeros nueve armonicos esféricos reales. Ver apéndice ?? para una lista completay la figura ??
para una representacion visual alternativa.

0B = [ 6@ (1.26)

Los arménicos esféricos se relacionan con los polinomios de Legendre a través del
teorema de adicion (apéndice ??) segtn el cual

14
=5 2 YY)

m=—

Reemplazando en el término de scattering ¢, dado por la ecuacién (1.23) tenemos

S S E = E) Y V() / YY) - p(x, Y E ) dSY | dE
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La tltima integral sobre d<’ es justamente el coeficiente ¥} de la expansién en ar-
monicos esféricos del flujo angular ¢ definido por la ecuacién (1.26). Luego

4s(x, QU E Z [ WX, E' — E) Z Ur(x, B 1) - YM(Q)| dET (1.27)

m=—/

Esta ecuacion (1.27) refleja la forma en la que incide la fuente de scattering en el
balance global de neutrones: el modo ¢ de la expansién en polinomios de Legendre de
la seccién diferencial de scattering contribuye sélo a través de los modos de grado ¢
de la expansién en armoénicos esféricos del flujo angular. En particular, para scattering
isotrépico sélo el término para ¢ = 0 y m = 0 contribuye a la fuente de scattering ¢,. De
la misma manera, para scattering linealmente anisotrépico ademas sélo contribuyen
los términoscon / =1y m = —1,0, 1.

En efecto, vemos que el coeficiente ¥ es

V(B 1) = [ w(x QB 1) Y7() dd = @ (0(x B, 1)

4

ya que Yy = \/1/4x (figura 1.7), por lo que la expansién del flujo angular dada por la
ecuacion (1.24) queda

o0

4
Y LE ) =D ) Pk E ) - Y(Q)

=0 m=—{

:\/g-gb(X,Et \/7 g:z; m(x, E,t) - Y(Q)

B xEt ZZ (Q)
/=1 m=

Mas atn, los coeficientes de grado ¢ = 1 son

Y(x, E,t) /¢ QB ) /2 Q,dr= /2 - J,(x, E,t)
W, E )= | QL E ) (/2 - Qdl= /2 J(x,E,1)
Ul(x, E,t) :/ W B t) )2 d =/ L T (x, ELt)
A
recordando la definicion 1.8 del vector corriente J = [J, J, J.]” y la ecuacién (1.14).

Luego
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00 l
W(x, Q2 Et) :M+Z > U (x Bt Y

:41 [6(x, B,1) +3](x B,1)- }+ZZ\1@ (x, E,t)- Y () (1.28)

m
=2 m=—{

Efectivamente, a partir de esta expresiéon podemos recuperar el flujo escalar

o(x, B t)= | w(x,Q, E,t)dQ
47
1 0o 4 R R
i O, E,1) + (3-J(x B.t) )+; ZEKIIQ”XEt Y ()| af
= o(x, E,1)

ya que a partir del segundo término todas las integrales se anulan dado que los inte-
grandos son simétricos con respecto a la variable de integracién 2. Mds atn, se cumple

que (apéndice ??)
/4 Q- Q- Q0dQ =0 si alguno de m, n, 6 p es impar (??)

Recuperamos ademas el vector corriente:

Jx,Et) = | (x,Q, E t) Qd
—/ o(x, B, 1) Q+3(](xEt) Q)Q
- Y(Q) - Q,
+ZZW(X,E¢)- Y () - Q, }dﬂ
(=2 m=—1{ v (€2) - Q

El primer término se anula por ser impar. Pero ademds los términos de la suma-
toria doble también se anulan por la ortogonalidad de los armoénicos esféricos (ecua-

cién (1.25)) con respecto a €2, que es proporcional a YJ"(2):

Qs T [V
Q=1[Q,| = Ry 1(0) (1.29)
Q, m Y(Q)

Entonces
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A

Q
3 ACL’
J(x, B, t) = — <J$Qx+JyQy+JZQZ)~ Q,| df
47 Qz
JoQ.Q0 + 1,0, + J.Q.Q,
== | L0, + 1,0,0, + 1.0, | d
i L 100, + 1,0,0, + 100,

Teniendo en cuenta que (apéndice ??)
A A oA 4
/ Qi-Q;dQ = — -0 (??)
4m

3

parai =z,y,2y j = x,v, 2, finalmente obtenemos en efecto

47'('J
3
J(x, B, 1) = i | a6
47T 47r
A :]
— J(x. E.t) (1.30)

Volviendo a la evaluacién del término de scattering, aprovechando en cuenta la
ecuacion (??) que nos da una forma particular para el flujo angular en funcién de los
dos modos ¢ = 0y ¢ = 1, podemos calcular la fuente de scattering ¢, dada por la ecua-
cién (1.27) como

~ 1 o0
a5(x, 0, B, ) = E/ S, (% B — E) - ¢(x, B, t) dE’
0
3 [ A
tir | TakE ) (J(x, Et)- Q) dE'
7I

+Z [ WX, E' — E) Z U (x, B t) - Y(Q)| dE' (1.31)

m=—/{

que es una expresion mucho maés ttil que la ecuacién (1.18), que da un expresién de-
masiado general, especialmente si podemos despreciar los términos para ¢ > 1y que-
darnos con scattering linealmente anisotrépico

0s(x, Q, E,t) = — U Yo (%, E' = E) - ¢(x, E', t) dE"
0

+3~/OOO S (x, E' = E) - <](x,E’,t)-Q> dE’] (1.32)
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1.3.5. Condiciones de contorno

La ecuacion (1.22) es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden
sobre las coordenadas espaciales en un cierto dominio espacial U y una derivada tem-
poral de primer orden sobre la variable espacial. Esto hace que debamos dar condicio-
nes iniciales sobre el dominio U para todas las energia y direcciones, y condiciones de
contorno también para todas las energia y direcciones pero no sobre toda la frontera
dominio espacial OU sino s6lo sobre un cierto subconjunto I' C U tal que la ecuacién
hiperbdlica resultante esté bien definida. Matematicamente las condiciones de contorno
de una ecuacién diferencial en derivadas parciales pueden ser

» de Dirichlet, donde fijamos el valor de la incégnita ;

» de Nuemann, donde fijamos el valor de la derivada normal exterior dv)/0n de la
incégnita; 6 bien

» de Robin, donde fijamos una combinacién lineal de ambas.

Fisicamente, requerimos conocer el flujo de neutrones en todas las direcciones en-
trantes al dominio U. Es decir, para todo punto x € 90U, necesitamos conocer y tomar
como condicién de contorno el valor de ¢ (x, 2, E, t) para aquellas direcciones €2 tales
que € - Ai(x) < 0 siendo n(x) el vector normal externo a U en el punto x € dU.

Definicién 1.9. Llamamos condicién de contorno de vacio a la situacion en la cual todos los
flujos angulares entrantes a U son nulos:

Vi, QL E =0 YxedUAQ- -Ax) <0

y para cada direccién entrante 2 definimos el conjunto I'y(Q2) € dU como el lugar
geométrico de todos los puntos x donde imponemos esta condicién de contorno. [

Definicion 1.10. Llamamos condicién de contorno de reflexion o de simetria cuando el flujo
angular entrante en el punto x € 9U es igual al flujo angular saliente en la direccién

Q' =0-2(0-4)n
reflejada con respecto a la normal exterior n(x) (figura 1.8):
b(x, QB t) =1 [X,Q—Q(fz-ﬁ) nEt} Vx € OU A Q1-fi(x) < 0

y para cada direccién entrante {2 definimos el conjunto I',;(2) € AU como el lugar
geométrico de todos los puntos x donde imponemos esta condicién de contorno. [

Notamos que tanto las condiciones de contorno de vacio como las de reflexién de la
ecuacion de transporte son de tipo Dirichlet.
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Figura 1.8: La direccion reflejada Q) de la direccion incidente con respecto a la normal exterior i al dominio U
en el puntox € OU. Se cumple que 2 - n = —€) - n.

1.4. Aproximacién de difusién

Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridi-
culus mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque
cursus luctus mauris.

1.4.1. Conservacion de neutrones

Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridi-
culus mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque
cursus luctus mauris.

Comenzamos integrando la ecuacién (1.21) de transporte de neutrones sobre todos

los éngulos 2 para obtener

/%%% [w(x,Q,E,w] dﬂ+/4wf2.grad [¢(X,Q,E,t)] i)

A~ A~

+ [ siE) vix A= [ g B0 a0
47

4

Utilizando la identidad de cdlculo vectorial

div($2- ) = Q- grad (¢) + ¢ - div(Q)
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y notando que div(£2) = 0 porque las operaciones diferenciales acttian sélo sobre las
coordenadas espaciales del vector x y Q = [, Q, Q.]7, podemos evaluar el segundo

término como la divergencia de la integral sobre Q del producto escalar de la direccién
por el flujo angular

v@t {/d’ X, QB t)dﬁ} + div [/ (Q-Mx,fl,E,t)) dfl}
+ (%, B) - [/Mx?Q,E,t) dfl} - /q(x,Q,E,t) i

Recordando las definiciones 1.7 de flujo escalar ¢ y 1.8 del vector corriente J,

d(x,E,t) = | ¥(x,Q,E,t)dQ

A

](x,E,t):/ <w(x,Q,E,t)«Q> )
47

y definiendo una fuente escalar

Q(x, E,t) = / q(x,Q, E, t) d2 (1.33)
obtenemos
L gt [¢(x E t)} +div [J(x, E, t)] S, E) - b(x, B, 1) = Q(x, B, 1) (1.34)

Esta ecuacion refleja la conservaciéon del momento de orden cero del flujo angular
de neutrones.

1.4.2. Producciones

El miembro derecho de la ecuacién (1.34) representa las producciones de neutrones,
que como definimos en la ecuacion (1.33), es igual a la integral de las tres contribuciones
individuales debidas a scattering, fisiéon y fuentes independientes:

Q(x, E,t) = /q(x,Q,E, t) d$2

:/qs(x,Q,E,t) dﬂ+/qf(x,Q,E,t) dQ+/s(x,Q,E,t)dQ
=Qs(x, E,t) + Qr(x, E,t) + S(x, E,t)

Fuente por scattering

Para evaluar la contribucién debida al scattering de neutrones integramos la ecuacién (1.31)
sobre todas las direcciones emergentes €2:
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1 o0
s(x, B t) = — Yo (X, B — E) - ¢(x, E' 1) dE’
Qulx. E.1) /{M/ (. E' = E) - 6(x. E'.1)

+ 2 s B > B (J(x, Et)- Q) dE'
4r J,

00 o0 14
+) [Ese(x, E' - E) > U'(xE.t)-Y"(Q)
=2 Jo

m=—/

dE’} dQ

Todos los términos para ¢ > 1 se anulan por ser integrales de funciones simétricas
con respecto a (2. Luego

Qs(x, Et) = /OOO Yo (X, B — E)-¢(x,E' t)dE’ (1.35)

Fuente por fisién

El término que representa la fuente por fision es la integral sobre todas las posibles
direcciones del término de fuentes de fisién ¢;. Para el caso de la ecuacién (1.19), que
corresponde a un problema estacionario con fisién y fuente independiente (ver sec-
cion 1.5), tenemos

E.t) = XE) [ S (x B - d(x. B 1) dE'| d€y
Qf(x7 7t) /4;T|: An /0 v f<x7 ) ¢(X, 7t)

— \(E) /0 T VS B - 6(x, ' 1) dE (1.36)

Fuente independiente

La fuente independiente es directamente la integral sobre 2 de la fuente independien-
te s(x, €2, £, t):

A~

S(x, E,t) :/ s(x,Q, E 1) dQ = so(x, E, t) (1.37)
4

es decir, el momento de orden cero de la expansiéon en armoénicos esféricos de la fuente.

1.4.3. Ley de Fick

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, Vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum ur-
na fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien
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est, iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices biben-
dum. Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla.
Curabitur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu,
accumsan eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.

Como ya hemos mencionado, nuestro enfoque serd primero que nada esencialmente
matematico. Dejamos para el final del capitulo el andlisis de las implicaciones fisicas que
tienen las aproximaciones matematicas que introducimos en esta seccién para arribar
a los resultados y conclusiones expuestos. Comencemos recordando la ecuacién (1.21),
explicitando los términos de fuentes por scattering (1.27), fisién estacionaria (1.19) y
fuentes independientes:

%% [w(m Q. E. t)} + Q- grad [¢(x, Q,E, t)] 4N, E) - b(x, 9, B t) =

Z[ (x,E' — E) Z Ur(x, B t) - YY) | dE
0 m=—/{
X(E) > ! ! / A
+ o vE(x, E') - o(x, E' 1) dE" + s(x, €2, ELt)  (1.38)
T Jo

Multipliquemos esta ecuacién escalar por el versor €2 e integremos sobre todas las
posibles direcciones para obtener una ecuacién vectorial de dimensién tres:

/ (igt [Wx Q,E,t)} Q) dQ—l—[m (Q-grad [w(x,Q,E,t)} Q) d$2

[(cs |

v (4—) / vS(x, E')- ¢<x,E’,t>dE’-ﬂ) i@t [ (sfEB0)-9) a0
4 ™ Jo dr
(1.39)

WX, E' — E) Z\pme’ t) - Y (€2)

m=—/

Analicemos término a término esta expresion, teniendo en cuenta los desarrollos
matemaéticos que hemos realizado a lo largo de todo el capitulo. El primero corresponde
a la derivada temporal de la corriente. En efecto

/M (%% [w(x,Q,E,t)} Q) a0 = ﬁ% U <¢(X,Q,E,t) : Q) dQ]
9

m

=355 [J(x E t)} (1.40)

Dejemos para después el segundo término. El siguiente es el término de absorcién
total escrito en forma vectorial con respecto a la corriente
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A

/ (Zt(x, E)«z/;(x,fl,E,t)~Q) A = Si(x, E) / <w(x,Q,E,t)-Q> )

A

= zt(x> E) 'J<X>E7t) (141)

El término de scattering parece complicado, pero en realidad ya lo hemos resuelto al
derivar la ecuacién (1.30). En primer lugar, partamos de la ecuacién (1.31) multiplicada
por Q e integrada en 4

/ |:4i/ 230<X7E/_>E)'¢(X7Elat>‘QdE/‘| dQ
4T mJo
3 e ’ / A A / A
T
47
Y6 E = E) S W (x, B t) - Y (6) - Q)
e é L
A7

m=—/{

dE' S d

En forma similar al argumento planteado en la pagina 1.3.4, el primer término se
anula por ser impar, y los términos de la sumatoria también se anulan por la propiedad
de ortogonahdad de los armonicos esféricos (ecuacion (1.25)) y la ecuacién (1.29), que
indica que €2 es proporcional a Y;"(2):

o QI
_ 3 / Zsl(x,E’—>E)-(JxijLJyQy—i—JZQZ)- Q,| dE’} df
47 0 «
4 Qz
5 - T + J,Q,0, + 1.0.Q,
== / a6 E = E) - [ 10,0, + 1,0,Q, + LOQ, | dE' 3 dQ
0

4n JQQ—I—JQQ+JQQ

Teniendo ademads en cuenta la ecuacién (??) (apéndice ??)

a4
/ Q-0 dQY = 5, (??)
A7 3

el término de scattering toma la inocua forma de
/ S, (x, E' = E) - J(x, E',t) dE’ (1.42)
0

El siguiente es el término de fisiones, cuya integral se anula. En efecto,

/4 (%f) /Ooo vEs(x, E) - p(x, E' t) dE’-Q> =0 (1.43)
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ya que el integrando es una funcién impar de €2. En forma equivalente, en distribucio-
nes angulares isotrépicas el inico momento diferente de cero es el de orden ¢ = 0.

El término de fuentes independientes es igual a un vector cuyas componentes son los
tres coeficientes de la expansion de la fuente en armoénicos esféricos sobre el &ngulo €2:

N N N 3 S%(quvt)
/ s(x, 2, E,t) - QdQ = ,/4— sitx, ELt)
A g sU(x, E,t)

_ \/g (B 1) (1.44)

a menos que las fuentes independientes sean isotrépicas, en cuyo caso estos momentos
son nulos.

El término que involucra el gradiente parece sencillo pero es el mas complicado de
la ecuacién (1.39). En efecto,
Hacer bien las cuentas, hay que suponer que ¢ = ¢ + 3.+ términos superiores.

/ (Q - grad [w(x, 0, E, t)} . Q) d$) ~ %grad [o(x, E, )] (1.45)

Estamos entonces en condiciones de reunir todos estos términos (ecuaciones (1.40),
(1.41),(1.42), (1.43), (1.44) y (1.45)) y concluir que al multiplicar la ecuacién (1.38) por €2
e integrar en todas las posibles direcciones, obtenemos

1
v(E)

% [J(x, E, t)] + %grad [6(x, B, )] + S4(x, E) - J(x, E, t) =

> /3
/ Yo (x,E' = E)-J(x,E',t)dE + . si(x, E,t) (1.46)
0 7
A continuacién vamos a hacer las siguientes tres suposiciones:

1. que la fuente independiente es isotropica por lo que el primer momento s, (x, E, t)
es idénticamente nulo.

2. que
%% [](x, E, t)] < grad [¢(x, B, t)]

lo que de hecho es cierto en el caso estacionario ya que 9J /0t = 0.

3. que

/ S (% E = E) - J(x, B ) dE' ~ / S E > B J(x B.t)dE (1.47)
0 0

El miembro izquierdo representa el in-scattering de neutrones de todas las ener-
gias mientras que el miembro derecho es el out-scattering de neutrones de ener-
gia F hacia todas las otras energias E'. Si la absorcién es pequefia, estas dos ex-
presiones se deberfan balancear aproximadamente por lo que esta suposicion es
razonable.
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Volviendo a la ecuacién (1.46), tenemos

%grad [o(x, E,t)] + Xi(x, E) - J(x, B, t) = /oo Yo, (x, E— E")-J(x, E,t) dE'
0

= /OO ZSI(X,E — E’) dE’ ~](x, E,t)
0

= uo(x, E) /00 Yo (X, E— E"YdE -J(x, E,t)
0
= ILL()(X7 E) ’ Es(xa E) 'J(X7Eat)

donde en los tdltimos dos pasos hemos utilizado la ecuacién (1.11) y la seccién eficaz
total de scattering ¥4(x, ). Con esta expresiéon podemos relacionar la corriente J con el
gradiente del flujo escalar ¢ como

1
3[5:(x, E) — po(x, E) - Es(x, E)]

J(x, E t) = — -grad [¢(x, E, t)]

Definicion 1.11. El coeficiente de difusiéon D definido como

1
3 [Zt(x’ E) - MO(Xv E) ’ ES(X’ E)]

D(x, F) =
es tal que, si

1. la fuente independiente es isotrépica, s, (x, E,t) = 0;

2. la variacion temporal de la corriente es despreciable frente al gradiente del flujo
escalar, 3/v - 9] /Ot < V¢;

3. elin-scattering es similar al out-scattering, [ X, (E' — E)-J(E')dE’ ~ [ ¥, (E —
E')-J(E)dESy

4. el flujo angular se puede ser aproximado como linealmente anisotrépico, ¢ ~

(¢ +3])/4n

entonces se cumple la Ley de Fick

J(x,E,t) ~ —D(x, F) - grad [¢(x, E, t)] (1.48)
seguin la cual el vector corriente J es proporcional a menos el gradiente del flujo escalar ¢
a través de un coeficiente de difusién D. O

La ley de Fick refleja la conservaciéon del momento de orden uno del flujo angular
de neutrones en forma aproximada.
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1.4.4. La ecuacion de difusion

Podemos combinar los dos resultados de las secciones anteriores (conservacién de mo-
mentos de orden cero y uno) teniendo en cuenta las ecuaciones (1.34), (1.35), (1.36),
(1.37) y (1.48) para obtener finalmente la celebrada ecuacién de difusiéon de neutrones

\/g% [(b(x, E,t)] —div [D(x, E) - grad [¢(x, E,t)]] +2i(x, E) - o(x, E,t) =

/ S E > B) - o(x B 1) dE' + x(E) / T VS EY) - 6, B ) dE' + so(x, E, 1)
0 0
(1.49)

que es una ecuacién de segundo orden sobre el espacio (los operadores divergencia
y gradiente operan sélo sobre las coordenadas espaciales) y de primer orden sobre el
tiempo para la incégnita ¢(x, £, t). Las secciones eficaces ¥, y v¥; son funciones co-
nocidas del espacio x y la energia F, al igual que el coeficiente de difusiéon D(x, £). La
seccion eficaz diferencial de scattering X, es el momento de orden cero de la expan-
sién en polinomios de Legendre de la seccién eficaz de scattering diferencial ¥, para
dispersién desde la energia E’ a la energia F, también conocida para todo x. La distri-
bucién x(E) es el espectro de fisién en funcién de la energia E, 5o es el momento de
orden cero en la expansion de la fuente independiente en armoénicos esféricos y m es la
masa en reposo del neutrén, todos pardmetros que asumimos son conocidos.

1.4.5. Condiciones de contorno

La ecuacién de difusion es eliptica sobre las coordenadas espaciales por lo que debemos
especificar, ademas de las condiciones iniciales apropiadas en el caso transitorio, con-
diciones de contorno en toda la frontera OU del dominio espacial. Tal como discutimos
en la secciéon 1.3.5, éstas pueden ser

1. de Dirichlet donde especificamos el valor del flujo escalar p en I', C OU;

2. de Neumann donde fijamos el valor de la derivada normal d¢/0nenI'y C 0U; 6
bien

3. de Robin donde damos una combinacién lineal del flujo y de la derivada normal
enl'r C oU.

Debe cumplirse que I'p NI'yNTr =0y que'p Uy UT g = OU.

Dada una superficie diferencial cuya normal exterior es n, tasa de neutrones entrante
por unidad de &rea a través de dicha superficie estd dada por la ecuacién (1.15) de la
definicién 1.8:

J;(x,E,t)Z[ b(x,Q, B, 1) <Qn> oY) (1.15)

Q1<0
Despreciando los términos para ¢ > 2 en la ecuaciéon (1.28), podemos estimar esta
corriente como
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Jn_(x,E,t)%/ L (6. B.1) + 3)(x. B.1) - Q] (€2 8) a2

Q.ﬁ<04ﬂ'
N1¢(xEt)/_1’2d’+3 J(x, E,t) Q] (Qﬁ)dﬁ
N47T 3 ) o M T ,LL 47T Q.ﬁ<0 , ,

1 1 3 A 9
S O B0 2m g[S B A (‘§”>

~ igb(x, E.t)— %[](X,E,t) n]

donde hemos usado la ecuacién (??) sobre una semi-esfera unitaria para resolver la
segunda integral del miembro derecho. A la luz de la ley de Fick dada por la ecua-
cién (1.48), podemos escribir

T (x, B, 1) ~ iqb(x, E.t)+ %D(x, E)- |grad[(x, E.1)] - 4|

_ o, Et)  D(x,E) 0¢
1 T3 o

lo que nos da una expresién para definir las condiciones de contorno de la ecuacién de
difusion.
Definicién 1.12. En forma andloga a la definicién 1.9, llamamos condicién de contorno de va-
cio ala situacién en la cual la corriente entrante a través de una porcién de la frontera OU
es cero, con lo que se debe cumplir:
9¢
o(x, E;t)+2-D(x, E) - = 0 (1.50)
n
Definimos el conjunto I'y € OU como el lugar geométrico de todos los puntos x € OU
donde imponemos esta condicién de contorno. Esta condicién es de tipo Robin ya que se

da el valor de una combinacién lineal de la incégnita ¢ y de su derivada normal d¢/on.
O

Definicién 1.13. En forma analoga a la definicién 1.14, llamamos condicién de contorno de
reflexion o de simetria cuando la corriente neta entrante en el punto x € 9U es igual a
cero. En este caso, por la ley de Fick (1.48), debe anularse la derivada normal del flujo
escalar evaluada en x:

_ 99 _
=5 =
Esta es una condicién de tipo Neumann. Definimos el conjunto I'y; € U como el lugar

geométrico de todos los puntos x € U donde imponemos esta condicién de contorno.
O

grad|[¢(x, E,t)] - f 0

Para el problema de difusioén, a veces se suele utilizar una tercera condicién de con-
torno basada en la idea que sigue. Si extrapolamos linealmente el flujo escalar ¢ una
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Figura 1.9: El flujo escalar ¢(x, F, t) extrapolado linealmente se anula a una distancia d(x, E') = 2D(x, E)
en una condicién de contorno tipo vacio de la ecuacién de difusién.

distancia d en la direccién de la normal externa n en la frontera OU mediante una ex-
pansion de Taylor a primer orden, tenemos
¢(x+d(x,E)-n, E,t)]| %gzﬁ(xEt)nL%-d(xE)
’ V) Ixeou » on ’
Si se cumple la condicién de contorno (1.50), entonces el flujo escalar extrapolado se
anulaenx+2- D(x, E) - i, como ilustramos en la figura 1.9. Si D(x, £') es mucho menor
que el tamafio caracteristico del dominio U entonces podemos aproximar d = 0.

Definicion 1.14. Llamamos condicién de contorno de flujo nulo cuando el flujo escalar ¢ se
anula un punto x € 9U:
o(x,E,t) =0

Definimos el conjunto I'y € OU como el lugar geométrico de todos los puntos x € 9U
donde imponemos esta condicién de contorno. Matematicamente esta condicién es de
tipo Dirichlet. 0

CCs generales (albedo)

1.4.6. Validez de las suposiciones y aproximaciones

Analicemos en esta seccién qué implicaciones fisicas tienen las suposiciones y aproxi-
maciones matemaéticas que hemos utilizado para arribar a la ecuacién de difusién (1.49).

aun cuando no se cumplan todas, todavia se puede obtener una relacién entre el
gradiente del flujo y la corriente

1.5. Problemas de estado estacionario

Si bien hasta el momento hemos mantenido por completitud la dependencia temporal
explicitamente en los flujos y corrientes, en este tesis estamos interesado principalmen-
te en problemas de estado estacionario. Para ello, tenemos que anular los términos que

35



involucren derivadas parciales con respecto al tiempo en las ecuaciones tanto de trans-
porte como de difusién de neutrones. Esto cambia las propiedades matematicas de las
ecuaciones y por lo tanto la forma en la cual debemos resolverlas. Vamos a particulari-
zar la ecuacién de transporte (1.22) y la de difusién (1.49) para tres casos:

» Medio no multiplicativo con fuentes independientes;
» Medio multiplicativo con fuentes independientes; y

» Medio multiplicativo sin fuentes independientes.

Debemos anular todos los términos de las derivadas temporales y eliminar todas las
dependencias con respecto a la variable ¢. En cada caso discutimos las posibles condi-
ciones de contorno necesarias para completar la formulacién matematica.

1.5.1. Medio no multiplicativo con fuentes independientes

Un medio no multiplicativo es aquel que no contiene nticleos capaces de fisionar. Cada
neutrén que encontremos en el medio debe entonces provenir de una fuente externa s.
Ademas de eliminar la derivada temporal y la dependencia con el tiempo, no tenemos
en cuenta el término de fisién. Luego la ecuacién de transporte (1.22) queda

Q- grad [v(x, 2, )| +Xu(x B) - v(x, 2, E) =
/ / Y., Q = QL E — E)-p(x, Y ENdY dE' + s(x,Q, E) (1.51)
0 47

y la de difusién (1.49)

—div [D(x, E) - grad [¢(x, E)]} + 3%, E) - o(x, E) =
/ TS0 E > B) - o(x, B dE' + so(x, E) (152)

Para obtener soluciones de flujo no nula o bien la fuente no se debe anular idéntica-
mente en el dominio o bien las condiciones de contorno deben ser no homogéneas. Si
las secciones eficaces (incluyendo el coeficiente de difusién) dependen explicitamente
de la posicién x y no dependen del flujo ¢ 0 ¢, entonces ambas ecuaciones (1.51) y (1.52)
son lineales. Al reordenar términos y discretizar el problema (capitulo ??) obtendremos
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que puede ser escrito en forma matricial
como

Au=Db

donde A € R"*" es una matriz cuadrada que contiene informacién sobre la discretiza-
cién de los operadores diferenciales e integrales de la ecuacién, b € R” es un vector que
contiene la version discretizada de la fuente independiente s. La informacioén sobre las
condiciones de contorno pueden estar incluidas bien en A o bien en b, dependiendo del
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tipo de condicién. Incluso las condiciones de tipo Robin tienen informacién tanto en A
como en b. El vector u € R” es la incognita, que luego de resolver el sistema permitira
estimar la funcién ¢ 6 ¢ en funcién de x, E' y eventualmente Q.

ejemplo problema de la secciéon XXX

caso no lineal (manual de milonga)

1.5.2. Medio multiplicativo con fuentes independientes

Si ademads de contar con fuentes independientes de fisién el medio contiene material
multiplicativo, entonces los neutrones pueden provenir tanto de las fuentes como de
las fisiones. En este caso, tenemos que tener en cuenta la fuente de fisién, cuyo valor
en la posicién x es proporcional al flujo escalar en x. En la seccién 1.1.2 indicamos que
debemos utilizar expresiones diferentes para la fuente de fisién dependiendo de si es-
tamos resolviendo un problema transitorio o estacionario. Si bien sélo una fraccién 3
de todos los netrones nacidos por fisién se generan en forma instantdnea, en en estado
estacionario debemos también sumar el resto de los (1 — 3) como fuente de fisién ya
que suponemos el estado encontrado es un equilibrio instante a instante dado por los 3
neutrones prompt y (1 — ) neutrones retardados que provienen de fisiones operando
desde t = —oc. La fuente de fisién para un medio multiplicativo con fuente indepen-
diente por unidad de dngulo sélido, recordando que la fision es isotrépica, es

qs(x,Q,E):XiE) / / vE(x, E) - (x, S, E') dSY dE' (1.53)
™ 0 47

La expresiéon matematica de la ecuacion de transporte (1.22) para este caso es

Q- grad {@b(x, Q, E)] + X (x, B) - ¥(x, Q, E) =

/ /Es(x,fl’—>Q,E’—>E)-¢(x,f2’,E’)dQ’dE’
0 A7

XBD T B 2, BV 0B s 2 E) (159
™ 0 4

y de la ecuacién de difusién (1.49) es

— div [D(x, E) - grad [¢(x, E)]} + X, E) - o(x, FE) =

/oo Yo (X, B — E) - ¢(x, E"YdE' + x(F) /OO vEs(x, E') - ¢(x, E") dE" + so(x, E) (1.55)
0 0

El tipo de problema discretizado es esencialmente similar a medio no multiplicativo
con fuentes de la seccién anterior, s6lo que ahora la matriz A tiene informacién sobre
las fuentes de fision. Estos casos se encuentran al estudiar sistemas subcriticos como
por ejemplo piletas de almacenamiento de combustibles gastados o procedimientos de
puesta a critico de reactores.
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1.5.3. Medio multiplicativo sin fuentes independientes

En el caso en que todos los neutrones provengan de fisiones y no existan fuentes inde-
pendientes, en principio deberfamos anular las fuentes s y s, de las ecuaciones (1.54)
y (1.55), respectivamente. Sin embargo esta operacién dejaria un problema matemaético
mal condicionado. En efecto, sin fuentes externas la ecuacién a resolver (sea transporte
o difusién) es homogénea. La probabilidad de que dada una geometria y un conjunto de
secciones eficaces macroscopicas (i.e. un modelo matemético de un reactor) la ecuacién
arroje un flujo no trivial balanceando exactamente todos los términos de la ecuacién
(i.e. que el reactor esté exactamente critico) es cero. Para tener una solucién matematica
(y fisicamente) razonable, debemos agregar al menos un pardmetro real que permita
ajustar uno o mas términos en forma continua. Por ejemplo podriamos escribir las sec-
ciones eficaces en funcién de un pardmetro geométrico (la posicién de una barra de
control) y/o fisico (la concentracién media de boro en el moderador).

Hay un pardmetro real que ademads de permitir encontrar una solucién no trivial
para cualquier conjunto fisicamente razonable de geometrias y secciones eficaces, nos
da una idea de qué tan lejos se encuentra el modelo de la criticidad. El procedimiento
consiste en dividir el término de fisiones por un ntimero real ks, para obtener

Q- grad [w(x, Q, E)] +5(x, E) - (x,Q,E) =
/ / Y, QY = QE = E)-¢(x, Y, E)dQY dE
0 4

L
ke

E) [* . 3
 ME) / / vS(x, B') - (x, S, E') dSY dE' (1.56)
g 47 Jo ar

y la de difusién (1.49) como

— div [D(x, E) - grad [¢(x, E)]} +3:(x, E) - o(x, E) =

/oo Yo (X, E' = E)-¢(x, E')dE" + L. X(E) /OO vie(x, E') - ¢(x, E')dE" (1.57)
0 keff 0

La utilidad del factor ke queda reflejada en la siguiente definicion.

Definicion 1.15. Llamamos factor de multiplicacion efectivo al ntimero real ke por el cual
dividimos la fuente de fisiones de las ecuaciones que modelan un medio multiplicativo
sin fuentes externas. Al nuevo medio al cual se le han dividido sus fuentes de fisién
por ke lo denominamos reactor critico asociado en k. Si keg > 1 entonces el reactor original
estaba supercritico ya que hubo que disminuir sus fisiones para encontrar una solucién
no trivial, y viceversa. El flujo solucién de las ecuaciones es el flujo del reactor critico
asociado en £ y no del original, ya que si el original no estaba critico entonces éste no
tiene solucion estacionaria. U

En este caso, al no haber fuentes independientes s6lo quedan términos homogéneos.
Sin embargo, ahora habra algunos términos multiplicados por le coeficiente 1/k.s y
otros no. Si las secciones eficaces dependen sélo de la posicion x en forma explicita y no
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a través del flujo, entonces el problema es lineal y al separar en ambos miembros estos
dos tipos de términos obtendremos una formulacién discretizada de la forma

Au = ABu (1.58)

conformando un problema de autovalores generalizado, donde el autovalor A dara una
idea de la criticidad del reactor y el autovector u la distribucién de flujo del reactor
critico asociado en k. Si B contiene los términos de fisién entonces A = 1/k.¢ y si Aesla
que contiene los términos de fisién, entonces A\ = k.g. En general, para matrices de n xn
habra n pares autovalor-autovector. Més atin, tanto el autovalor como los elementos
del autovector son en general complejos. Sin embargo se puede probar [38] habia una
demostracion del caso discretizado? chaboncito? que, para el caso A = 1/keg (A = kes),

1. hay un tnico autovalor positivo real que es mayor (menor) en magnitud que el
resto de los autovalores,

2. todos los elementos del autovector correspondiente a dicho autovalor son reales
y tienen el mismo signo, y

3. todos los otros autovectores o bien tienen al menos un elemento igual a cero o
tienen elementos que difieren en su signo

Debemos notar que éste un problema matematicamente homogéneo. Esta caracte-
ristica define dos propiedades importantes. La primera es que el autovector (es decir
el flujo) estd definido a menos de una constante multiplicativa y es independiente del
factor de multiplicacion ke Para poder comparar soluciones debemos normalizar el
flujo de alguna manera. Usualmente se define la potencia térmica total P del reactor y
normalizamos el flujo de forma tal que

_ = _ 3
P_/V/O eX(x, E) - 6(x, B) dE &’

donde eX¥ es el producto de la energifa liberada en una fisién individual por la sec-
cién eficaz de fision. Debemos remarcar que si P es la potencia térmica instantdnea,
entonces eX ; debe incluir sélo las contribuciones energéticas de los productos de fision
instantdneos. Si P es la potencia términca total, entonces eX ; debe tener en cuenta todas
las contribuciones, incluyendo aquellas debidas a efectos retardados de los productos
de fision.

La segunda propiedad es que las condiciones de contorno también deben ser ho-
mogéneas. Es decir, no es posible fijar valores de flujo o corrientes diferentes de cero.
De todas formas, las condiciones de contorno definidas con nombre y apellido en las
secciones 1.3.5 1.4.5 son homogéneas por lo que aplican perfectamente para los medios
multiplicativos sin fuentes externas.

no linealidades, ya no es cierto que el flujo es cualquier cosa
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1.6. Esquema de solucién multiescala

Si bien la ecuacion de transporte (1.22) describe completamente la interaccién de neu-
trones con la materia, los cambios en las secciones eficaces con la energia de los neu-
trones (figura ??) Los coeficientes de la ecuacién de transporte son esencialmente las
secciones eficaces macroscopicas.

1.6.1. Evaluacién y procesamiento de secciones eficaces
1.6.2. Calculo a nivel celda

1.6.3. Calculo a nivel ntacleo

Etiam ac leo a risus tristique nonummy. Donec dignissim tincidunt nulla. Vestibulum
rhoncus molestie odio. Sed lobortis, justo et pretium lobortis, mauris turpis condimen-
tum augue, nec ultricies nibh arcu pretium enim. Nunc purus neque, placerat id, im-
perdiet sed, pellentesque nec, nisl. Vestibulum imperdiet neque non sem accumsan lao-
reet. In hac habitasse platea dictumst. Etiam condimentum facilisis libero. Suspendisse
in elit quis nisl aliquam dapibus. Pellentesque auctor sapien. Sed egestas sapien nec lec-
tus. Pellentesque vel dui vel neque bibendum viverra. Aliquam porttitor nisl nec pede.
Proin mattis libero vel turpis. Donec rutrum mauris et libero. Proin euismod porta felis.
Nam lobortis, metus quis elementum commodo, nunc lectus elementum mauris, eget
vulputate ligula tellus eu neque. Vivamus eu dolor.

R-gb:iFwﬁ (1.59)
keff

Nulla in ipsum. Praesent eros nulla, congue vitae, euismod ut, commodo a, wisi.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Aenean nonummy magna non leo. Sed felis erat, ullamcorper in, dictum non,
ultricies ut, lectus. Proin vel arcu a odio lobortis euismod. Vestibulum ante ipsum pri-
mis in faucibus orci luctus et ultrices posuere cubilia Curae; Proin ut est. Aliquam odio.
Pellentesque massa turpis, cursus eu, euismod nec, tempor congue, nulla. Duis vive-
rra gravida mauris. Cras tincidunt. Curabitur eros ligula, varius ut, pulvinar in, cursus

faucibus, augue.
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